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Examen d’Analyse 1
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Appareils électroniques et documents sont interdits.
Il est conseillé de lire Uintégralité du sujet avant de commencer & répondre.

Exercice 1. (06 pts) Soient a,b,u;,v; € R, ot u; < vy et 0 < b < a. Pour tout n € N*, on
définit

- au, + bu,
n4+1 a+ b 5

. av, + bu,
n41 — a+ b

1) Montrer que Vn € N*, u,, < v,.
2) Etudier la monotonie des suites (Un)pene € (Un)pone -

3) Ezprimer v, — u, en fonction de vy — uy. Déduire que (Un)pens € (Vn)pene Somt adjacentes.
4) Exprimer v,+u, en fonction de vy +uy. Déterminer la limite de chacune des suites {75y —
et (Un)en- -

Exercice 2. (06 pts) Soit f une fonction définie par :

e —1
41

stz <0,

flz) =

T

1—e® six>0.

1) Etudier la continuité de f sur R.
2) Etudier lo dérivabilité de { sur R.
3) La fonction f est-elle de classe C* (R)?

Exercice 3. (05 pts)
1) Montrer en utilisant le théoréme des accroissemenis finis que

s 2 - 1 1 - 2
T>0 ———— < <
(z+1)° 22 (z+1)° 2B
i 1
2) Déduire la limite swivante lim ( e —_——2—) e
z—too \ 7% (x4 1)

Exercice 4. (03 pis) Soit n € N* et soient ag, ay, ..., Gp-1 € R vérifiant :
ay | G2 e 1
gty -t n  n+l

En appliquant le théoréme de Rolle monitrer que Iégquation :

ap + a1z + ap? + ... +ap 1™t = z",

posséde une solution dans 10,1].

Bon courage
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Corrigé

Solution .1
1) Montrons que ¥n € N*, u,, < v,. On raisonne par récurrence.

Pourn =1, on a : uy < v, on suppose que la propriété est vraie o ordre n (Un < vn) et on

montre qu’elle vraie & Uordre n+ 1 (Upyy < Vpyq). On a ' / ]
o N\ |/
QUn +bUn v, +bu, o (un—Un) —b(up—v,) (@ —b)(uy — v, \\
— = — = : = < |
e a+b a+b - a+b a+b ‘-/
(’hypothése et a < b). Do Vn € N*, u, < v,. : 7~

2) La monotonie des suites (U”)nEN* et (Dn) e -

" / L
ay, + bv, - auy, + bv, — au, —bu,  b(vp — uy) -0 ( 1
_—_— = — un = > = -
et = T atb a+b "

D’0w ((tn) ey €st croissante) .

av, + bu, av, + bu, — av, —bv, - b(u, —vy,) 0 / l

Upyl = Up = ———0 — Uy, = . e <0. l
a+b a+b a+b

D’0is ((vy),en~ €St décroissante) .

3) L’expression de v, — u, en fonction v; — u,.

1ére méthode On a :

_ vyt buy  auy by (v, — 1) + b (i — ) S et

B _ _ - By ==l
i e = a+b a+b a+b a+b( )
— (=0 o — )
— a+b n—1 n—1

/-\
/
/

Eew ]
donc | | Ris | ( /)
Up — Uy, = (Z;II;) h (1 - uy) . \/




2éme méthode On a

a —_H[; (Un = tn),

Unt1 — Upyy ==

: . a—b
donc la suite (vn, — U,y €8t géométrique sa base (——I—I;) . Dot v, —u, =
) a

L’une croissante et l’autre décroissante et lim (¥p —u,) = Hm
n—4oo n——>-+400

donc les deur suites sont adjacentes.

4) L’exzpression de v, + u, en fonction vy + u,.

avy, + bun En ‘aun + bUn _a (vn f+ u’n) + b (Un + uﬂ) —

Un + Un = - n ) -
T T atb  a+tb (@ + )
= Un-1tUp1 = ... =01+ U, / /"“Y"'\ :
done
Up + Uy =11 + Uy | yZ

les deux suites sont adjacentes, donc sont con'uergente s et ont la méme limite.
Posons lim u, = lim v, =1. On @ 1 Up 4 Un = v1 + Uy, donc /~<\ (?k\

n—-s 400 n—--co ’ .

lim (v, +u,)= lim ' Un + lim u,=v+y ( C// >

n—-s-+400 n—s400 :
U1 + St \\_,/

<=>l+l—1)1+11,1(:)u’—1)1+u1¢=>l

Solution .2

La fonction f est définie sur R. —
1) Etude de la continuité de f sur R _ (@
1-a) Sur Uintervalle |—c0,0[, la fonction f est continue (rapport de deus fonctions continues )

1-b) Sur Vintervalle 0, +o00[, la fonction f est continue (somme de deuz fonctzons continues )(_/

1-c) La continuité de f en 0. On a

_i:0~ f(0) ethmf(c)-*hm(l—e‘”)-—() f( /(\

50 z—0 e* + 0 230
donc lim f (z) = f(0). Alors f est continue en 0. D’ow la fonction f est continue sur R. ~—
2) Et'u.de de la dérivabilité de  sur R (Y )
)

2-a) Sur Uintervalle |—o0, 0], la fonction f est dérivable (mpport de deus fonctions dérivables)\ !

2-b) Sur lintervalle 10, +00, la fonction f est dérivable, (somme de deux fonctions dérivable

2-c) La dérivabilité de f en 0. On a S
7,0 =tim D LO ( - 1)

50 . S0 z
et
£3(0) =lim G ) ol A U N Sl Y
>0 a0 T



) =5#-1= £,0),

donc la fonction [ n'est pas dérivable en 0 rd

3) La fonction f n'est pas de classe O (R) (f n'est pas dérivable en 0).

Solution .3 |
2 1 1

e X |
(@+1)° "2*  (z+1)

ﬂﬂzédh@zmx+ﬂ, /«'

1) Montrons que Vz > 0, < —. Posons
m e

a) La fonction f est continue sur [z, z + 1],V >0

b) La fonction f est dérivable sur lz, 4+ 1], Vo > 0. Alors

puis on applique le théoréme des accroissements finis & f sur |z, T+1], oz > 0. 7/\>
3

Jdc €] +43 ! ! 2<=¢3 (}J: 1] . !
c€lz, x — o= c €z, ot e -
(@+1)? 22 & 2 (z+1)°
2 2 2 ' 7
x<c<$+1:$3<c‘<(a:+l)=>———- 5 < 3 Dou
@+1P = y
2 1 1 . 2,
(z+1) = (z+1)
2 1 1 2e”* (1 1 J
2) Ona : Vx>0, e e e S N s ), e & (——‘—————)ez.
/ (z+1)P° o2 (z+1)° A (z+1)° 2 (z+1)° C)
2e* Ll s »ik A
lim ¢ =400 => lim —5 — ey | ¥ = L0 pé/
Solution .4
Considérons le polynome
An-1 ,
P (z) = apw + ?—21:1:2 - -(-;—2:1:3+ = g -

Ona:

Qe
(O)—-OetP(l)_a(H——?f-f §+ =

donc P (0) = P (1). P est dérivable sur tout R, en particulier sur 10,1] et on a :

—1
P (z)=ag+ a1z +agz® + ... + a1zt — 2™

En vertu le théoréme de Rolle 3c € 10,1[, P’ (c) = 0. Ce qui signifie que 1 "équation

2 -1 __ _n
ag+ a1z +ax” + ...+ a, 12" =2z |

a
N

admet au moins une solution dans )0, 1[.



