
,&
:[trB,

lqiprÂ*alx-
i,:i ç{r ;..r i i ir'ff g a i,.r!
Çri:rrrsils d* â+je!:a

Université A. Mira *- Eéjaia
Faculté des Sciences E:xactes
D6partement de Mafhématiques /M"I

2s/t1./2{rL4
Durée : 2 H

Exercice L" (06 pts) Soi,ent a,b,o1, îr1 € lR,
dêftni,t

( un*r:

{

[**, :

Exarnen dtAnalvse T+-

Appareils êlectroni,ques et d,oeuments sont i,rûerd,i;ts.
fi est ænsei,lk, de li,re I'intêgratitë. d,u sujet aaant dp æmm,encer à, r{.pondre.

sùut 4ry1 et 0 < b < a- Fourtvwtn € NI*, orz

aun*hu"
;TT_'
antn * bltn

"+O 
'

7) Montrer que Vru € NI*, ?ln { xtn-

2) Etudi,er la rnonotowi.e d,e.s su,i,tes (unlnar* et (aoln^* .

3) Erprim,er un -,u,tu en .fonction ile a7 * q. Dëduirv gu,e (un)ou* ef (u*)o'Es* aord ad,jacer*es.
.il Eçprimer an{tt* en fonctinn de q*ut. Déterm,i,ner Ia \i,nnùte d,e chns.cni des sua*s (?ro),,eN,
eC (u,,)r,.** -

brercice 2" (06 pts) Soi,t f une fonetion d,éfiruin p*r :

r@):

d -L
e"+l si'$1!0,

L-e si,1:,0.
7) Etudier La conti,nui,té d,e f sur lR.

2) Etudi,er la d,é,riaabi,litë de f surlR.
3) La fonnti,on f est-e\le de elasse Cl{R)?

&ercice f. Q5 pts)
7] Morûrer en uti],i,sant le théorèm,e des aærCI'i,ssernent:g JTwis Eue

vr)0,; 2 1 I 2

(n+fI "-(.n-l)t<*,'
2) Déd.uire la timi,te su,iaarûe lim { + --l-=) o.o-+æ \fz tr + l)" /
Exercice 4," ttg pts) Soi,t, n € N" et soientd4, cL1, ...r &n_!€W ué.ri,fiartt:

,, ,&L,&2, ,&n-l 1

^-T *F*.-.-f n ==;Tî'.
.En app!,i,qwant Le th,éorÈme d,e RpIIe montrer que l,ë4uafiion :

0a * cttg * a2r2 + .-" + &n-Lt**r : sn o

passile une soluti,on da'ns ]0,1[.
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Solution.l
7) Montrwns çIue Vn € N*, ?trn { un. On misonne par r'enurrence.

Pourn:1,ona:1r1 lulrorlsupposequelapropri,étéestttmi,edl'odter(u*au'")

montre qu'elle urai,e à I'orùe n * | (un+r { un+r) . On a

e(un-on) -b(u*-an)
a.t b

:i f .b)-fu*.::ù
a*b

(l'hypothèse et a < b). D'oùYn € N*, W 1a*.
2) L" rnonotonie d,es suites (r,),.*. et (un)n s. .

un*! - u. : 9# 
-,tLn : *-tî,

D'od ((2,)".*- est croissante) .

un*r - u* : o'" 
! Y' -'u- : 

aun * buà - aun - bun

e+o n- a*b
D'aù ((u*)*.yq- est de.crv'i,ssante) -

3) Ltæpressôon d,e I)n *,ttrn en foneti,on, a1_ 'r.11.

7ère, méthode On a :

: (H)n ("-u')'

_ b(rt^ -:rà , O.
ù'+b

:b{"},-:à.0

donc
/a-ô\"1un-un: [= I (rt -ut).\a+o/



Ùèrne rnéthode On a

,tin*t - un-;r == #(un - un) ,

d'onc Ia suite (un- un)neN* est geométr-.^ ^ L- - ( a - b\ 
1g - O\ n-' 

,^,,aque sa oase 
\r-+ a ) 

. D'où,t)n-w: (ffiJ (u, _ u,).

L'une c,'issante et I'autre d,écroissantu 
"t .H*(o, -- un) :-g1_ F:)n-t (r, - u') : o,6t

d,onc les d,etn sui,tes sont ad,jacentes- 
u++æ 

',++oo \a f ô7 
l/l''l

l) L'eæpressi,on d,e I)n -f nn en fonctio,n ar + uL. (y

un+r * un*r: W . u# : *z-t3ù-!!!r 1_N. : (un a un) .

: 'Un-L * Un-f : ... : Ut.*'Itt,

donc

un+'lt*: uL +',LtL- 
/

Ies d'eu,r suites sont ad,jacentes, donc sont conuergente;s et ont la mêm,e limite.

Posons_liry--ur, : _ lim^-o n : l. On a :,t)n * ltn : uU -F u1, doncn**oo n++oo

_ liqr^ (r, + un): lim un+ lim un :,\ -f u1n++ôo 1z+*oo '- ,,++oo

ç=9 I * I : h f ur e 2l[ : ut * ut

:H(?)

, ur *nt+=+, : -:-------:2
Solution .2

La fonction f est d,éfi,nie sur lR..

'2^1) Etude de la continuitê. de f surR

1-a) Sur l'i,nteraallel-oo, 01, ta foncti,on f est continu,e (rapport au ,I"r* Ton"rOOOoro *n Unuuft
1-b) Sur I'i'nteraalle]0, +oo[, Ia foncti.on f est cnnt'inue (somme d,e d,ew* fonctions æntinues)(Ors ]\J1-c) La conti,nui,té d,e f en 0. On a 

f?
iii/(r) :H#:0: rQ) etuyr.,,):Ï* (r-."')==o:/(0), m

aonc luqlf(") : / (0). Aiors f est cont'inue en A. D'où la foneti,on f çst continue.rrr" *\J
2) Etude de la déri.uabiti,tê d,e f rn;nR

2-a) Sur I''i,ntervalle ]-*, Al, h foncti,an f
2-b) Sur I'i,nterwalle ]0, +oo[, ta fonc-ti,on f
2-c) La déri,uabi,Ii,té. de f en 0. On a

est déri,uable (mppor-t, de deu* fonctions dériuables)

est dériuable, (sornm.e de d,eçæ foncti,ons

f1(o):rr^r@)-f(o)ss\ r 
r5o fr

et

f,"(0):1t*/(")-/(0)*1o r
::y,Y--1,

2

1

e" +L
1

'2



f;(0):|+-1 -
d,onc Ia fonction f n'est pas d,ériuable en A

f'o$),

3) La fonction f n'est pas d,e classect (R) (f nest pas d"éri,aabte enil);

Solution.B

1) Montrotw quevr > o, 6# . * -#T .3 ,

f G) : $ "t [a,4: [r, r * L],

puis on appl,ique Ie théorème d,es accro,i,ssements fr,nis à f sur
a) La fonction f est continue ,u, i*, r + Ll, Vr > 0
b) La fonction f est d,ériuable surlr., * + L[,vr ] 0. Ators

{r, r*111, o?iq?0.

rc elr, r + Ll' @h - # : -3 * 1c elr, r +r[, # -#,, -ê

x)<c<r*l=4 rB<ct<(r+1)B 2 2 2

- 1";y'; ' ft' D'o*

vr>o' *iÛ.-]-æîr '4'
z)ona:Yr>o, 2 L 1 n ?ë -G+f t*'-,G+æ to'O*9e'
tim .. '"' -.u - fso -:+ lim ( : I \

'3î"o(;T - , -rroo \"t - @ -t )e' 
-- +æ-

Solution .4

Considérons Ie polynôme

P (r) : 0,çr * l*' n ?*' * .. + TLn" - ffi

(*,âfn
lv

Ona: 0
P(0) : 0 etP(l) : 

^*T *? *...+9!a- ;f6 :0,,/-\
d,oncP(0):P(1). P estd,ériuabtes*rtouttn,en pora,"ulti*r"";;:f etona: (/ )

tr (") : CIû + oafr * azrz * ... * rxn-fin-L - *n: V.-,4" 
)

En uer-tu le theorème d,e Rolle 3c e ]0, Ll., p' (c) : O. Ce qui si,gni,fie q)e fequatir" / ,4I',L
0'o * afi t a2r2 + ... + a,rr-1!En-L : frn \-a'

admet au m,oins une solut'ion d,ans ]0, 1[.
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