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Exarnen de Maths I- Durée : 02 heures

Exercice n" L. (05 Pts)

1. Montrer par récurrence que 
.

dn € N[, 4n + 6n - 1 est divisible Par 9.

2. Soit n € NI. Montrer par I'absurde que

6 n * 3  , ,  1
@ \ r '

:
Exercice n" 2. (ffi pts)

1. On définit sur IR,2 la relation binaire Rt Ptr ;

V(o ,  b) , ( " ,d)  e  IR2,  (o ,b)Rr(c , ,c l )  s  a  1c  e t  b  <  d '

(a) Montrer que R1 est une relation d'ordre.

(b) 1lr est-elle d'ordre total ?

2. Ondéfinit sur IR.* la relation binaire R2 par :

Vr, ,a€ R*,  nRzU++ 12 + #:  n '  *  
h '

(a) Montrei que R2 est une relation d'équivalence'

O) Donner la classe d'équivalence de 1. Indication z 14 - 2n2 + | - (r' - ,'.

Exercice n" 3. (08 pts)

1. Considérons I'application "f définie par :

f : IR ---+ R,
n  r - +  f  @ ) : 1 2 * 2 n - 3 '

(a) Calculer /-1({-6}) et /-1({0})

&) Étudier I'injeetivité, la surjectivité et la bijectivité de /-

(c) Doirner des inærvalles f et J tels que "f : I 
---+ / ioit bijective. Déterminer

I'application réciProque f 
-L '

2. Soient a,b,c,et d des nombres réels non nuls. Considérons I'application g définie par:

s. R - {#} --} R'
n ' -+ g(r) :m

Déterrriner la condition sur a,b; c, et d pour que g soit injective'

Bon courage
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Exencice no 1.

l. Montrons par récurrence que

Il s'agit de montner que

P o u r n : 0 , o n a

Donc

On suppose que

et montrons que

On suppose que'

Ona

Finalement"

Janvier 2017

Conigé de l'exanæn de Maths I

Vrz e N, 4n + 6n - L est divisible par g.

V r z  €  N , l k  €  N :  4 n  + 6 n -  1 : 9 k .

4 0 + 6 x o - 1 - o : g x o ,

3 k - 0 e N : 4 0 + 6 x 0 - l : 9 k .

l , t  €  N : 4 n  * 6 n  -  L  : 9 , t

i,kt eN : 4'*1 * 6(n + 1) - L : gkt.

Ona

4n*L * 6(n + 1) - 1 - 4.4n +6rz * 5
: 4(9k-6n + 1) + 6n* 5 ( onauti l isél ' se de récurrence )
_  3 6 k - 1 8 n * 9
:  9 ( 4 k - Z n * L )
: g// avec 1çt : (4k - 2n + 1) .

Finalement, Vrz € N, 4n + 6n - I est divisible par 9.

2. Soit n € N. Montnôns par I'absurde que

6 n * 3  , ,  1
(n12 ;p  >  ' '

6n*3

@ > L '

f f i  > t  =+ (n*z)z <6n*J
+  n 2  + 4 n + 4 < 6 n * 3
=+ n2 -2n*  1  <  0
+ (n - 1)2 < 0 contradiction

6n *3  - ,  1

@ + 2 P > ' '
Exercice n" 2.

1. On définit sur lR.2 la relation binaire Rl par :

V (o ,b ) , ( "d )  e  JR2,  (o ,b )? ' , t ( cd )  - ;  a l c  e t  b<d , .

(a) Montrons que Rr est une relation d'ordre

i.  RéflexivitédeR1 : Soit(o,b) €R2,onaa ( a etb<b,

donc V(a, b) € R2, (a,b)R1 (o, b), d'où la réflexivité de Rr.



ii. Antisymétrie de Îtr : Soient (o,b), (", d) e IR2 tels que (a,b)R1(c, d,) et (c, d,)R1 (a, b), on
a (a,b),R1(c, d) et (c, d,)R1 (o, ô) 

I l:::i : : jl i I lZZ:X|r],
+  O , :  C e t b :  d ,
+ (o,b) :  (c,  d) .  i

D'où I'antisymétrie de Rr.

iii. Transitivité deP"t: Soient (o,b),(",d),(",1) e IR2 tels que (a,b)R1(c,d) et
(c,d,)R1(e, /), on a

(  
" S c e t b < d . . . . . . . . ( 1 )(a,b)R1(",d) et (c,d)Rr(", /) + { et

I  c  < e etd,  < f . . . . . . . . (2)
De (l) et(2), on obtient

c'esr à dire que (a, b)1,'rk, r). 

a I e etb 3 f '

D'où la transitivité deR;r.

De i), ii) et iii), on aRt est une relation d'ordre.

(b) L ordre Rr n'est pas total (il est paniel) : En effet, les deux couples (1, 10) et (2,9) ne sont pas
comparables. On a

10 {g :=4 (L,Lqy'L(2, e)

2 {t  a (2,s1rt6,n1.
2. On déûnit sur lR* la relation binaire R2 par i

'  
Vt ,g €R',  nRzU ç a2++ --y2+1.

æ À v ' a 2 '

(a) Montons que Rz est une relation d'équivalence.

. i. Réflexivité deB2: Soit n € lR*. On a

n 2 + + - - * r + t
=+ rfu2x.

Donc Vc € R* , rfu2n D'où la réflexivitê de Rz.

ii. Symétriede?uz: Soient r,A e IR* : rR2g.Ona

n R z U  +  n 2 + 1 : A ' + #
==:+ A2+h:"r+.-#
+ URzr.

Yn,A € R*, xRzA a yfu2r.

rll.

D'où la symétrie de?uz.

Transitivité de?.;2: Soient r,U, z € lR* : rfu2g etyfu2z. On a

[ *o'o
I r t  +
I YRz"

:+
==+

[  " ' + # - - a 2 + h
{ e t

I  r ' + # : , ' 2 + t
1 2 + + - r ' + t
rfu2z.



Finalement,
Vrrg,z € lR* : æR2y ety&2z I sJl2s.

D'où la transitivité de&z.

De i), ii) et iii), on afuz est une relation d'équivalence.

O) La classe d'équivalence de 1 :

1 :  { re  IR*
:  { r e I R .
:  { r e I R .
_  { c e I R *
:  {_1,  1}  .

r&2l\

i\:*.;.:lôjt
( * ' -  1 )2  :  o )

Exercice n'3.

l. Considérons l'application / détnie par :

f : lR
û

(a) Calculons /-1({-6}) et l-t ({0}).

/-1(t-6))

R
f @ ) : æ 2 * 2 æ - 3 .

{ 'e  R/  / ( ' )  e  { -6} }
{" e R/ /(") - -6}

{ "  eF ' , /  , '  *2n -  3 :  -6}

{ " e  R l  , ' * 2 æ + B : 0 }
0.

/-1({0}) : t 'e Rl I (") e {0}}
:  { * e R / / ( " ) - 0 }
_  { " e F . /  , 2 * 2 n - g : 0 }
_ {_3, 1}

@) Étudions I'injirctivité, la surjectivité et la bijecrivitê de f .

i .  Inject ivi téde/:D'aprèslaquestionprécédente, ona/(-B):0: /(1) mais -g+L.
Donc f n'est pas injective.

ii. Surjectivité de / : / n'est pas surjective car U : -6 (par exemple) n'a pas d'antécédent
(d'apÈs la question précédenûe).

iii. Bijectivité de f : f n'est pas bijective car elle n'est pas injective (ou bien car elle n'est pas fh@
surjective). 

V
(c) Donnons des intervalles .[ et J tels que .f : I + "I soit bijective et déterminons l'applicatigll-o

fi:itriî:{"t"unu"rque.f :l ; oo, :rl -+ [-4, +oo[ est une bijecrion et que W

, l-r [-4,+oo[ -> ]-.*,-ll f^\y  -_> l - r@) - -1  
t 'L  /\J

Remaryue : On peut aussi considérer la bijection .f : [-1, *oo[+ I--4,+*[ et dans ce
cas

f-L , [-4, +oo[ -> [-f , +oo[
Y r-1 @) - -1 + 

"rqv'
2 Soient a,b,c,,et d des nombres réels non nuls. Considérons I'application g détnie par:

s :  R - { + }  R
û F-+ g( r ) :#* .

Déterminons la condition sur a,b,c, et d pour que g soit injective.



a;i"rt n;,y en - t* \ , g(r) : g(à;

s(t): g(ù +
, 4

+
+
+

ac*\ - as4rq;
c6*d cg+d
(a a * b)(" v + d) : (e x * d)(a y + b)
oûcV * ads + W + M : aycû * ady + bcû + bd
(od- tu ) ( r -e ) :0
s : U  s i a d - f u + O .

Dorc la condition pourque g soit injective est

ad, -bc+0.

Remarque : On peut aussi utiliser Ia dérivée. En effef on a

vo€n-t#1, d@):ëff ir.
Si ad - fu - 0, ffi a d @) : 0 et par suite g(a) : cste.Ilonc g n'cst pas iqiectiva
Si ad - fu * 0, ffi I g cst sffimnt monotone, donc elle est iqiective.


