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Université A/ Mira de Béjaia Janvier 2018
Faculté de Technologie

Département de Technologie

1°7¢ année ST

Examen de Maths 1. Durée 2 heures.

Exercice 1. (3.5 points)

n?(n + 1)?

e

2. Soit n € N. Montrer par contraposition que : si (n? — 1) n’est pas divisible par 4, alors 1 est
pair.

- n
1. Montrer par récurrence que : Vn € N*, Y k% =
k=1

Exercice 2. (06 points)

1. On définit sur Z la relation binaire R par :

Va, beZ, aRbe>3Ike€Z:a+2b=23k

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(b) Donner la classe d’équivalence de 1.

2. On définit sur N la relation binaire 7 par :

Vz, yeN, zTy<=0<y—z<2

T est-elle réflexive ? antisymétrique ? transitive 7

Exercice 3. (5.5 points)
- 2
On considere I’application f : R — {3} — R définie par f(z) = 3 - Z
1. Calculer f~1({—1}).
2. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
3. Sif:R— {3} — X (o2 X C R), déterminer X pour que f soit bijective ; puis donner la
réciproque f~* de f.

Exercice 4. (05 points)
I) Soient « et 3 deux réels, et soit h : R — Rla fonction définie par :

B = er e e )
~ | 322 tax+B si 20,

(a) Déterminer 3 pour que A soit continue sur R.
(b) Déterminer « et 3 pour que h soit dérivable sur R.
1) Soit f : [a,b] — R une fonction continue, telle que f(a) = f(b). Montrer que la fonction

g définie par g(z) = f(z + _b%c_z_) — f(z), z € |& et
a+b
2z )

], s’annule au moins en un point de

Iintervalle [a,

- Bon Courage
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Corrigé de I’examen de Maths1

Exercice 1. (3.5 points)

n n?(n+1)2
1. Montrons par récurrence que : Vn € N*, > k3 = (—4)—
k=1
n?(n+1)?

Pour n € N*, notons par P(n) la propriété 3 k3 =
k=1

= A
Pourn=l,onal®=1et ‘191—1)2 = 1, donc P(1) est vraie. /

n?(n+1)2

7 ) et montrons que P(n + 1) est vraie -

Supposons que P(n) est vraie (i.e., > k* =
k=1
ntl (n+1)2*((n+1)+ 1)2)

(ie, ) =
k=1 4
Ona

%11& ={ an k) + (n+1)*
k=1

k=1
2 i i} 2
= Lll)— + (n 4+ 1) (par hypothése de récurrence)

_n?(n+1)2+4(n+1)°

= (n+ 1)2(n51+ 4(n+1))

4
(n+1)%(n® +4n +4)

4
_ (n+1°(n+2)

4
_(m+1)4(n+1)+1)
. 2 2
On a montré par récurrence que : ¥n € N*, Y k3 = ?(nTle)—
k=1

2. Montrons par contraposition que si (n? — 1) n’est pas divisible par 4, alors n est pair.
La contraposée de la proposition est n n’est pas pair => (n? — 1) est divisible par 4
Ona

n n’est pas pair (n est impair) = n=2k+1,k€N
= n?2=2k+1)%keN
— n2-1=(4k?>+4k+1)—1,keN
= n?—-1=4(k®+k),keN
= n?—-1=4K K =(K®+k)eN
Par le principe de contraposition, on a démontré la proposition si (n? — 1) n’est pas divisible
par 4, alors 7 est pair. ’




. Exercice 2. (6 points)
I. Dans Z, on définit la relation binaire R par :

Va, beZ, aRb<=3k€Z:a+2b=3k.

(2) Montrons que R est une relation d’équivalence.
(i) Réflexivité de R : soita € Z.Ona _—
a+2a=3adoncIk=a€Z:a+ 2a=23k. /
Donc Va € Z, aRa. D’on la réflexivité de R.
(i) Symétrie de R : soient a, b € Z, tels que aRb.Ona
aRb=—= 3k €Z:a+2b=3k
—3JkecZ:3a—2a+3b—b=3k /
—3dke€Z:b+2a=3b+3a—-3k /
—3JkecZ:b+2a=30b+a—-k)
— 3k, =(b+a—k)€Z:b+2a=3k
— 0Ra
Donc Va, b € Z,aRb = bRa. D’oli la symétrie de R.
(iii) Transitivité de R : soient a,b, ¢ € Z, tels que aRb et bRc. On a

aRb Jk € Z:a+2b=3k..(1)
et = et
bRe 3 €Z:b+2c=3k..(2)

— 3k, kK €Z: (a+2b)+ (b+2c) = 3k + 3k
— 3kk €Z:a+2=3k+3k —3b
— Jky=(k+k —b) €Z:a+2c=3k
=agTc
Donc Va, b,c € Z,aRb et bRc= aRc.D’oula transitivité de R.
De (i), (ii), (iii), on a R est une relation d’équivalence.
(b) La classe d’équivalence de 1.

I1={a€Z:aRl}
={a€Z:3k€Z:a+2x1=3k}
={a€Z:3ke€Z:a=3k-2}
={3k-2/keZ}
={.,—-11-8,-5,-2,1,4,7,10, 5%

II. On définit sur N la relation binaire 7 par :

Ve, yeN, zTy<=0<y—-z<2.

(i) Réflexivité de 7 : soitz € N,onabien0 <z —2 <2 puisquez —z =0
donc Vz € N z7z. D’ou la réflixivité de 7.
(ii) Antisymétrie de 7 : soient z,y € Z, tels que zRyetyRz.Ona

Ty 0<y—z<2 0<y—2<2
et = { et = ¢ et
yTz 0<z—y<L2 —2<y—z<0

o



:>(y_ )6[072] et (y—SE)G[—Q,O]
= (y—1z) €[0,2]Nn[-2,0
—y—x =

sy =1

d’ol I’antisymétrie de 7

(iii) Transitivité de 7 : par contre exemple, soient les entiers 1,3 et 5 :
Onal73car3—1=2etdonc0<3-1<2.
Onaaussi37bhcar5 —3=2etdonc0<5—-3<2.
Mais 1.75,car5 — 1 =4etdonc 5 — 1 > 2
d’olt 7 n’est pas transitive.’

Exercice 3. (5.5 points)
2+x

33—z

On considére ’application f : R — {3} — R définie par f(z) =

1. Calculons f~*({—1}).
FH{-1)) = {z e R {3}/f(z) € {-1}}
={zeR- {3}/J2”($) =)
= {zeR-{3}/3= = -1}
={reR-{3}/2+z=2-3}
= ém e R-{3}/2=-3}

2. o Injectivité de f : soient 1,72 € R — {3} : f(z1) = f(z2). Ona
2+£L'1 2+$2
== =——3 —
f(z1) = f(z2) Py e
=64+ 37; — 229 — 122 = 6 — 227 + 3T — 2172
= T1 = T2

d’ou I'injectivité de f
e Surjectivité de f : f n’est pas surjective car y = —1 n’a pas d’antécédent (d’aprés la
question précédente).
e Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas surjective.

3. Si f:R— {3} — X (o0 X C R). Déterminons X pour que f soit bijective :
1l est facile de vérifier que f : R — {3} — R — {—1} gst une bijection.
VzeR-{3},Vye X =R—{-1}ona: :

sy
g = o
= y@B-z)=2+1) )

il

oy+1

0
donc

f!: X=R-{-1} —R-{3}

3 - 3y —2
Y () Gl




Exercice 4. (5 points)
I) Soient a et § deux réels, et soit h : R —> R la fonction définie par :

hla) = e si =<0
7) = a2 +az+f s z>0

_ Déterminons /3 pour que h soit continue sur RR. h est continue sur R* car z > €” est
continue sur | — oo, Q et & = 57° + AT + B est continue sur |0, +Qal

,ilrestedonca ,
étudier la continuité en z = 0. On a R(0) =P i s j

. )
. = 5 T 1 h = 1 %) 2
zhr%— h(z) zhn(l)— =1 eb lom (z) . 1rr(1)+(2:c + az + B) HBA
La fonction est continue en 0 si et seulement si lim h(z) = lim h(z) = h(0). Donc i)
z—0" . x—07F |
/‘

est continueen 0 <= =1~
Finalement la fonction h est continue sur R si et seulement si § = 1.

_ Déterminons « et 3 pour que h soit dérivable sur R. k est dérivable sur R* car T e® est
dérivable sur | — 00,0 et T — 3% + oz + fest dérivable sur |0, +go, il reste donc a
étudier la dérivabilit€éenz =01 ————

Sif#1,ona h n’est pas continue en 0, donc elle n’est pas dérivable en SR

Donc posons 3 = 1. On a donc h(0)=p=1

h(z) — r—1
B O it L]
z—0~ e e (D Z
h(z) — h(0 124tz +1-1 1 "

lim ) ), lim 2 = lim (=z + «) = a La fonction est
z—0t ¥ — z—0F i ; :1:———)07 % 5 10
dérivable en 0 si et seulement si f = 1 et lim M = Jim E)———Q donc

? Bt SR RO
o —

Finalement la fonction h est dérivable sur R sietseulementsi f=leta =1

) g(z) = flz+ —

a . . a+b ’
) — f(z) est une fonction continue sur g a+b] car ¢’est une somme et
N

composition de fonctions continues. -«..ﬁh“.w.;if/l\) { @’g )
a+b b
g(a):f(a+ 5 a+b
=i otb
= glil AR TS a+b
A O (LY~ f@) ear @)= 1O
+b = a+b
donc g(a) = —g(a 5 ) (g change de signe entre a et ), et la fonction g est continue
b
sur [a, s ]. Donc d’aprés le théoreme des valeurs intermediaires, elle s’annule au moins .
; b b 5
en un point de 'intervalle a, a;— ] (c-a-d 3c € [a, a—;— Jtq: g(c) = 0). // - i



