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Examen de Maths 1. Durée 2 heures'

Exercice 1, (3.5 points)

;,,..-;^A n'F 7*.1 - 
nz(n + L)2

1. Montrer par récurrence que : Vm € N[*, L k' - '- 
'

k:L 4

2. Soit n € N. Montrer par contraposition que : si (rc2 - L) n'est,pas divisible par 4, alors n est

pair.

Exencice 2. (06 points)

l. On définit sn Z' la relation binaire R par :

Vo ,  b  eV , ,  aTb<= :+  =k  ÇZ  :  a+2b  :3k .

(a) Montrer que 73 est une relation d'équivalence.
(b) Donner la classe d'équivalence de 1.

2. On déûnit sur F[ la relation binaire T par :

V*, g € N, tT U <==+ 0 < Y - fr S2'

?r est-elle réflexive ? antisymétrique ? transitive ?

Exerrcice 3. (5.5 points)

On considère I'application .f : IR' - {3}

1. Calculer f-1({-1}).
2. / est-elle injective ? surjective ? bijective ?
g. 3i/,IR- tg) + X (oùX c R),dérerminet X pourque"f soitbijective;puisdonnerla

réciproque f-' de f -

Exercice 4. (05 points)
f) Soient a etp deux Éels, et soit h : IR, --+ IR' la fonction déftrrie par :

h(*): { r*, {î. * B 
'; 

î;3.
(a) Déterminer B pour que h soit continue sur lR'-
(b) Déterminer o et p pour que fr, soit dérivable sur IR'

II) soit f 'lo,bl -> *ï" t"f1î: 
""11"ï,,1n: t:ï[î): f(b).Montrer que ra fonction

9 définie par g(u) - 1@ * 
î) 

- f @), r € ia,î1, s'annule au moins en un point de

I'intervalle [o, ffl

-r IR, définie par /(r) :7i.

Bon Courage
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Exercice L. (3.5 points)

1. Montrons par récurrence que : Vn € N*, i nt -
k:1
rr,

Pour n € N*, notons par P(n) la propriêté D k3 :
k:L

n'(n + 1) '
4 '

n2(n+ 1) '
4 '

Janvier 2018

Pour n=1, on a 13 - 1 et 'g# - 1, donc P(1) est vraie. é--
rL n.2(n + 1)2..

Supposons que P(") est vraie (1.".,àft : ':yf) 
et montrons que P(n * 1) est vraie-

n*L (n *  1) ' ( ( r ,  +  1)  + 1) ' I
\ r . . . r / - t * - T t .

k= l  -

O n a
n*l rt

t k ' - ( D k ' ) + ( n + 1 ) 3
k=\ k:7

- n'fu 
: 

t)' 
+ @+ 1)' (par hypothèse de récurrence)

4
_ nz(n + I)2 + 4(n + I)3

4
_ (n + 1)2(n2 + a(n + r))

4
_ (n + r)2(n2 + 4n + 4)

4
( n + t ) ' ( n + 2 ) '

4
( r , * l ) ' ( ( t r + 1 ) + 1 ) '

4

on a montré par récurrence que : vn € N*, i *t - n2(n + r)2

k:I 
'*

2. Montrons par contraposition que si (n' - 1) n'est pas divisible par 4, alors n est pair.
La contraposée de la proposition est n n'est pas pair ====1 (n' - 1) est divisible pat 4
O n a

n n'estpas pair (n est impair) --+ n -- 2k + 1, k e N
= +  n 2 : ( 2 k + 1 ) 2 , / c e N
+  n 2  - 1 -  ( 4 k 2  + 4 k +  1 )  -  1 , , t  e  N
= +  n 2 - L : 4 ( k 2 + k ) , k e  N

^z . _  lt,,k, : (k, + k) e N
Par le principe de contrypositionJ 

" 
ÏU*""* la proposition si (n2 - 1) n'est pas divisible

pat 4, alors n est pah. '

4{"."t-

t
&
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- ] -
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,Exercice2. (6 Points)
I. Dans Z, ondéfinit la relation binaire R pat :

V o ,  b  e Z ,  a R b < = +  3 k  e Z "  a + 2 b  : 3 k ' '

(a) Montrons que 73 est une relation d'équivalence.
(i) Réflexivité de 1l : soit a € Z- On a

a * 2a - Sadonc 3k : a €. % : a * 2a - 3lc'

Donc Va € Z, aRa. D'où la réflexivlté dek'

(ii) Symétrie de 73 : soient a,b € 2,, tels que aRb' On a

a & b  +  1 k  € .  Z :  a  *  2 b : 3 k

+ ) k e Z : 3 a - 2 a * 3 b - b - 3 k
+ l k € Z : b + 2 a : 3 b * 3 a - 3 k
+ 1 k € Z : b + Z a : 3 ( b + a - k )
a ) f t r -  ( b  * a -  k )  e  v ' : b * 2 a - 3 k t
+ARa

Donc Ya,b € Z, e&b + bfua. D'où la symétrie de 7l'

(iii) Transitivité de 7t' : soient a,b,, c Ç Z, tels que aRb etbRc. On a

1 )ft,k' € V,: (o * 2b) + (b + Zc) : 3k + 3lç'
4 ;1ft, k' eZ : a *2c -3k + 3lç,' - 3b
+ =lç,2 -(k + k'  -  b) eZ : a * 2c - 3kz
l sfç

Donc Ya,b, c €. Z, aRb et $'llç I aRc. D'où la ffansitivité de R'

De (i), (ii), (iii), on a 7l est une relation d'équivalence'

O) La classe d'équivalence de 1-
1 - { o  e  Z : a ? - L }

-  {a e.Z, :  1k e Z :  a *  2 x 1 :  3k}
-  { a  € . 2 : 3 k  e V - , :  a : 3 k  - 2 ] 1  . '
-  { 3 / c  - z l k  eZ }
:  { . . . ,  - 1 1  -  8 , - 5 ,  - 2 , I , 4 , 7 , L 0 , . . . }

tr. On définit sur N la relation binaire T put '-

Y r , Y € N ,  t T Y < + 0 S Y - r ! 2 '

( i )  Réf lexiv i té deT: soi t r  € N, on abien 0 3r -  r  S2puisque r  -  n:0

donc Vr € N r7r. D'où la réflixivité de T '
(ii) Antisymétrie deT: soient I,A € Z,tels que tRy etyRr. On a

(  a f u b  (  l k € Z : a * Z b - 3 k . . . ( 1 )
1  e t  a (  e t

l u n "  t  J k ' e z : b * 2 c : 3 k ' - . . ( 2 )

3 v - n 3 2

3 r - g S z

2

Fæ

A 3 a - r 1 2
et
- 2 < y - r 1 0

rTy
êt
yTr

= {* { }



+ ( y - n ) € [ 0 , 2 ]  e t  ( y - * ) e
a (y - r) € [0,2] n [-2,0]
+ y - r : 0
+ y - r

d'où I'antisymétrie de T
(iii) Transitivité deT: par contre exemple, soient les entiers 1,3 et 5 :

On a \73 car3 - 1 : 2 etdonc 0 < 3 - L <2.
Onaaussi 3Tïcar 5 - 3 - 2 etdonc 0 < 5 - 3 < 2.
Mais L7\,car5 - 1 - 4etdonc 5 - L > 2
d'où 7 n'est pas transitive.'

Exercice 3, (5.5 points)

On considère l'application / ' IR - {3} -+ IR définie par /(r) -

1. Calculons /-r({-1}).
/ - ' ( { -1} )  :  { r  eR-  {3} /  T@) €  { -1} }

- {r € IR - {s}lf@ - -1}

-  { r € r R -  $ } l = -  - 1 }' 3 - r  )
- { r  € l R . -  { 3 } 1 2 * r : ï - 3 }
- {n € lR - {3}12 - -3}
: 0 .

2. r Injectivitéde /: soient rr,r2 € lR - {3}: T@) - f @ù. Ona

f@r) - f@z) - '# , : '# ,
a (21 

"r)(3 
-  *r)  :  (2 + *r)(3 -  * t )

='"::";- 
Ztz - ntrz - 6 - 2*' + 3tz - rtnz

d'où l'injectivitê de f
o Surjectivité de / : / n'est pas surjective car y - -1 n'a pas d'antécédent (d'aprés la

question précédente).
o Bijectivité de 

{ 
, t n'est pas bijective car elle n'est pas surjective.

3. Si/: R- {3} --+ X (oùX C R).DéterminonsXpourque"f soitbijective:
Il est facile de vérifier que "f : IR - {3} ->_R, - {l}-gst une bijection.

[ -2,0]

*é=?'

2 * r
3 - n

b,v

Vr €  R -  {3} ,  Vy e  X -R -  { -1}  ona :

v -  r@)<+  v :2#
€ y ( 3 - r ) : ( 2 + r )

3 u  - 2
4-\ m

v + L

! - ' ,  
x - R - { - 1 }  - > I R - { 3 }

Y '-+ /-1(Y) :
3 v  - 2

donc

y + r



Exercice 4. (5 Points) . ,.r,.-.
i) Soi"rr, a et p deux réels, et soit h : IR' --+ IR la fonction défrnie par :

( e "
f , ( " ) : 1  5 2 + a r * 0L 2 -

Déterminons B pour que h soit continue sur IR' h est continue:ot lR. 
?T," ? 

t:::]

si,
si

r  1 0
r 2 0

li'19:*g+g
étudier la continuité en r : 0' On a h(U) -

h(r) - I im, (f  r
1' = * ' + a r * P ) - P

Iim h(r) -
æ--r0-

Iim e' : ! et lim
c--+0- r-+0+

donc È

- aLafonction est

" I* î+ '2

La fonction est continue en 0 si et seulement si

est continue en 0 <+ 0 : t

l im h(r) - Iiq, h(") - h(0)' Donc h

ffi;,*î;tu-ron"tion h esr conrinue sur IR si et szuI:ment :i.0 = 
L

t  .  r t  .  t - 1 _  -rIIl i lIçuwflL lcl rv

DéterminonSCIetBpourqu"h,oitdé,iuubMhestdérivable'"iY"u,', '?^":"u

étudier la dérivabilité-én r - (J :érudier la dérivabilité en tr - u 1,À.,

Sî p +1.geLn,est pas continue en 0, donc elle n'est pas dérivable en 0.*.|![21.,

r-)0- r--+0+

Don. posons 0.: l' on a donc h(o) - 0 : r

r:- 
- 
h(") -n(0) .r:* ""-] -- tIim : dlm

": ï -  
r -0 n---+o- r

et

lim
r-10*

: lim
r--+0+

I * ' + a r * 1 - 1 : Iim (|z + .r)
:r---+0+ L

t r )g ( r )_ r@*+)_r (ù .es tunefonc t ioncont inue 'M] " *c ,eStunesommeet
compositiondêfofictionscontinues'$ 

W .

(,- a. . \ l tr*) : n+ *T) - rry)

dérivable en 0 si et seulement si p : 1 et IlIn ___=_ _ Lrr.r.r

, ; ï -  r -0  r - -+o*
,. h(*) - h(0) ,:* h'lq - rÙ(ul
I i * - - ; -o  : , , .S* -  

r4
h(r) - h(0) 

donc

a , : 7
Finalement la fonction h est dérivable sur iR. si et seulement si B - 1 et a - 1'

g (a )_ r@+Çt - r@)  I " '  
z  

: r ' ( ; ] , r 4 ,
, jr(o+Çt-r::)=_l :i;,+)'-'r$))

r  A  V l  " '  3 * ' r .
donc g(a) _ _n(+) @;h-ange de signe entre a 

"tÇ), 
et la fonction g est conrinue

, a * b-t r\^-a ,{'--.Éc rc rl }urs intermediaires, elle s'annule au moins
sur [a, Tl 

Donc d'aprés le théorème des valt

en un point de l'intérvalle [a, ]l 
(c-a-d 3c € t"'#ltq : 9(c) - 0)'


