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Préface

Ce polycopié est issu du cours de Topologie générale de la 2°™¢ année Licence de Mathéma-
tiques que j'ai le privilége de diriger depuis |'année universitaire 2016-2017 a I'Université A. Mira de
Béjaia. Il est composé de 8 chapitres, chacun étant poursuivi d'une série d'exercices dont certains
sont étoilés, signifiant qu'ils sont congus pour &tre résolus en classe (c'est-a-dire aux travaux dirigés).
Les exercices non étoilés sont -par contre- laissés aux soins de I'étudiant; on ne les résout que s'il
reste du temps aprés avoir fait tout ce qui est nécessaire. A la fin de ces chapitres, j'ai inclus égale-
ment quelques sujets d'examen des années précédentes pour aider les étudiants a mieux se préparer
aux épreuves de la fin du semestre. J'ai essayé de mon mieux d'alléger le contenu du polycopié en
renvoyant au TD certaines démonstrations techniques. Par contre, aucun résultat n'est admis sans
démonstration a |'exception du théoréme de Tychonov (dans son cas général). Aussi, j'ai commencé
mon cours en introduisant en méme temps les espaces métriques et les espaces topologiques ; ce qui
a pour objectif de transmettre au lecteur 'idée intuitive de la construction axiomatique des espaces
topologiques. Cette idée est d'ailleurs avancée dans I'Introduction avant sa réalisation au cours. Ceci
dit, le polycopié est en sa 1% version et toute suggestion ou avis de la part des lecteurs (en particulier
des étudiants) est la bienvenue; cela m'aidera a perfectionner le polycopié progressivement au fils
du temps. Je compte également sur les lecteurs pour m'informer de toute erreur (mathématique ou
typographique) qu'ils préléveront.

J'espére enfin que ce polycopié constituera un support utile pour nos étudiants et les aidera
a améliorer leurs résultats aux examens, qui ont été jusque la a la limite de la médiocrité pour
I'écrasante majorité d'entre eux. Ci-dessous sont décrits briévement les contenus des chapitres :

Au 1° chapitre, nous présentons des généralités sur les espaces métriques et topologiques;
il s'agit bien d'un premier contact avec ces espaces. Cette présentation est illustrée par quelques
exemples usuels et dotée de quelques toutes premiéres propriétés.

Au 2¢me chapitre, nous étudions quelques notions de base de Topologie générale comme celles
de fermeture, intérieur, frontiére, voisinage, etc. La théorie élémentaire des ensembles (en principe
acquise dés la premiére année) permet de marier toutes ces notions pour obtenir un bouquet de
jolis résultats qui constituent en fait la base de toute la suite. Nous terminons ce chapitre par
I'introduction des espaces séparés que les anglophones appellent Hausdorff spaces. Le grand intérét
de ces espaces sera précisé au chapitre d'aprés.

Au 3°me chapitre, nous rentrons dans le vif de la théorie en introduisant les notions de limite

et de continuité. L'intérét des espaces topologiques séparés s'éclaircira alors : dans ces espaces, la



limite (d'une suite ou d'une fonction, lorsqu’elle existe) est unique. Dans la seconde partie de ce
chapitre, nous étudions la trés importante notion d'homéomorphisme, avec un premier exemple non
trivial selon lequel « tout intervalle ouvert de R est homéomorphe a R ». Nous étudions aussi les
notions de topologie induite et de topologie produit qui correspondent respectivement a celles d'un
sous-espace topologique et d'un espace topologique produit.

Au 4°™me chapitre, nous rentrons dans le vif de la théorie des espaces métriques en commencant
par expliciter leur lien avec les espaces topologiques (i.e., la topologie associée a une distance). Nous
verrons en fait qu'un espace métrique est un espace topologique séparé mais que l'inverse n'a pas
toujours lieu; ce qui fait que la catégorie des espaces métriques est une sous-catégorie propre de la
catégorie des espaces topologiques. Par suite, nous réétudions les notions de /imite et de continuité
(déja vues au chapitre d'avant sur les espaces topologiques) dans le cas “particulier’ des espaces
métriques. Nous verrons a ce moment |3 que ces notions s'obtiennent plus intuitivement sur un
espace métrique que sur un espace topologique général. Nous enchainons avec des notions qui
sont propres aux espaces métriques (i.e., qui n'ont pas lieu sur un espace topologique général),
dont celles de continuité uniforme, application lipschitzienne et isométrie. Nous élargissons aussi la
notion de « distance entre deux points d'un espace métrique » en définissant la « distance entre
deux parties d'un espace métrique », comme nous définissons par ailleurs la notion de diamétre d'une
partie d'un espace métrique. Nous verrons ensuite quelques formulations séquentielles (i.e., utilisant
des suites) qui caractérisent des propriétés d'une partie d'un espace métrique ou d'une application
entre deux espaces métriques. Nous terminons le chapitre en question par I'introduction des notions
de distance induite et distance produit, qui correspondent respectivement a celles d'un sous-espace
métrique et d'un espace métrique produit, ainsi que les notions de distances équivalentes et distances
topologiquement équivalentes.

Au 5°me chapitre, nous abordons les espaces complets qui sont quelque part les plus utiles de
tous les espaces métriques. Ces espaces extrémement importants et riches en applications réappa-
raitront ultérieurement, un peu partout, dans le cursus d'un étudiant en Mathématiques ; pour cette
raison, celui-ci doit maitriser parfaitement le contenu de ce chapitre. Trois théorémes fondamentaux
sont présentés : le théoréme des fermés emboités de Cantor, le théoréme du point fixe de Picard et
le théoréme de Baire.

Au 6°™me chapitre, nous abordons les espaces compacts. La définition générale de ces espaces
trés importants est abstraite ; elle se sert de la propriété dite de Borel-Lebesgue qui, intuitivement,
est difficile a cerner. Cependant, c'est elle la clef de démonstration d'un grand nombre de théorémes
fondamentaux sur la compacité. Lorsqu'on se restreint aux espaces métriques, d'autres caractérisa-
tions plus cernables de la compacité sont possibles; parmi celles-ci, on donne la caractérisation de
Bolzano-Weierstrass (un espace métrique E est compact ssi toute suite de £ posséde une sous-suite
convergente) et la caractérisation utilisant la notion d'espace métrique totalement borné (un espace
métrique E' est compact si et seulement s'il est complet et totalement borné). Il est trés important
de souligner que la compacité est une propriété intrinséque (i.e., une partie compacte d'un espace

topologique X reste compacte par rapport a n'importe quel autre sous-espace topologique de X qui



la contient, et vice versa). Nous verrons par suite quelques théorémes fondamentaux liant la com-
pacité a la continuité. Parmi ceux |3, le théoréme selon lequel « la compacité se conserve par une
application continue » et les deux théorémes de Heine, déja vus en 1° année dans le cas particulier
correspondant & R. On termine le chapitre en question par le théoréme de Tychonov selon lequel
« tout produit d'espaces topologiques compacts est compact ». Cet important théoréme, dont la
démonstration fait appel a des arguments trés raffinés de la théorie des ensembles, sera démontré
uniquement dans son cas “facile” ol le produit en question est fini. Quant aux espaces localement
compacts, nous nous contentons de donner juste leur définition !

Au 7¢me chapitre, nous abordons les espaces connexes. Intuitivement, une partie connexe d'un

espace topologique est une partie d'un seul tenant (i.e., faite d'un seul morceau); ainsi, dans R

par exemple, les parties connexes sont simplement ses intervalles. Tout comme la compacité, la
connexité est -elle aussi- une propriété intrinséque (i.e., non relative). La liaison entre la connexité et
la continuité est aussi un des sujets importants de ce chapitre. D'une part, tout comme la compacité,
nous montrons que la connexité se conserve aussi par continuité, et d'autre part, nous généralisons
le théoréme des valeurs intermédiaires (vu en terminale et en 1°® année dans son cas particulier
correspondant a R). Nous enchainons ensuite par I'importante notion de composante connexe d'un
espace topologique, puis nous montrons qu'un produit fini d'espaces connexes est connexe. Nous
terminons avec la notion de connexité par arc qui est un peu plus forte que la connexité (bien que
dans les cas usuels, elle lui est équivalente).

Au 8¢ et dernier chapitre, nous abordons les espaces vectoriels normés (e.v.n en abrégé) sur
R ou C. Dans ces espaces, qui constituent une sous-catégorie spéciale de la catégorie des espaces
métriques, on dispose plus fortement d'une norme a la place d'une distance. Lorsque la complétude
affecte ces espaces, ils deviennent encore plus riches en applications; on les appelle les espaces
de Banach. Le cas des e.v.n de dimensions finies est totalement éclairci : on peut dire grosso-
modo qu'on a affaire 3 R™ ou C". Pour ces derniers, tout devient simple : toutes les normes sont
équivalentes ; une partie compacte n'est autre qu'une partie fermée et bornée ; tous sont des espaces
de Banach, etc. C'est par contre en dimension infinie que les choses deviennent plus compliquées;
le cas des espaces fonctionnels (i.e., e.v.n ol les vecteurs sont des fonctions) est particuliérement
important et le module d’ Analyse fonctionnelle (qu’on enseigne en 3°™¢ année) est lui est entiérement
consacré! Le plus important dans ce chapitre est |'étude des applications linéaires continues d'un
e.v.n dans un autre e.v.n. Nous verrons que ces applications linéaires continues constituent &
leur tour un e.v.n trés remarquable et trés riche en applications. Nous terminons le chapitre en
question par I'important théoréme de F. Riesz selon lequel « un e.v.n est de dimension finie ssi on
a équivalence entre une partie compacte et une partie fermée et bornée de cet espace ».

Nous cléturons ce polycopié avec quelques sujets d'examen et d'interrogation des années
précédentes, suivis d'une bibliographie-sitographie comportant d'importantes références de Topologie

générale dans les trois langues : le francais, I'arabe et I'anglais.

BAKIR FARHI
Béjaia, le 11 septembre 2017



Notations

ssi Abrégé de I'expression « si et seulement si ».

= Egalité par définition qu’on représente aussi parfois par le signe &«

sgn(f) Le signe d'une expression f.

a Symbole indiquant la fin d'une démonstration.

TD Abrégé de I'expression « Travaux Dirigés ».

* Exercice Lorsqu'un exercice est précédé d'une étoile, cela veut dire qu'il sera traité au
TD.

T Notation standard d'une topologie.

Tus La topologie usuelle de R.

Taros La topologie grossiére d'un ensemble non vide donné.

Tdis La topologie discréte d'un ensemble non vide donné.

Teof La topologie cofinie d'un ensemble non vide X. Si X est fini, on a 7eor = Tyis ;
pour cette raison, on ne parle (généralement) de la topologie cofinie que lorsque
I'ensemble en question est infini.

YV (x) L'ensemble de tous les voisinages d'un point x d'un espace topologique donné.

YV (A) L'ensemble de tous les voisinages d'une partie A d'un espace topologique donné.

B(x) Une base de voisinages (appelée aussi « un systéme fondamental de voisinages »)
d'un point x d'un espace topologique donné.

B Une base d'un espace topologique donné.

A L'adhérence d'une partie A d'un espace topologique donné.

;1 L'intérieur d'une partie A d'un espace topologique donné.

Fr(A) La frontiére d'une partie A d'un espace topologique donné.

TA La topologie induite sur A de la topologie de X (lorsque A est une partie d'un
espace topologique X).

e X > X, La 7™ projection canonique d'un espace topologique produit
X =X x Xy x---x X, (o neN¥).

d Notation standard d'une distance.

s La distance usuelle de R.

EF L'ensemble de toutes les applications de F' dans E' (ou E et F' sont des ensembles
non vides).

€°([a,b],R) L'ensemble des fonctions continues sur [a,b], a valeurs dans R (avec a,b € R,
a < b). Lorsqu'il est muni des deux lois de composition + (addition usuelle
des applications) et - (multiplication d'un réel par une application), qui sont
respectivement interne et externe, il devient un R-espace vectoriel.

¢"([a,b],R) L'ensemble des fonctions de classe €™ sur [a, b], a valeurs dans R (avec n € N*,

a,b € R, a < b). Cest un R-espace vectoriel (un sous-espace vectoriel de
% ([a,b], R)).




¢ ([a,b],R) L'ensemble des fonctions de classe € sur [a, b], a valeurs dans R (avec a, b € R,
a < b). C'est un R-espace vectoriel (un sous-espace vectoriel de ¢°([a, 0], R)).
d; C'est une distance définie sur R", C" ou ¢°([a, b], R) entre autres.
— Sur K" (K =R ou C, n e N*), elle est définie par :

) = Z ‘IZ - yl| (VX = t(xlw . 7xn)7y = t<y17 R 7yn) € K”)
— Sur €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie par :

f @) —g(@)lde  (Vf.g€ € (a,b],R)).

ds Elle désigne la distance euclidienne (sur R", C" ou ¢°([a,b], R) entre autres).
— Sur K" (K =R ou C, n € N*), elle est définie par :

dy(x,y) :=

Sz —ul (¥x =" 2y = W p0) €K

— Sur €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie par :

\/f F@)—g@)Pde (V]9 € °([a, b R)).

d, Elle désigne la distance de Holder d'exposant p (sur R", C" ou 6°([a,b],R)

entre autres), ot p € N*,
— Sur K" (K =R ou C, n e N*), elle est définie par :

n 1/p
= (2 |x7, - yz‘p> (VX = t<x17 s 7‘rn>7y = t(yb cee Jyn) € Kn)
i=1

— Sur €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie par :

. (J o y%m)l/p (V1,9 € €°([a,b], R)).




dy C'est une distance définie sur R™, C" ou ¢°([a,b],R) entre autres.
— Sur K" (K =R ou C, n € N*), elle est définie par :
dy(x,y) := max \z; — yil (Vx ="(z1,...,20),y = (1, .., yn) € K").
— Sur €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie par :
d(f,9) = sup |f(x) —g(z)]  (Vf g€ C"([a,0],R)).
zea,b]
Sur ¢°(|a,b],R), cette distance d,, est connue sous le nom de « la distance
de la convergence uniforme ». On peut montrer que l'on a : d, = lim,, . d,
(que se soit sur R, C" ou €°([a, b], R)).

B(a,r) La boule ouverte de centre a et de rayon r (ou a est un point d'un espace
métrique donné et r = 0).

Bla,r) La boule fermée de centre a et de rayon r (ol a est un point d'un espace
métrique donné et r > 0).

S(a,r) La sphére de centre a et de rayon r (ou a est un point d'un espace métrique
donné et r = 0).

Td La topologie associée a la distance d d'un espace métrique donné.

dx La distance considérée sur un ensemble X. Cette notation est utilisée lorsqu’on
dispose de plusieurs espaces métriques X,Y, Z, etc. Les distances respectives de
ces derniers sont alors (généralement) désignées par dx,dy,d, etc.

d(z, A) La distance d'un point = par rapport a une partie A d'un espace métrique donné.

d(A, B) La distance entre deux parties A et B d'un espace métrique donné.

d(A) Le diamétre d'une partie A d'un espace métrique donné.

da La distance induite sur A de la distance de X (lorsque A est une partie d'un
espace métrique X).

cl(x) C'est une notation utilisée exclusivement au chapitre 7. Elle désigne la com-
posante connexe d'un point z d'un espace topologique donné. On montre que
cl(x) est la plus grande partie connexe, de I'espace topologique en question, qui
contient .

e.v.n Abrégé de I'expression « espace vectoriel normé ».

Op Le vecteur nul d'un espace vectoriel E.

dim F La dimension d'un espace vectoriel E.

Ker f Le noyau d'une application linéaire f d'un espace vectoriel dans un autre espace

vectoriel.

Le sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel donné, engendré par des vecteurs

x1,...,%, de cet espace (ou n est un entier strictement positif).

Notation standard d'une norme sur un espace vectoriel donné, lequel est défini
sur R ou C.

vi
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C'est une importante norme qu'on peut définir sur plusieurs K-espaces vectoriels
(K =R ou C) dont R", C" et °([a, b],R).
— Sur le K-espace vectoriel K" (K = R ou C, n € N*), elle est définie par :

Ixly =Dl (Vx ="y, 2) €KT).
=1

— Sur le R-espace vectoriel €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie

par :

b
171, :=f f@)lde (Y e €°(a D], R)).

-1l

C'est la trés importante « norme euclidienne » qu'on peut définir sur plusieurs
K-espaces vectoriels (K = R ou C) dont R, C" et 6°([a, b], R).
— Sur le K-espace vectoriel K" (K = R ou C, n € N*), elle est définie par :

x|l := \/ﬁ (Vx ="(z1,...,2,) e K").
i=1

— Sur le R-espace vectoriel €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie

par :

flai= | W@Pds (v € 6°(a b))

C'est l'importante « norme de Holder » d'exposant p (ou p € N*) qu'on
peut définir sur plusieurs K-espaces vectoriels (K = R ou C) dont R", C"
et €°([a,b],R).

— Sur le K-espace vectoriel K" (K = R ou C, n € N*), elle est définie par :

n 1/p
I, := <Z|xz|p) (Vx =“(21,...,2,) €K").

i=1

— Sur le R-espace vectoriel °([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie

par :

I£1, = (Lb [f (@)l dfv) N (Vf € €°([a,b],R)).
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C'est une importante norme qu'on peut définir sur plusieurs K-espaces vectoriels
(K =R ou C) dont R", C" et °([a, b],R).
— Sur le K-espace vectoriel K" (K = R ou C, n € N*), elle est définie par :

%[ == max [ai]  (Vx="(21,....2) €K").

— Sur le R-espace vectoriel €°([a,b],R) (avec a,b € R, a < b), elle est définie
par :

Iflo := sup [f(=)]  (Vfe€([a,b],R)).

z€[a,b)
Sur €°([a,b],R), cette norme | - |, est connue sous le nom de « la norme de

la convergence uniforme ». On peut montrer que l'ona: | - |, = limy o0 || - |,
(que se soit sur R, C" ou €°([a, b], R)).

(R

La norme considérée sur un K-e.v.n E (ot K = R ou C). Cette notation

est utilisée lorsqu'on dispose de plusieurs K-e.v.n E, F', (G, etc. Les normes

respectives de ces derniers sont alors (généralement) désignées par | - |, | - | 5.

| lg ete.

Z(E,F)

L'espace vectoriel des applications linéaires de £/ dans F', o E et F' sont des

espaces vectoriels définis sur un méme corps commutatif K = R ou C.

Z(E, F)

L'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans I, ou E et
F sont des espaces vectoriels définis sur un méme corps commutatif K = R
ou C. Ce K-espace vectoriel Z.(F, F) est muni d'une importante norme (voir

ci-dessous) ; c'est donc, a son tour, un K-e.v.n.

Notation standard de la norme de Z.(E,F) (ou E et F sont des espaces
vectoriels normés définis sur un méme corps commutatif K = R ou C), définie
par :
flx
11 = sup LDe vre om, ).

ff(ﬂ HCUHE

Cette importante norme de Z.(E, F') est appelée « la norme subordonnée »

aux normes || - |, de E et |- |, de F.

viil
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B. FARHI Introduction

Introduction

La Topologie générale a pour but de généraliser les notions de limite, convergence, continuité
et bien d'autres qui s'apparentent a I'analyse réelle. Au lieu de se donner un espace de nombres
(comme R) ou de couples de nombres (comme R?), on se donne un espace (i.e., un ensemble)
plus général X et on définit dedans les notions précédemment citées. Bien évidemment, ceci n'est
possible que lorsqu’'on munit X d'une certaine structure. Le challenge est alors de chercher la
structure minimale qui rend tenables ces notions tout en préservant le maximum possible de grands
théorémes classiques d'analyse. L'idée trés intuitive avancée par M. Fréchet en 1906 consiste a munir
X d'une distance (i.e., d'une application d : X? — R™ qui vérifie certaines propriétés). On parle
dans ce cas d'espace métrique. Dans les espaces métriques, la définition des notions de limite et de

continuité sont évidentes :

1. Une suite (z,,), d'éléments d'un espace métrique (X, d) converge vers un élément z € X si

d(x,,z) — 0 lorsque n — +o0.

2. Etant donnés X et Y deux espaces métriques et f : X — Y une application, on dit que f
est continue en un point x € X si pour toute suite (z,), d'éléments de X, convergeant vers

z, la suite (f(xy)), d'éléments de Y converge vers f(x).

Les parties d'un espace métrique n'ont pas toutes la méme importance; certaines parties I, dites
fermées, satisfont la remarquable propriété selon laquelle « toute suite d'éléments de F', qui converge
dans X, a pour limite un élément de F' ». Par exemple, dans R, un intervalle fermé [a, b] est une
partie fermée alors que I'ensemble Q des nombres rationnels ne I'est pas.

Bien que les espaces métriques répondent pas mal a |'objectif initialement envisagg, ils restent
insuffisants car on a remarqué qu'il existe des espaces importants (comme par exemples les produits
cartésiens d'un nombre infini non dénombrable d'espaces métriques) qui ne sont pas métrisables
(i.e., qu'on ne peut pas munir d'une distance qui rend continues certaines applications élémen-
taires ). Il s’est avéré donc nécessaire d'étendre la notion d'espace métrique pour inclure ces derniers.
C'est précisément |'étude des voisinages d'un point dans le plan (initiée par Hilbert) qui inspira a
F. Hausdorff en 1914 une extension des espaces métriques aux espaces plus généraux, dits topolo-
giques. Il semble que la théorie de Hausdorff satisfait pleinement les besoins de I'Analyse et méme
plus; c'est pour cela qu'il est inutile d'en chercher davantage d'extensions !

Actuellement, les espaces topologiques interviennent de facon cruciale dans plusieurs branches
de mathématiques dont le calcul différentiel, le calcul intégral, I'analyse complexe, I'analyse numé-

rique, I'analyse fonctionnelle, la géométrie différentielle et la topologie algébrique.

BAKIR FARHI
Béjaia, le 9 septembre 2016

1. Pour le cas d'un produit cartésien (infini non dénombrable) d’espaces métriques, les applications élémentaires

dont il s’agit sont les projections canoniques.



Chapitre 1

Généralités sur les espaces métriques et

topologiques

1.1 Espaces métriques

1.1.1 Deéfinitions et exemples
Définition 1.1. Soit X un ensemble non vide. Une application d : X* — R* est appelée distance
sur X si elle satisfait les propriétés suivantes :
(i) Ve e X :d(xz,x) = 0.
(i) Vr,ye X :d(z,y) = d(y,x).
(i) Vo,y,z€ X :d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2).
(iv) Ve,ye X :d(z,y) =0=z =1y.
Quelques remarques :
1. La propriété (ii) d'une distance d s'exprime littérairement en disant que d est symétrique.
2. L'inégalité de la propriété (iii) s'appelle I'inégalité triangulaire.

3. Si d satisfait les trois premiéres propriétés (i), (ii) et (iii) mais pas forcément la quatriéme, on

dira que d est une semi-distance sur X.

4. La propriété (iv) s'appelle I'axiome de séparation (le sens de cette appellation sera précisé

plus loin).

Définition 1.2. Un espace métrique est un couple (X, d), constitué d'un ensemble non vide X
et d'une distance d sur X. Lorsque d est seulement une semi-distance, le couple (X, d) est appelé

espace semi-métrique.

Exemples :

1. L'application d : R? — R définie par :
d($7y) = |[L'—y| (V[E,yER>

2
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constitue une distance sur R ; on |'appelle la distance usuelle de R et on la désigne souvent

(dans ce polycopié) par ds.

2. L'application d : C*> — R* définie par :
d(z1,22) = |21 — 29| (V21,29 € C)

constitue une distance sur C; on I'appelle la distance usuelle de C et on la désigne souvent

(dans ce polycopié) par ds.

3. Etant donné n € N*, 'application ds : R” x R” — R™* définie par :

’,

2
da(%,y) = Ao — [P+ [ —
constitue une distance sur R™; on |'appelle la distance euclidienne de R™.

Plus généralement, pour tout p € N*, I'application d, : R” x R" — R* définie par :

X1 U1
1/p

dp(x,y) = (lzr =" + -+ |on — )77, vx=1|: [Ly=|: [eR"

constitue une distance sur R™; on |'appelle la distance de Holder d’exposant p de R”".

On note aussi par d, la limite de d,, lorsque p tend vers I'infini. On peut montrer qu'on a :
dOO(Xay):max(|$1_y1|7~--7|xn_yn‘)a Vx = Y = e R"

et que dy constitue une distance sur R".

Remarquer que dans R, toutes les distances d, (p € N* U {+00}) coincident et donnent la

distance usuelle de R.

N.B : Le fait que d; et dy constituent des distances sur R™ sont faciles & montrer (voir
I'exercice 1.1) alors que les faits que les d, (pour p > 2) sont des distances sur R™ sont

beaucoup moins faciles (voir I'exercice 1.2 pour le cas p = 2).

4. Etant donné n € N*, On définit les distances d, (p € N*) et dy, sur C® comme au point
ci-dessus, en remplacant juste les valeurs absolues par les modules. On appelle d; la distance

euclidienne de C" et d, (p € N*) la distance de Holder d’exposant p de C".

5. Etant donnés a et b deux nombres réels tels que a < b, posons E := €°([a,b],R). Alors
chacune des applications d;, ds et d., qui vont suivre, de £? dans R™, constitue une distance
sur B :



B. FARHI Chap 1. Généralités sur les espaces métriques et topologiques

di(f,9) ff )| dx

do(f, ) : \/J )2 dx (Vf,ge E).

doo(f,9) := sup |f(z) —g(z)|

z€[a,b]

La distance d,, est appelée la distance de la convergence uniforme.

6. Soit X un ensemble non vide et soit d : X2 — R™ I'application définie par :

0 sizx=y
d(z,y) = (V2,5 € X).
1 siz#y
On montre alors (voir I'exercice 1.3) que d constitue une distance sur X ; on |'appelle la

distance discréte de X.

1.1.2 Quelques parties importantes d'un espace métrique

Définition 1.3. Soit (X, d) un espace métrique et soient a un élément de X et r un réel strictement
positif.
1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, que I'on note B(a,r), la partie de X
définie par :
B(a,r):={xe X :d(a,z) <r}.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, que I'on note B(a,r), la partie de X
définie par :
B(a,r) :={re X :d(a,r) <r}.

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r, que I'on note S(a,r), la partie de X définie

par :
S(a,r) :={re X :d(a,x) =r1}.

Exemples :

1. Dans R, muni de sa distance usuelle, une boule ouverte de centre a (a € R) et de rayon r
(r > 0) est l'intervalle ouvert Ja — r,a + r| et une boule fermée de centre a et de rayon r est
I'intervalle fermé [a — 7, a + r]. Puisque tout intervalle ouvert |a, 5[ (o, f € R, a < ) peut
s'écrire sous la forme Ja — r,a + r[ (il suffit de prendre a = O‘+6 etr = 5%0‘) on en déduit
que :

Les boules ouvertes de R sont les intervalles ouverts bornés.

On montre de la méme maniére que :
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2.

3.

Les boules fermées de R sont les intervalles fermés bornés.

Dans R?, muni de sa distance euclidienne, une boule ouverte de centre a (a € R?) et de rayon
r (r > 0) est le disque ouvert de centre a et de rayon r et une boule fermée de centre a

(a € R?) et de rayon r (r > 0) est le disque fermé de centre a et de rayon r.

Soit X un ensemble non vide muni de sa distance discréte. Alors pour tout a € X et tout

r>0,ona:

{a} sir<1 _ {a} sir<1
B(a,r) = et Bla,r)= :
X sir>1 X sir>1

Les boules (ouvertes ou fermées) de X sont donc les singletons de X et X lui méme.

1.2 Espaces topologiques

Définition 1.4. Soient X un ensemble non vide et T une famille de sous-ensembles de X . On dit

que T est une topologie sur X si elle satisfait les axiomes suivants :

(i) JeTet Xer.
(ii) VU,Ver: UnVer.

(ili) Y(U;),; une famille (finie ou infinie) d'éléments de T (donc de sous-ensembles de X'), on a :

UUZ'ET.

el

Appellations et remarques :

1.

Les axiomes (i), (ii) et (iii) de la définition précédente s'appellent les axiomes de Hausdorff
en hommage au mathématicien allemand Felix Hausdorff (1868-1942) qui a écrit le premier

livre de topologie générale en 1914.

Un couple (X, 7) constitué d'un ensemble non vide X et d'une topologie 7 sur X s'appelle
espace topologique. S'il n y a pas d’ambiguité sur la topologie 7 définie sur X, on écrit X
au lieu de (X, 7).

Etant donné (X, 7) un espace topologique, on appelle ouvert de X toute partie de X appar-

tenant a 7. On appelle fermé de X le complémentaire d'un ouvert de X.

La propriété (ii) d'une topologie s'étend facilement par récurrence comme ceci :
n
W¥neN* YU, Us,...,Uer: [|Uier.
=1

Autrement dit : « Toute intersection finie d'ouverts de X est un ouvert de X ».

La propriété (ii) d'une topologie, étendue comme expliqué au point ci-dessus, s'exprime litté-
rairement en disant que : T est stable par intersection finie. De méme, la propriété (iii)

d'une topologie s'exprime littérairement en disant que : T est stable par réunion.
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Exemples :

1. La topologie usuelle de R : Soit 7 la famille des parties de R pouvant s'écrire comme

réunion (finie ou infinie) d'intervalles ouverts bornés de R. Alors 7 constitue une topologie sur

R. En effet, on a:

(i)

(ii)

(iii)

& € 7 (car J est une réunion vide d'intervalles ouverts de R) et R € 7 (car R =
+00

U] — n,n| est bien une réunion d'intervalles ouverts bornés de R).

n=1

Soient U,V € 7. On peut écrire (par définition méme de 7) : U = U]ai,bi[ et V =
el

U]Cj’dj[ (avec les a;, b;,c;,d; (i € 1,7 € J) sont des réels tels que a; < b; pour tout

jedJ

i€l etc; <d; pourtout j e J). D’apres la distributivité de l'intersection par rapport

a la réunion, on a:

Umvz(UMMJMW<UEMH>ZUQ%@hh@@.

iel jed el
jed

Mais puisque |'intersection de deux intervalles ouverts bornés de R est ou bien vide ou
bien égale a un intervalle ouvert borné de R alors cette derniére écriture de U n'V montre

bien que U nV e 7.

Soit (Uy),c, une famille d’éléments de 7. Comme (par définition méme de 7) chaque
ensemble Uy (A € A) est une réunion d'intervalles ouverts bornés de R alors leur réunion
UxeaUy est une réunion de réunions d'intervalles ouverts bornés de R ; c'est bien donc

une réunion d'intervalles ouverts bornés de R. D'oli : U epUy € 7.

La famille 7 vérifie bien les trois axiomes de Hausdorff; elle constitue donc une topologie sur

R. Cette topologie 7 s'appelle la topologie usuelle de R.

2. La topologie discréte d’'un ensemble : Soit X un ensemble non vide. Il est bien claire que

T = P(X) constitue une topologie sur X. Cette topologie s'appelle la topologie discréte
de X.

3. La topologie grossiére d’un ensemble : Soit X un ensemble non vide. Il est bien claire que

T = {J, X} constitue une topologie sur X. Cette topologie s'appelle la topologie grossiére
de X.

Les propriétés des fermés d'un espace topologique :

Proposition 1.5. Soient (X, 7) un espace topologique et .F la famille de tous les fermés de X.

Alors, on a :

() GeFetXed

(i) Yne N* VF,... Foe F :FLuFu---UF,eZ.

(iii) V(F;),.; une famille (finie ou infinie) d'éléments de .F (i.e., de fermés de X ), on a : ﬂ F,e %.

iel
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Démonstration.

(i) Ona: Cx@ = X €7, ce qui montre que & € .%. De méme, on a: (xX = J € 7, ce qui
montre que X € .Z#.

(ii) Soient n e N* et Fi,..., F, € .%. D'aprés les lois de De Morgan, on a :

CX (F1 U F2 Uees U Fn) = (CXFl) M (CxFQ) MM (Can) .

Comme Fi,...,F, e % alors CxFy,...,CxF, € 7. Et puisque T est stable par intersection fi-
nie, il s'ensuit que (CxFi) n (CxFy) n -+ n (CxF,) € 7, Ccest-a-dire
Cx (FiuFyu---UF,) € 7. Ce qui entraine que (F} U Fr U --- U F,) € %, comme |l
fallait le prouver.

(i) Soit (F;),.; une famille d'élément de .# (c’est-a-dire une famille de fermés de X'). D'apres les

Cx (ﬂF) = | JxF).

el el

lois de De Morgan, on a :

Comme les ensembles Cx F; (i € I) sont tous des ouverts de X (car les F} sont tous des fermés
de X) alors leur réunion | J,_;(Cx F;) est un ouvert de X ; d'ot Cx ((,e; Fi) = U, (Cx E3) € 7.
Ce qui entraine que [),_; F; € .#, comme il fallait le prouver.

La proposition est démontrée. ]

Remarques :

1. L'axiome (ii) de la proposition s'exprime littérairement en disant que : .%# est stable par
réunion finie. De méme, |'axiome (iii) de la proposition s'exprime littérairement en disant
que : .Z est stable par intersection.

2. En utilisant les formules de De Morgan, on peut montrer la réciproque de la proposition
précédente. Plus précisément, on montre que si X est un ensemble non vide et .% une famille
de parties de X satisfaisant les propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition en question, alors
7 est la famille de tous les fermés de X relativement a une certaine topologie de X. Ainsi,
un espace topologique X peut étre caractérisé par la famille de tous ses fermés; c'est-a-dire

par une famille .% de parties de X qui satisfait les propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition.

Comparaison entre deux topologies d’un méme espace

Définition 1.6. Soient X un ensemble non vide et T, et 15 deux topologies sur X. On dit que T
est plus fine que 7 si 71 © T ; autrement dit, si tout ouvert de X par rapport a 7o est aussi un
ouvert de X par rapport 3 1.

Inversement, on dit que T, est moins fine que 75 si T\  T».

Exemples : Etant donné X un ensemble non vide, la topologie discréte est la plus fine de toutes

les topologies de X et la topologie grossiére est la moins fine de toutes les topologies de X.
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Exercices

* Exercice 1.1. Etant donné n € N*, on considére d; et d., les applications de R" x R™ dans R
définies par :

n

Z ’xz - yz|

i=1 (V(z1,- - xn), (Y1, - yn) € R™).
doo((azl,...,:l:n),(yl,...,yn)) = max |r; — i

1<isn

di((z1, - 20), (Y1, -3 Yn))

1. Montrer que d; et d,, sont des distances sur R"™.

2. On prend n = 2. Représenter graphiquement les boules ouvertes et les boules fermées de R?

relativement a chacune de ces deux distances.

Exercice 1.2 (La distance euclidienne de R").

Soient n € N* et dy : R™ x R"” — R™ |'application définie par :

n 1/2
dQ((mla---7xn)v(y1a~-7yn)) = <Z|x1_y12> (V(:L‘l,...,xn),(yl,.,.7yn)ER”).

1. Montrer que pour tous ay,...,a,,b1,...,b, €R, on a:
" 2
Z (aibj — ajbi)Q = 2 Z Cl? Z bZQ — (Z aibi>
1<i<n i=1 =1 i=1
1<j<n
(c'est I'identité de Lagrange).
2. En déduire que pour tous ay,...,a,,b1,...,b, € R, ona:
" N 12 4. 1/2
i=1 i=1 i=1

(c'est l'inégalité de Cauchy-Schwarz).

3. En déduire que pour tous aq,...,a,,b1,...,b, €R, ona:

. 1/2 . 1/2 . 1/2
(Z la; + bi|2> < (Z a?) + (Z b?)
im1 i=1 i=1

(c'est l'inégalité de Minkowski).
4. Montrer que ds est une distance sur R".

* Exercice 1.3 (La distance discréte d'un ensemble).

Soient E un ensemble non vide et d : £? — R* |'application définie par :

0 siz=y
d(z,y) := :
1 siz#y

— Montrer que d est une distance sur F.



B. FARHI Chap 1. Généralités sur les espaces métriques et topologiques

* Exercice 1.4. Soit (E,d) un espace métrique. Montrer qu'on a pour tous z,y,z € E :
d(ﬂj‘, Z) = ‘d(l’,y) - d(ya Z)| .

* Exercice 1.5. Soit (F, d) un espace métrique et soient d’, d” et d* les applications de £? dans R*

données par :

d = min(1,d)

d
d = —
1+d
d* := arctand.

— Montrer que d’,d” et d* sont des distances sur E.

* Exercice 1.6. Soit (E,d) un espace métrique.
— Montrer que pour tous x,y € F, avec x # v, il existe deux réels strictement positifs r et s tels
que :
B(x,r)n B(y,s) = .

Exercice 1.7 (Produit fini d'espaces métriques).
Soient n € N* et (Ey,dy), (Es,ds), ..., (E,,d,) des espaces métriques. On pose F := F1 x Ey - - X

E,, et on considére d : E? — R™ I'application définie par :

d((a:l,...,xn),(yl,...,yn)) = max d;(x;, ;) (V(z1, .., 20), (Y1y -y Yn) € E).

1<i<n
— Montrer que d est une distance sur E.

Exercice 1.8 (Produit dénombrable d'espaces métriques).

Soit {(E;,d;)}i=1 une famille (dénombrable) d'espaces métriques. On pose E := ﬁEl et on
considére d : E? — R* I'application définie par : -

+o0
arctan d;(x;, y;)
d((xi)gp (yi)z>1> = Z i V(@) 51> Wi)iz1 € E).

i=1

— Montrer que d est une distance sur E.

Vous pouvez vous en servir des résultats de |'exercice 1.5.

ARAARON



Chapitre 2

Etude de quelques notions de base en

topologie générale

Pour tout ce qui suit, on fixe un espace topologique (X, 7). On a vu au cous précédent que les
ouverts de X sont simplement les éléments de 7 et que les fermés de X sont leurs complémentaires
(dans X). Dans ce cours, nous allons étudier d'autres notions également basiques en topologie

générale comme celles de voisinage, de fermeture, d'intérieur, de frontiere, etc.

2.1 Voisinage d'un point ou d'une partie

Définition et notation 2.1. On appelle voisinage d'un point x de X, toute partie V de X qui
contient un ouvert, lequel contient x.

Plus généralement, on appelle voisinage d’une partie A de X, toute partie V de X qui contient
un ouvert, lequel contient A.

On note par ¥ (x) I'ensemble de tous les voisinages d'un point x de X. De méme, on note par V' (A)
I'ensemble de tous les voisinages d’une partie A de X.

En utilisant le symbolisme mathématique, on a donc pour tout x € X et tout Ac X :
def
VeV(x) — J0er: 2e0cV

Vev(d) <L 0er: AcocV

La notion de voisinage nous fournit une caractérisation trés importante des ouverts d'un espace

topologique. On a le théoréme suivant :

Théoreme 2.2 (fondamental). Une partie U de X est un ouvert ssi elle est voisinage de chacun

de ses points.

Démonstration. Soit U une partie de X.

( =) Supposons que U est un ouvert de X et montrons que U est voisinage de chacun de ses

points. Pour tout = € U, il suffit de prendre O = U (qui est un ouvert par hypothése) pour avoir

10



B. FARHI Chap 2. Etude de quelques notions de base en topologie générale

x € O < U. Ce qui montre que U est voisinage de . D'ou U est voisinage de chacun de ses points,

comme il fallait le prouver.

(<) Supposons que U est voisinage de chacun de ses points et montrons que U est un ouvert de
X. Pour tout x € U, comme (par hypothése) U est un voisinage de z, il existe un ouvert O, de X
qui vérifie :
re0,cU.

Soit O := U,eyO,. Comme O contient tous les points de U (puisque Yz € U, z € O, < U) alors
O contient U (i.e., U < O). D'autre part, comme O, c U (Vx € U), alors O = U,epO, < U. |l
y a donc une double inclusion entre U et O, ce qui montre que U = O. Mais comme O est une
réunion d'ouverts de X alors O est un ouvert de X ; c'est-a-dire que U est un ouvert de X, comme

il fallait le prouver. Le théoréme est démontré. m

Remarque. Etant donné z € X, si V est un voisinage de x alors toute partie de X contenant V' est
également un voisinage de x. On pourra donc filtrer |I'ensemble des voisinages de x afin d'obtenir
une petite quantité de voisinages; les autres voisinages de x seront les parties de X contenant ces

derniers. Ceci nous améne a poser la définition suivante :

Définition 2.3. On appelle systeme fondamental de voisinages (ou base de voisinages)

d'un élément x de X, toute famille % (x) de voisinages de x telle que :
VWVe¥(x),IWeRB(x): WcV.

Exemple. Dans R, muni de sa topologie usuelle, les intervalles |z — 1, 2 4+ L[ (n € N*) constituent
n n
un systéme fondamental de voisinages de = (z € R, donné). Il en est de méme des intervalles
1 1
Cet exemple montre qu'en général, il n'y a pas unicité de systéme fondamental de voisinages d'un
élement (ou d'une partie) d'un espace topologique.
On peut également filtrer les ouverts de X pour ne garder que ceux qui sont fondamentaux.

On introduit pour cela la notion de base d'une topologie qu'on définit comme suit :

Définition 2.4. On appelle base pour la topologie 7 de X, toute famille & d'ouverts de X tel
que tout ouvert de X puisse s'écrire comme une réunion d’ouverts qui appartiennent tous a 4.

Autrement dit, % est une base pour T si :
VO e 1,3(U;),;, avecU; € B (Viel), tel que : O = U Us.
i€l
Exemple. La famille Jr — L 7 + L[ (r € Q,n € N*) constitue une base pour la topologie usuelle

de R (pour le montrer, utiliser la densité de Q dans R ainsi que I'axiome d'Archiméde). Remarquer

que cette base est dénombrable; on dira que |'espace topologique R est 4 base dénombrable.

Remarque. De méme pour les bases de voisinages, il n'y a pas en général unicité de base pour une

topologie.
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B. FARHI Chap 2. Etude de quelques notions de base en topologie générale

2.2 Fermeture et adhérence

Définition 2.5. Soit A une partie de X. On appelle fermeture de A, le plus petit' fermé de X

contenant A.

En réalité, cette définition doit étre justifiée en montrant |'existence du plus petit fermé de X
contenant une partie donnée A de X. Ceci est en fait trés simple, il suffit de considérer .% |'ensemble
de tous les fermés de X contenant A (F # & car X € %) et définir fer(A) := Npcz F. Puisque
fer(A) est un fermé de X (car c'est une intersection de fermés de X') et qu'il est inclus dans chacun
des fermés de X contenant A (car c'est une intersection de ces derniers) alors il est le plus petit

fermé de X contenant A. On vient en méme temps d'établir la proposition suivante :

Proposition 2.6. La fermeture d'une partie A de X est l'intersection de tous les fermés de X

contenant A. ]

Remarque. La construction faite pour montrer |'existence de la fermeture d'une partie A de X
est un cas particulier d’'une construction plus générale sur ce qu'on appelle la famille de Moore
d'un ensemble. La famille de Moore d'un ensemble E est une famille .# de parties de E qui
est stable par intersection. Par une construction identique & la précédente, on montre que pour
toute partie A de F, il existe un plus petit M € .# contenant A. On retrouve ainsi d'une méme

maniére les notions d'un sous-groupe engendré par une partie d'un groupe, d'un sous-espace

vectoriel engendré par une partie d'un espace vectoriel, etc.

Nous allons maintenant caractériser ponctuellement la fermeture d'une partie d'un espace

topologique.

Définition 2.7. Soient A une partie de X et x un point de X. On dit que x est un point adhérent

a A si tout voisinage de x rencontre A ; c'est-a-dire si :
VWeV(x): VnA#+O.

Définition 2.8. Soit A une partie de X . On définit I'adhérence de A, que I'on note A, I'ensemble

de tous les points adhérents a A.

Remarque. Il est immédiat, de la définition méme de |'adhérence, que pour toute partie A de X,
ona: A c A. Nous verrons plus loin que I'égalité entre une partie de X et son adhérence caractérise

les fermés de X.

Nous allons voir maintenant que |'adhérence d'une partie de X n'est rien d'autre que sa

fermeture !

Théoréeme 2.9. L’'adhérence de toute partie de X coincide avec sa fermeture.

1. Le terme « plus petit » est utilisé au sens de I'inclusion.
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B. FARHI Chap 2. Etude de quelques notions de base en topologie générale

Démonstration. Soit A une partie de X. Il s'agit de montrer que I'ona: A = ﬂ F. Pour

F un fermé de X
FoA

tout z € X, ona:

r¢ A = IWe¥V(x)telqueVnA=g
< d0ettelquexeOetOnA=g
< JOerTtelquexeOet Ac(CxO
<= JF unferméde X telquex ¢ Fet F D A
(en posant F' = (CxO)

<= JF unferméde X, avec F D A, tel que x ¢ F

F un fermé de X
FoA
D'on I'équivalence :

F un fermé de X

FoA
qui montre |'égalité requise : A = ﬂ F'. Le théoréme est démontré. O
F un fermé de X
FoA

Corollaire 2.10. Une partie A de X est fermée ssi A = A.

Démonstration. Soit A une partie de X.
(=) : Supposons que A est fermée. Alors, le plus petit fermé de X contenant A est, de toute
évidence, A lui méme; c'est-a-dire qu'on a A = A, comme il fallait le prouver.

(<) : Supposons qu'on a A = A. Comme A est fermé alors A (= A) est fermé, comme il fallait le

prouver. Le corollaire est démontré. [

La proposition suivante nous donne quelques propriétés de I'adhérence d'une partie d'un espace

topologique.

Proposition 2.11. Soient A et B deux parties de X. Alors, on a :
1. AcB= Ac B.

N B.

|

2. An B c
3 AuUB=AuUB.

Démonstration. Voir |'exercice 2.6. O

Nous définissons maintenant les notions du point d’accumulation et du point isolé qui sont

également importantes et riches en application.

13



B. FARHI Chap 2. Etude de quelques notions de base en topologie générale

Définition 2.12. Soient A une partie de X et x un point de X. On dit que x est un point
d’accumulation de A si pour tout voisinage V' de x, I'ensemble (V\{x}) rencontre A c'est-a-dire
Si:
YWe¥(x): (V\{z})nA#T.
Remarques :
1. Un point d'accumulation d'une partie d'un espace topologique est clairement un point adhérent
a cette partie. Cependant, I'inverse est (généralement) faux.

2. L'ensemble de tous les points d'accumulation d'une partie A d'un espace topologique s'appelle
I'ensemble dérivé de A et se note A’. Cette notion a été introduite par le mathématicien
allemand Georg CANTOR (1845 - 1918) qui I'a étudié pour la premiére fois sur I'ensemble

des nombres réels.

Définition 2.13. Soit A une partie de X. On appelle point isolé de A, tout point de A qui n’est

pas d’accumulation.

2.3 Intérieur, extérieur et frontiére d'une partie

Définition 2.14. Soit A une partie de X. On appelle intérieur de A, que I'on note A, le plus

grand? ouvert de X qui est contenu dans A.

En réalité, cette définition n'est légitime que si I'on prouve |'existence d'un plus grand ouvert
contenu dans une partie donnée A de X. Mais ce fait est trés simple a établir; il suffit de considérer

la réunion de tous les ouverts contenus dans X. On a alors :

A=|Jo (2.1)
Oer
OcA

Le théoréme suivant caractérise point par point |'intérieur d'une partie d'un espace topologique.

Théoréme 2.15. Soit A une partie de X. Un point x de X est a l'intérieur de A (c'est-a-dire

o
appartient 3 A) ssi A est un voisinage de x.

Démonstration. Soit x € X.

(=) : Supposons que x € A. Comme (par définition méme) A est un ouvert et que A < A alors A

est un voisinage de x.

(<) : Supposons que A est un voisinage de x. Donc 30 E 7 tel que x € O < A. Ce qui entraine
(en vertu de (2.1)) que O < A D ou, en particulier, x € A

Le théoréme est démontré. O

Corollaire 2.16. Une partie A de X est un ouvert ssi A = A.

2. Le terme « plus grand » est utilisé au sens de l'inclusion.
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B. FARHI Chap 2. Etude de quelques notions de base en topologie générale

Démonstration. C'est une conséquence immédiate des deux théorémes 2.2 et 2.15. O

Nous enchainons maintenant avec la définition de |'extérieur d'une partie d'un espace topolo-
gique. Noter que cette notion est vraiment peu utilisée et, pour cette raison, nous avons jugé inutile
de lui attribuer une notation particuliére !

o

Définition 2.17. Soit A une partie de X. On appelle extérieur de A, la partie de X égale a C/X71

(c'est donc le plus grand ouvert de X qui est contenu dans CxA).

La proposition suivante nous donne quelques propriétés concernant l'intérieur et |'extérieur

d'une partie d'un espace topologique.

Proposition 2.18. Soient A, Ay, As et A; (i € I) des parties de X. On a :
(1) Al (= AQ = 14)1 (= fig.

o

(ll) m: 1;1)1(\1402.

(i) U_A\i 5 U/Oli'
el i€l

(iv) CxA =CyA et [xA = TxA
Démonstration. Voir les exercices 2.7 et 2.8. m
Nous poursuivons avec la définition de la frontiére d'une partie d'un espace topologique.

Définition 2.19. Soit A une partie de X. On appelle frontiere de A, que l'on note Fr(A),
I'ensemble A\A.

Il existe une autre formule pour définir la frontiére d'une partie d'un espace topologique; elle

est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.20. Pour toute partie A de X, on a :

Fr(A) = AnCxA.
Démonstration. Voir le point (iii) de I'exercice 2.8. O

On déduit immédiatement de cette derniére proposition le théoréme suivant qui fournit une

caractérisation, point par point, de la frontiére d'une partie d'un espace topologique.

Théoréme 2.21. Soit A une partie de X. Un point x € X appartient a la frontiére de A ssi tout

voisinage de x rencontre a la fois A et son complémentaire; c'est-a-dire ssi :

Wed(x): VaA## et VnlxA+d. O
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2.4 Parties denses et partout denses

Définition 2.22. Soit A une partie de X.

e On dit que A est dense si A # .

e On dit que A est partout dense (ou dense dans X ) si A = X.

Exemple. Dans R muni de sa topologie usuelle, I'ensemble @ des nombres rationnels est partout

dense (c'est la densité de QQ dans R, vue en premiére année).

2.5 Espaces séparés

Définition 2.23. Un espace topologique (X, 1) est dit séparé (ou de Hausdorff) si la propriété

suivante est satisfaite :
Ve,ye X, avecx #y, 3V e ¥ (x),IW € ¥ (y) tels que : V n W = .

Exemple : L'ensemble des nombres réels R muni de sa topologie usuelle est un espace séparé. En
effet, pour tous x,y € R, avec x # y, en posant a := ‘”%y' les deux intervalles ouverts |z —a,x +a
et |y — a, y + a| sont bien disjoints, le premier étant un voisinage de x et le second est un voisinage
de v.

Plus généralement, on peut montrer que tout espace métrique est séparé (voir le chapitre 4).

Note. Dans son ouvrage fondateur de 1914, F. Hausdorff a montré la grande importance des
espaces séparés en établissant des généralisations de plusieurs théorémes de base d'analyse réelle sur

ces derniers.
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Exercices

* Exercice 2.1. Soit X = {a, b, ¢,d} un ensemble a 4 éléments et soit 7 la famille de (X)) suivante :

T = {@, X, {a}, {b}, {a,b}, {a,c}, {b,d}, {a,b,c}, {a,b,d}}.

1. Montrer que T constitue une topologie sur X, puis donner les ouverts et les fermés de |'espace
topologique (X, 7).

2. Déterminer les ensembles suivants :

o e} o

o, B, {edy, {odi, (bed, Dod et Fi({bc dy).

* Exercice 2.2. On pose E :=]0,+00[ et pour tout réel positif «, on pose 6, :=]a, +o[c E. On

considére 7 la famille de parties de £ donnée par :
7= {F}u{la, aeR"}.

1. Montrer que 7 constitue une topologie sur F.
2. Déterminer les fermés de |'espace topologique (F, 7).

3. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :
1
A=]0,1] ; A={§,+oo{ : A=N.

4. Montrer que (E,7) n'est pas séparé.

Exercice 2.3 (Examen de rattrapage de I'année 2014-2015).
Soient £ :=]0, +o0[ et 7 := {E, 0, :=]0, [ (avec a > 0)}.
1. Montrer que 7 constitue une topologie sur E.
2. Déterminer les fermés de |'espace topologique (F, 7).

o —_—
3. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :

A=]0,1] ; AZ{;} ; A=N*

* Exercice 2.4 (La topologie cofinie).

Soient X un ensemble non vide et 7 la famille constituée de I'ensemble vide et de toutes les parties

de X dont le complémentaire est fini.
1. Montrer que 7 constitue une topologie sur X.
2. Que devient 7 lorsque X est fini?

3. Montrer que si X est infini alors il n'est pas séparé.
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Exercice 2.5. Soit (E,7) un espace topologique fini et séparé.
— Montrer que 7 est forcément la topologie discréte de E.

N.B : On dira plus simplement que tout espace topologique fini et séparé est discret.

Exercice 2.6. Soient A et B deux parties d'un espace topologique (X, 7). Montrer les propriétés

suivantes :

Exercice 2.7. Soient A et B deux parties d'un espace topologique (X, 7). Montrer les propriétés

suivantes :

1. Ac B = Zlcé

o
—

2. AnB =

D o
.Ugo

N
3. A/G\BD jlué

Exercice 2.8. Soit A une partie d'un espace topologique (X, 7). Montrer les formules suivantes :

[0

(i) CxA =CxA (i) CxA = CxA (i) Fr(A) = 4 n Ty A.

Exercice 2.9. Soit (X, 7) un espace topologique et soient A et B deux parties de X. Montrer que

si A est un ouvert, alors on a :

AnB c AN B.

Exercice 2.10. Soit (X, 7) un espace topologique et soient U et V' deux ouverts disjoints de X.

Montrer qu'on a :

o o

UnV = .

Exercice 2.11. Soit (X, 7) un espace topologique. Pour tout = € X, on désigne par F, I'ensemble

de tous les voisinages fermés de x. Montrer que X est séparé si et seulement si on a :

Vee X : ﬂ V = {z}.
VeF,
Exercice 2.12. Soit (X, 7) un espace topologique et soit D une partie de X. Montrer que D est

dense dans X si et seulement si tout ouvert non vide de X rencontre D.

Exercice 2.13. Soit (X, 7) un espace topologique et soient A et B deux parties de X qui sont
toutes les deux partout denses. On suppose de plus que A est un ouvert de X.

— Montrer que A n B est partout dense.

Vous pouvez utiliser le résultat de I'exercice 2.12.
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Exercice 2.14. Soit (X, 7) un espace topologique et soient A et B deux parties de X . Montrer les
propriétés suivantes :
1. Fr(A) c Fr(A) et Fr(A) < Fr(A).
2. Fr(Au B) c Fr(A) u Fr(B).
Exercice 2.15. Soit (X, 7) un espace topologique et soient A et B deux parties de X telles que
E = A U B. Montrer qu'on a :
E = Au £O3

Exercice 2.16. Soit (X, 7) un espace topologique et soient D un sous-ensemble dense dans X et

O un ouvert de X. Montrer qu'on a :
O c OnD.

Exercice 2.17. Soit (X, 7) un espace topologique et soit A une partie de X. Montrer que A

rencontre tout sous-ensemble dense dans X si et seulement si A est d'intérieur non vide.

Exercice 2.18.
Définition : Un espace topologique est dit séparable s'il existe une partie de X qui soit a la fois

dénombrable et partout dense.
1. Justifier que R (muni de sa topologie usuelle) est séparable.

2. Soit (X, 7) un espace topologique. Supposons qu'il existe une base % pour T qui soit dénom-

brable. Montrer que X est séparable.

ARSAROY
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Chapitre 3

es notions de limite et de continuité

sur un espace topologique

3.1 Limite et valeur d’adhérence d’une suite

Dans toute cette section, (X, 7) désigne un espace topologique.

Définition 3.1. Soient (uy,), .y une suite d'éléments de X et { € X. On dit que (u,), converge

vers { (et on écrit lim,,_, ;o u, = {) si :
VW e¥(l),Inge N tel que¥neN: n>ny= u,cV.

Si (uy), converge vers {, on dit que { est la limite de (uy,),,.

Remarque : Une suite d'un espace topologique peut posséder plusieurs limites | Par exemple, si 7 est
la topologie grossiére sur X alors tout point de X est limite de toute suite d'éléments de X. |l serait
donc naturel d'ajouter aux trois axiomes définissant une topologie un axiome supplémentaire qui
permet d'avoir |'unicité de la limite d'une suite. Cet axiome n'est autre que |'axiome de séparation.

Onale:

Théoréme 3.2. Dans un espace topologique séparé, la limite de toute suite (si elle existe) est

unique.

Démonstration. Procédons par |'absurde en supposant qu'il existe une suite (uy), y d'un espace
topologique séparé (X, 7) qui posséde deux limites différentes ¢; et {5 ({1,052 € X). Comme {1 # {y
et X est séparé alors il existe V € ¥ ({1) et W € ¥ ({3) tels que V. n W = . D'autre part, comme

¢ est une limite de (u,),, alors il existe ny € N tel que :
YneN: n>n = u,cV.

De méme, comme /5 est une limite de (u,), alors il existe ny € N tel que :
VneN: n>ny=— u,eW.
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Il en résulte donc que pour n € N vérifiant n > max(ny,ns), on a u, € V et u,, € W, c'est-a-dire

u, €V nW. Ce qui est absurde puisque V. n W = (. Le théoréme est démontré. m

Nous définissons maintenant la notion de valeur d’adhérence d'une suite d'un espace topolo-

gique.

Définition 3.3. Soient (u,,), .y une suite d'éléments de X et x € X. On dit que x est une valeur

d’adhérence de (u,),, si:
YV e ¥ (x),Yno e N,In > ny tel que : x,, € V.

Remarque : La limite d'une suite (si elle existe) est toujours une valeur d'adhérence pour cette

suite mais l'inverse est (généralement) faux.

Exemple : Dans R muni de sa topologie usuelle, la suite (u,),, . définie par : u,, := (—=1)" (Vn € N),

posséde 1 et —1 comme valeurs d'adhérence.

3.2 Limite d'une fonction et fonctions continues

Dans toute cette section, (X, 7) et (Y, 7’) désignent des espaces topologiques.

3.2.1 Définitions et premiers résultats

Définition 3.4. Soit f : X — Y une application et soient xo € X et yp € Y. On dit que f(x)

tend vers yq lorsque x tend vers xq (et on écrit lim, ., f(x) = yo) si
VW e ¥ (yo),3V € ¥ (x) tel que : f(V) < W.

En utilisant les propriétés bien connues :

FHf(A) > A et f(f1(B)<=B

(valables pour toute application f: X — Y, tout A < X et tout B < Y'), on obtient la définition

équivalente suivante :

Définition 3.5 (équivalente a la précédente).
Soit f : X — Y une application et soient xy € X et yo € Y. On dit que f(x) tend vers yg

lorsque x tend vers xq (et on écrit lim, ., f(x) = yo) si :
YW e ¥ (yo): f7HW) e ¥ (x).

Définition 3.6 (Continuité en un point).
Soit f : X — Y une application et soit xo € X. On dit que [ est continue en x si f(x) tend vers

f(xg) lorsque = tend vers xq ; c'est-a-dire si :
VW e ¥ (f(x0)),3V € ¥ (xg) tel que : f(V) < W.
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Ce qui équivaut a :
YW e ¥ (f(zo)) : fHW) e ¥ (x0).

Définition 3.7 (Continuité globale).

Soit f : X — Y une application. On dit que [ est continue sur X si elle est continue en tout point
de X.

Le théoréme suivant est fondamental; il fournit une caractérisation simple de la continuité

globale.

Théoréme 3.8 (fondamental).

Une application f : X — Y est continue sur X ssi I'image réciproque de tout ouvert de Y est un
ouvert de X ; c'est-a-dire ssi :
vOer : fHO) e

Démonstration. Soit f : X — Y une application.

(=) : Supposons que f est continue sur X et soit O un ouvert quelconque de Y. Il s'agit de montrer
que f1(O) est un ouvert de X ; ce qui équivaut a montrer que f~1(O) est voisinage de chacun
de ses points (en vertu du théoréme 2.2). Soit donc z € f~1(O) et montrons que f~1(O) est un
voisinage de x. Comme O est un ouvert de Y et que f(z) € O (puisque z € f~1(0)) alors O est
un voisinage de f(x). Ce qui entraine (puisque f est, en particulier, continue en ) que f~1(O) est
un voisinage de x, comme il fallait le prouver.

(<) : Supposons que |'image réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X et montrons
que f est continue sur X. Soit donc  un point arbitraire de X et montrons que f est continue en
z. || s'agit de montrer que pour tout W e ¥ (f(z)), ona f~*(W) e ¥ (x). Soit donc W € ¥ (f(x))
et montrons que [~} (W) € ¥ (z). Le fait W € ¥ (f(z)) équivaut a I'existence d'un ouvert O de YV’
tel que f(z) € O €« W. On adonc z € f71(0O) = f~1(W). Ce qui entraine (puisque f~(O) est
un ouvert de X, en vertu de I'hypothése faite sur f) que f~(WW) est un voisinage de =, comme il

fallait le prouver.

Le théoréme est démontré. O

Corollaire 3.9. Une application f : X — Y est continue sur X ssi I'image réciproque de tout

fermé de Y est un fermé de X.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du théoréme précédent et de la formule :
f'(CyB) = Cxf ' (B) (VBcY). O

Exemples : L'application identité d'un espace topologique est continue. Aussi, I'application constante

d'un espace topologique vers un autre espace topologique est continue. La vérification est immédiate.
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3.2.2 Composition d’applications continues

Dans cette sous-section, nous allons généraliser le résultat d'analyse réelle selon lequel la

composition de deux applications continues est une application continue. On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.10. Soient (X, 7), (Y,7') et (Z,7") trois espaces topologiques et x un élément de
X. Soient aussi f : X —> Y etg:Y — Z deux applications telles que f est continue en x et g est

continue en f(x). Alors I'application composée go f : X — Z est continue en z.

Démonstration. |l s'agit de montrer que pour tout V e ¥ ((go f)(z)), on a (go f)~1(V) € ¥ (x).
Soit Ve ¥((go f)(z)) = ¥ (g(f(x))) et montrons que (go f)~1(V) e ¥ (z). D'aprés la continuité
de g en f(z), ona g7 (V) € ¥(f(x)). Ce qui entraine, en vertu de la continuité de f en z que
g Y(V)) e ¥(x); c'est-a-dire (f o g)~1(V) € ¥ (x), comme il fallait le prouver. Le théoréme

est démontré. n
Le corollaire suivant est immédiat en vertu de la définition méme de la continuité globale.

Corollaire 3.11. Soient (X, 1), (Y, 7') et (Z,7") trois espaces topologiques et soient f : X — Y et
g :Y — Z deux applications continues. Alors I'application composée go f : X — Z est également

continue. ]

3.2.3 Homéomorphismes d’espaces topologiques

Nous introduisons maintenant la notion d'homéomorphisme, qui est une notion capitale sur

les espaces topologiques. C'est une notion équivalente a celle d'isomorphisme pour les groupes.

Définition 3.12. Soit f : X — Y une application. On dit que f est un homéomorphisme si f

est bijective et chacune des deux applications f et f~! est continue.

Vocabulaire : Au lieu de dire que f et f~! sont continues, on pourrait dire simplement que f est

bicontinue.

Définition 3.13. Deux espaces topologiques (X, 1) et (Y, 7') sont dits homéomorphes s'il existe

un homéomorphisme de X dans Y .

Remarque : La relation “homéomorphe 3" est une relation d'équivalence sur la catégorie de tous
les espaces topologiques. En quotientant sur cette relation, on obtient une classification des espaces
topologiques. Cette classification ne tient compte que de la nature topologique des parties d'un

espace topologique. C'est d'ailleurs le sens de la définition suivante :

Définition 3.14. Une propriété concernant un espace topologique est appelée propriété topolo-

gique si elle se conserve par un homéomorphisme.

Exemple : La propriété de séparation est une propriété topologique.
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3.3 Topologie induite - Sous-espaces topologiques

Proposition 3.15. Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie non vide de X . Alors, la

famille T4 de parties de A, définie par :
TA = {O N A, avec O € 7'}
constitue une topologie sur A.

Démonstration. |l s'agit de montrer que les axiomes de Hausdorff sont vérifiés pour le couple (A4, 74).
Ona:

e Puisque (J, X € 7 (car 7 est une topologie sur X) alors @ n A= ZJeraet X n A= A€ 74
Le premier axiome de Hausdorff pour (A, 74) est ainsi vérifié.

e Soient U, et U, deux parties de A, appartenant a 74, et montrons que U; n U, € 74. Par définition

méme de 74, les parties U; et U; de A sont de la forme : U = Oy n A et Uy = Oy n A, avec
01,0, € 7. Dot :

UnUy = (00nA)n(0O3nA) = (01nOy) nA € Ta

(car O1 N O4 € 7, étant donné que 7 est une topologie sur X). Le deuxiéme axiome de Hausdorff
pour (A, T4) est ainsi vérifié.
e Soit (U;),.; une famille de parties de A, appartenant a 74, et montrons que | J,_.; U; € 74. Par

définition méme de 74, chaque U; (i € I) s'écrit sous la forme : U; = O; n A, avec O; € 7. D'ou :

Ju: = [J©0in4) = (U()i)ﬂA € T4

i€l i€l iel
(car J,.; O; € 7, étant donné que 7 est une topologie sur X). Le troisiéme axiome de Hausdorff
pour (A, 74) est ainsi vérifié.

En conclusion, 74 constitue bien une topologie sur A. La proposition est démontrée. O

Définition 3.16. Soient (X, T) un espace topologique et A une partie non vide de X . La topologie
T4 de A, définie a la proposition 3.15, s'appelle la topologie induite sur A de la topologie de X .

Le nouvel espace topologique (A, T4) s'appelle un sous-espace topologique de X .

Remarque : La topologie induite sur une partie non vide A d'un espace topologique (X, 7) n'est
pas une topologie ordinaire sur A; elle est construite spécialement pour rendre |'injection canonique

A — X continue. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 3.17. Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie non vide de X. Alors
I'injection canonique i : A — X est continue pour les topologies 74 de A et T de X. De plus, la

topologie induite T4 sur A est la topologie la moins finie sur A qui rend i continue.
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Démonstration. Montrons la premiére partie de la proposition ; c'est-a-dire que i est continue. Cela
revient & montrer que |'image réciproque par i de tout ouvert de X est un ouvert de A. Pour tout
ouvert O de X, on a:

i1(0) = On A,
qui est bien un ouvert de A (par définition méme de 74). D'ou i est continue.

Montrons la seconde partie de la proposition; & savoir que 74 est la topologie la moins fine sur A
qui rend 7 continue. Soit 11 une topologie sur A pour laquelle i est continue et montrons que 74 est
moins fine que y; c'est-a-dire que 74 < p. La continuité de ¢ : (A, u) — (X, 7) entraine qu'on a
pour tout ouvert O de X : i 1(0) € p; c'est-a-dire On Ae pu. D'ot p {0 N A, O € 7} = 74,

comme il fallait le prouver.

Ceci acheéve la preuve de la proposition. O

La proposition suivante caractérise les fermés et les voisinages d'un point d'un sous-espace

topologique d'un espace topologique donné.

Proposition 3.18. Soient (X, ) un espace topologique et A une partie non vide de X . Une partie
P de A est fermée dans le sous-espace topologique (A,74) de (X, T) ssi P s'écrit sous la forme
P = Fn A, avec F est un fermé de X. De méme, une partie V de A est un voisinage d’un
point a de A relativement au sous-espace topologique (A, 74) de (X, 7) ssi V' s'écrit sous la forme

V =W n A, avec W est un voisinage de a relativement a |'espace topologique (X, T).

Démonstration. Soit P une partie de A. On a:

P est un fermé de (A, 74) <= (4P €Ta
«— J0e7: (LP=0nA
< J0e71: A=C(4(0nA).

Comme C4(On A) =A\(On A) = A\O = An (CxO), il en résulte que :

P est un fermé de (A, 74) <= 3d0e7r: P=((xO)n A
<= dF unferméde X telque: P=Fn A
(en posant F' :=(x0O),

comme il fallait le prouver.

Montrons maintenant la seconde assertion du théoréme. Soient a un point de A et V' une partie de
A.

(=) : Supposons que V' est un voisinage de a relativement a I'espace topologique (A, 74) et mon-
trons que V' s'écrit sous la forme V = W n A, avec W est un voisinage de a relativement a I'espace

topologique (X, 7). Comme, par hypothése, V' € ¥ (a)|(a+,), il existe U € 74 tel que a € U < V.
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Mais (par définition méme de 74) U s'écrit : U = O n A, avecOe7.Onadoncae OnAcV.

On a par suite :
V= (0OnAvu (V\(O N A)) = (0OnA)u(WV\O) = (O U (V\O)) N A.

En posant W := O u (V\O), qui est un voisinage de a relativement a I'espace topologique (X, 7)
(car a € O < W), on obtient V. =T n A; ce qui est bien |'écriture requise pour V.

(<) : Inversement, supposons que V' s'écrit sous la forme V' = W n A, avec W est un voisinage
de a relativement a I'espace topologique (X, 7), et montrons que V € ¥ (a)|(a+,). Comme W €
Y (a)|(x7), il existe O € 7 tel que a € O < W. On a par suite a € (O nA) c (WnA)=V.Ce

qui montre (puisque O N A € 74) que V € #(a)|(a,r,), comme il fallait le prouver.

La proposition est démontrée. ]

Remarque : Etant donné (X, 7) un espace topologique et A une partie non vide de X, on voit que
les parties particuliéres du sous-espace topologique (A, 74) (ouverts, fermés, voisinages) s obtiennent
en coupant simplement par A les parties de I'espace topologique (X, 7), de particularités analogues.

Autrement dit, on prend les traces sur A.

3.4 Un exemple important de sous-espaces homéomorphes
de R

La proposition suivante fournit un exemple de sous-espaces homéomorphes de R qui est, peut

étre, le plus élémentaire des exemples (non triviaux) d'espaces homéomorphes.
Proposition 3.19. Tout intervalle ouvert non vide de R est homéomorphe a R.

Démonstration. On compte trois types d'intervalles ouverts (non vides et propres) de R :
| —,a] (a € R), Ja,+0| (a € R) et Ja,b[ (a,b € R, a < b). Nous allons montrer le résul-

tat de la proposition pour chacun de ces types.
e Pour le premier type : Pour tout a € R, I'application :

R — |—o0,q]

r — a—e "

est clairement bijective et bicontinue; donc constitue un homéomorphisme de R dans | — o0, af.
D'ou | — o0, a[ est homéomorphe a R (Va € R).
e Pour le deuxieme type : Pour tout a € R, 'application :
R — Ja,+o0f
r — e +a
est clairement bijective et bicontinue ; donc constitue un homéomorphisme de R dans Ja, +o0[. D'ol

]a, +oo[ est homéomorphe a R (Va € R).
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e Pour le troisieéme type : Montrons d'abord que l'intervalle ouvert | — 1, 1| est homéomorphe &
R. Pour ce faire, considérons |'application suivante :

f: R — |-1,1]

T —> x

1+|z|
L'application f est bien définie puisqu'on a pour tout x € R : %m = %“x' < 1; c'est-a-dire
o €] — 1, 1[. Par ailleurs, pour tout x € R et tout y €] — 1,1[, on a :
|f(@)] =yl
fla)=y = { et
| sen(f(x)) = sgn(y)
[ =
Tz — 1Y
< < et (car sgn(f(z)) = sgn(z))

sgn(r) = sgn(y)

_ Y
1— |yl

Ce qui montre que f est bijective et que son application inverse est donnée par :

f7el=11 —

Yy — T

1-]y|

Enfin, f et f~! sont clairement continues (en tant que composées d'applications continues). D'ou
f constitue un homéomorphisme et, par conséquent, l'intervalle | — 1,1[ est homéomorphe a R,

comme il fallait le prouver.

Maintenant, étant donné un quelconque intervalle ouvert de troisiéme type, c'est-a-dire un intervalle
la,b] (avec a,b € R, a < b), il est facile de montrer que celui-ci est homéomorphe a | — 1,1]
(on peut prendre simplement, comme exemple d’homéomorphisme entre les deux, une application
affine). Par transitivité de la relation “homéomorphe a", il en résulte que tout intervalle ouvert |a, b[

de R (a,b € R, a < b) est homéomorphe a R.

Ceci compléte la preuve de la proposition. O

Remarque anticipée : Montrer que deux espaces topologiques ne sont pas homéomorphes est (en
général) un probléme difficile! Pour s’'en convaincre, essayez par exemple de montrer qu'un ballon
de football et un pneu ne sont pas homéomorphes dans I'espace R? (ou R? est muni de sa topologie
usuelle qu'on verra plus loin sur plusieurs points de vue). La topologie algébrique s'occupe en

partie de ce probléme.
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3.5 Topologie produit - Espace produit

Un produit cartésien d'espaces topologiques peut étre muni d'une topologie importante,
appelée la topologie produit. Pour une raison de clarté, nous avons préféré de décrire et étu-
dier préalablement cette topologie dans le cas d'un produit fini d'espaces topologiques, puis en

donner la généralisation adéquate au cas d'un produit quelconque.

3.5.1 Le cas d’un produit fini d’espaces topologiques

Soit m > 2 un entier et soient (Xi,71),...,(X,,7,) des espaces topologiques. On pose
X=X x---xX,.

Définition 3.20.
e On appelle pavet de X, toute partie de X pouvant s'écrire sous la forme Ay x --- x A,,, avec
A; est une partie de X; pour tout i € {1,...,n}.
e On appelle pavet ouvert de X, toute partie de X pouvant s'écrire sous la forme

O1 x -+ x Oy, avec O; est un ouvert de X; pour tout i € {1,...,n}.

Proposition 3.21. La famille T de parties de X pouvant s'écrire comme réunion de pavets ouverts

de X constitue une topologie sur X .

Démonstration. |l s'agit de montrer que les axiomes de Hausdorff sont vérifiés pour le couple (X, 7).

e Puisque J = J x --- x J (produit cartésien de n ensembles vides) et que & € 7; pour tout
i€{l,...,n} alors ¢J est un pavet ouvert de X ; d'ou J € 7.

De méme, puisque X = X x --- x X,, et que X; € 7; pour tout i € {1,...,n} alors X est un pavet
ouvert de lui méme; d'ou X € 7. Le premier axiome de Hausdorff pour (X, 7) est ainsi vérifié.

e Soit (U;),.; une famille de parties de X, appartenant a 7. Chaque U; (i € I) est donc une réunion

de pavets ouverts de X. Par conséquent, | J,.; U; est une réunion de réunions de pavets ouverts de

iel
X ; c'est donc une réunion de pavets ouverts de X ; c'est-a-dire | J,.; U; € 7. Le troisiéme axiome
de Hausdorff pour (X, 7) est ainsi vérifié.

e Soient U et U’ deux parties de X appartenant a 7. On peut donc écrire U et U’ sous la forme :
el jedJ
avec O,(:) et O;(j) sont des ouverts de X, (pour tout ke {1,...,n} ettousie I, j € J). Par suite,

on a :

UnU = U(Ogi)><~-><Oq(j)>mU(O’l(j)x...xO;Lj)>
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qui est bien une réunion de pavets ouvets de X puisque O,(:) N O;(j) constitue un ouvert de X, pour
tout ke {l1,...,n} ettousie I,je J. Dot U U €. Le deuxiéme axiome de Hausdorff pour
(X, 7) est ainsi vérifié.

En conclusion, 7 constitue bien une topologie sur X. La proposition est démontrée. O

Définition 3.22. La topologie T définie précédemment sur X s'appelle la topologie produit de
X et I'espace topologique obtenu (X, T) s'appelle I'espace topologique produit (des espaces
X1, X0).

Remarque : La topologie produit sur un produit cartésien X d'un nombre fini d'espaces topologiques

X1,...,X, est construite spécialement pour rendre les projections canoniques 7; : X — X, toutes
continues (i € {1,...,n}). Plus précisément, on a la proposition suivante :
Proposition 3.23. Pour tout i € {1,...,n}, la projection canonique m; : X — X; est continue

pour les topologies T de X et 7; de X;.
De plus, la topologie produit T de X est la topologie la moins fine sur X qui rend les projections

canoniques T; (i = 1,...,n) toutes continues.

Démonstration. Montrons la premiére assertion de la proposition. Soit i € {1,...,n} et montrons
que la projection canonique 7; : X — X est continue pour les topologies 7 de X et 7; de X;. Cela
revient 3 montrer (en vertu du théoréme 3.8) que I'image réciproque par 7; de tout ouvert de X;

est un ouvert de X. Pour tout ouvert O; de X, on a clairement :

O x Xg x - x X, sii=1
T, (05)) = A Xy x - x X1 x O, sii=n,
X]_ X oo XXZ'_]_ XOZ' XXZ'+1 X e XXn Sinon

qui est visiblement un pavet ouvert de X, donc un ouvert de X. Ce qui montre que 7 est continue.

Montrons maintenant la seconde assertion de la proposition. Il s'agit de montrer que pour toute
autre topologie 7/ de X pour laquelle les projections canoniques 71, ..., m, sont continues, on a
7 < 7'. Soit donc 7’ une topologie sur X telle que les projections canoniques 7; : (X, 7") — (X;, 7;)
soient toutes continues et montrons que 7 < 7. Cela revient a montrer que pour tout O € 7, on a

O € 7. Soit donc O € 7 et montrons que O € 7/. Par définition méme de 7, I'ensemble O s'écrit :

O = U(Og)‘)x-uxO,(f‘)),

AeA
avec O,EA) est un ouvert de X; pour tout i € {1,...,n} et tout A € A. Pour tout A€ A, on a:
09) X o x O = (Og’\) X Xg X - xXn) N <X1 xOé’\) X X3 X - xXn) N

cee N (Xl x o x X, xOﬁL’\))
= 7t <O§’\)> Nyt (Oé’“) At (OnA)) :
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Comme chaque 7; (i = 1,...,n) est supposée continue par rapport aux topologies 7" de X et 7
de X; alors on a pour tout i € {1,...,n} et tout A € A : Wi_l(OZW) e 7'. Ce qui entraine que
7r1_1(0§’\)) aEEENe 7r;1(0,({\)) € 7/ pour tout A € A; c'est-a-dire Og’\) x - x O e 7 pour tout
A€ A. Il en résulte enfin que O = [ J,, (09) X - X 07({\)> € 7/, comme il fallait le prouver. Ceci

compléte la preuve de la proposition. [

3.5.2 Le cas général

X; leur

produit cartésien. Pour étendre au cas général la construction précédente d'une topologie sur X,

Soient {(X;, 7;)},.; une famille (finie ou infinie) d'espaces topologiques et X :=[],_;
faite dans le cas particulier ou I est fini, on pourrait penser naturellement & prendre comme topologie
de X celle qui admet pour base les parties de X ayant la forme [[..; O; (avec O; € 7;, Vi € I);
autrement dit, celle dont les ouverts sont des réunions de pavés ouverts. Cependant, cette topologie
de X n'a que peu d'intérét’! La bonne topologie de X (appelée la topologie produit de X) est
celle qui respecte la seconde assertion de la proposition 3.23; c'est-a-dire qu'elle est la topologie
la moins fine sur X qui rend les projections canoniques m; : X — X; (i € I) toutes continues. En
écrivant soigneusement ce que cela veut dire, on aboutit aisément & la définition plus directe de

cette topologie, donnée par ce qui suit :

Proposition-Définition 3.24. Soit 7 la famille de parties de X pouvant s'écrire comme réunions

d’ensembles du type | [._; O;, ot chaque O; (i € 1) est un ouvert de X; et, & I'exception d'un nombre

finidei e I, ona O; = X;. Alors T constitue une topologie sur X.

De plus, T est la topologie la moins fine qui rend les projections canoniques m; : X — X; (i€ I)
toutes continues.

Cette topologie T de X s'appelle la topologie produit de X et I'espace topologique obtenu (X, T)
s'appelle I'espace topologique produit (des espaces X;, i € I). O

1. On peut montrer par exemple que pour cette topologie, un produit (infini) de compacts n'est pas toujours
un compact; de méme, un produit (infini) de connexes n'est pas toujours un connexe (Les espaces compacts et les
espaces connexes sont respectivement les sujets d’étude des chapitres 6 et 7). Ce sont 13 des défauts considérables
que posséde cette topologie en la comparant a la “bonne” topologie produit qui satisfait bien ces deux propriétés

fondamentales.
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Exercices

* Exercice 3.1. Soit X un ensemble non vide muni de sa topologie discréte. Montrer qu'une suite

d'élements de X est convergente ssi elle est stationnaire (i.e., constante a partir d'un certain rang).
* Exercice 3.2. Soient (X, 7) un espace topologique et (u,,), .y une suite d'éléments de X. Pour tout
ke N, on pose Ay := {u,, avec n > k}.

1. Montrer que |'ensemble des valeurs d’adhérence de (u,,), est égale a ﬂ Ag.
keN
2. En déduire que cet ensemble est un fermé de X.

* Exercice 3.3. Soient (X, 7) et (Y,7') deux espaces topologiques et f : X — Y une application.

Montrer que f est continue ssi on a :

VAe 2(X): f(A) c f(A).

Exercice 3.4. Soient (X, 7) et (Y, 7') deux espaces topologiques et f : X — Y une application.

Montrer que f est continue ssi on a :

VBe 2(Y): fYB)c f4B).

* Exercice 3.5. Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie non vide de X. Montrer les deux

équivalences suivantes :

A est un ouvert de X <= Tout ouvert de (A, 7,4) est un ouvert de (X, 7)

A est un fermé de X <= Tout fermé de (A, 74) est un fermé de (X, 7)

* Exercice 3.6. Montrer que tout sous-espace topologique d'un espace topologique séparé est séparé.

* Exercice 3.7. Soient (X;,71) et (X5, 72) deux espaces topologiques et X = X; x X, I'espace

topologique produit. Montrer que X est séparé ssi X; et X5 sont tous les deux séparés.

* Exercice 3.8. Soient (X, 7) et (Y, 7') deux espaces topologiques. Montrer que les deux espaces

produits X x Y et Y x X sont homéomorphes.

* Exercice 3.9. Soit (E,T) un espace topologique et soit A := {(z,z), z € E}. Montrer que E est

séparé ssi A est un fermé dans |'espace produit £/ x E.

* Exercice 3.10. Soient (X, 7) et (Y, 7’) deux espaces topologiques, avec Y séparé et soit f : X — Y

une application continue. Montrer que le graphe de f est un fermé dans I'espace produit X x Y.

ARSAROA
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Chapitre 4

Espaces métriques

4.1 Topologie associée a une distance

Proposition 4.1. Soit (X,d) un espace métrique. Alors la famille T, constituée de toutes les

réunions de boules ouvertes de X est une topologie sur X .
Pour démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2. Soient (X,d) un espace métrique et soient a et b deux points de X . Soient aussi r

et r’ deux réels strictement positifs. Pour tout x € B(a,r) n B(b,r"), on pose :
r, = min (r — d(a,z),r" — d(b,z)) > 0.

Alors, on a :
Bla,r) n B(b,r') = U B(x,ry).

z€B(a,r)nB(b,r")
Preuve du lemme. Montrons la double inclusion entre les deux ensembles prétendus égaux.

e <« < » : On a clairement :

B(a,r) n B(b,r") = U {z} < U B(z,r,)

zeB(a,r)nB(b,r’") z€B(a,r)nB(b,r")
(puisque {z} < B(z,r,), Vo € B(a,r) n B(b,r")). La premiére inclusion est ainsi démontrée.

e « O » : Montrer la seconde inclusion revient & montrer qu'on a pour tout x € B(a,r) n B(b,r’) :
B(z,7.) < B(a,r)n B(b,1r") ()
Montrons (*). Etant donné = € B(a,r) n B(b,r’), on a pour tout y € B(x,r,) :
d(z,y) < rp=min(r —d(a,z), r' —d(b,x)).
Ce qui équivaut a :
d(z,y) < r—d(a,z) et d(z,y) < r —d(bz).
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Il s'ensuit (en se servant de I'inégalité triangulaire) que :

d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) < d(a,x) + (7" —d(a, :U)) =7
et

d(b,y) < d(b,z) + d(z,y) < d(b,x) + (' — d(b,z)) =1’

D'ou d(a,y) < r et d(b,y) < r’. Ce qui montre que y € B(a,r) n B(b,r"). Comme y étant
quelconque dans B(z,r,), I'inclusion (x) est ainsi démontrée ainsi que la seconde inclusion requise.

Ce qui compléte la preuve du lemme. O

Preuve de la proposition 4.1. |l s'agit de montrer que la famille 7; de parties de X satisfait les trois
axiomes de Hausdorff.

e L'ensemble vide peut étre considéré comme une réunion vide de boules ouvertes de X ; d'ou
& € 74. Quant a I'ensemble X, il est la réunion de toutes les boules ouvertes de X ; d'ou X € 7.
Le premier axiome de Hausdorff est ainsi vérifié pour 7.

e Pour toute famille (O;),_, de parties de X, appartenant a 7,4, I'ensemble | J,.; O; est une réunion
de réunions de boules ouvertes de X : c'est donc une réunion de boules ouvertes de X. D'ou
Uie; Oi € 74. Le troisiéme axiome de Hausdorff est ainsi vérifié pour 7.

e Soient O et O’ deux parties de X, appartenant a 7,. On peut donc écrire : O = | J
0" = U,c; B(bj,7}) (avec a;, b€ X, r; >0, r; > 0 pour tous i € I, j € J). D'our :

On0O = <UB(6L¢,T¢)> A (U B(bj,r;)>

B(ai, T'Z') et

iel

el jed
= U (B(ai,ri) N B(bj,r;)) )
&

Comme, d'aprés le lemme 4.2, chacun des ensembles B(a;,7;) n B(bj,75) (i € I,j € J) est une
réunion de boules ouvertes de X alors O n O’ est une réunion de réunions de boules ouvertes de
X ; c'est donc une réunion de boules ouvertes de X. D'ou O n O’ € 74. Le deuxiéme axiome de

Hausdorff est ainsi vérifié pour 74.

En conclusion, 74 constitue une topologie sur X. La proposition est démontrée. ]

Définition 4.3. Etant donné (X, d) un espace métrique, la topologie T4 introduite a la proposition
4.1 s'appelle la topologie associée a la distance d. Une topologie associée a une distance

s'appelle une topologie métrique.

Exemple (le cas de R) : Il est immédiat que la topologie associée a la distance usuelle de R est

la topologie usuelle de R.

Définition 4.4. La topologie associée a la distance usuelle de C s’appelle la topologie usuelle

de C. Cette topologie est donc constituée de toutes les réunions de disques ouverts de C.
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Avertissement. Pour tout ce qui suit, on identifie un espace métrique (X, d) a |'espace topo-
logique (X, 7;). A travers cette identification, un espace métrique sera vu comme un cas

particulier d’espaces topologiques.

La proposition suivante donne encore plus de précision.
Proposition 4.5. Tout espace métrique (X, d) est un espace topologique séparé.

Démonstration. Soient x et y deux points distincts de X. On a (d'aprés |'axiome de séparation?)

d(z,y) # 0. Le réel r := d(x,y) est donc strictement positif. Nous allons montrer que les deux boules

ouvertes B(z, 5) et B(y, §) sont disjointes. Pour ce faire, procédons par I'absurde en supposant qu'il
T

existe z € X tel que z € B(z,5) n B(y,5). On adonc : d(z,z) < § et d(z,y) < 5. En utilisant

I'inégalité triangulaire, il s'ensuit que :

r=d(x,y) <d(z,z)+d(zy) <g+g:7«.

Dot r < r, ce qui est absurde. Ainsi, les deux boules ouvertes B(x, ) et B(y, 5) sont effectivement
disjointes. Enfin, puisque B(z, %) € ¥ (z) (car v € B(x, 5) et B(x,5) € 74) et B(y, 5) € ¥ (y) (car
y € B(y,3) et B(y, ) € 74), on a montré |'existence d'un voisinage de x et d'un voisinage de y qui

sont disjoints. Ce qui montre que I'espace (X, d) est séparé. La proposition est démontrée. O

Remarque : On peut montrer plus généralement que méme une semi-distance définit (de la méme
facon que précédemment) un espace topologique, mais que celui-ci n'est séparé que lorsque la semi-
distance en question est une distance. C'est précisément le 4°™¢ axiome d'une distance (c'est-a-dire
I'implication d(x,y) = 0 = x = y) qui fait que tout espace métrique est séparé; d'ou I'appellation
« axiome de séparation » pour cet axiome. Bien évidemment, le lecteur est conseillé de vérifier avec

soins toute ces affirmations.

Définition 4.6. Un espace topologique (X, T) est dit métrisable s'il existe une distance d sur X

tel que 7 soit la topologie associée a d (i.e., T = 74).

Remarque. En vertu de la proposition 4.5, un espace topologique qui n'est pas séparé est non

métrisable.

Exemples :

1. Soit X un ensemble contenant au moins deux éléments, muni de sa topologie grossiére Tgyos.

Il est facile de montrer que (X, T0s) n'est pas séparé. Dol (X, Tgos) N'est pas métrisable.

2. Soit X un ensemble infini, muni de sa topologie cofinie 7. L'exercice 2.4 montre que (X, Tcof)

n'est pas séparé. D'oll (X, 7f) n'est pas métrisable.

1. C'est précisément cet axiome qui fait que tout espace métrique est séparé.
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4.2 Caractérisation des voisinages et des ouverts d'un es-

pace métrique

Théoréme 4.7 (fondamental). Soit (X, d) un espace métrique et soient x un point de X etV une

partie de X . Alors, on a :

VeV(r) — Je>0: B(r,e)cV

Very, «— VyeV,3e>0: B(y,e)c V.

Démonstration.

e Montrons la premiére équivalence du théoréme. L'implication réciproque de cette équivalence est
triviale. Montrons son implication directe. Soit donc V' € #/(z) et montrons qu'il existe £ > 0 tel
que B(z,e) < V. L’hypothése V € #'(x) équivaut a |'existence de O € 7, tel que z € O < V. Par
B(a;, ;). Ainsi, le fat e O c V

entraine qu'il existe ¢ € I tel que x € B(a;,r;) < V. Il suffit alors de prendre ¢ = r; — d(a;,z) > 0

définition méme de 74, on peut écrire O sous la forme O = | J,;

pour avoir B(z,e) < V. En effet, pour tout y € B(z,¢), on a (en utilisant I'inégalité triangulaire) :
d(ai7y) < d(aiax) + d(I7y) < d<ai7x) +te=ri.

D'ot d(a;,y) < r;; ce qui montre que y € B(a;,r;). Mais puisque B(a;,r;) < V alors y € V.
Ceci confirme l'inclusion requise B(z,¢) < V. L'implication directe de la premiére équivalence du

théoréme est ainsi démontrée ; I'équivalence en question également.

e La seconde équivalence du théoréme n'est rien d'autre qu'une conséquence immédiate de sa
premiére équivalence et du théoréme 2.2 selon lequel « Une partie V' d'un espace topologique est

un ouvert ssi V' est voisinage de chacun de ses points ». Ceci compléte la preuve du théoréme. [

Remarque importante : La seconde équivalence du théoréme 4.7 est tellement pratique que
plusieurs auteurs la prennent comme une définition de la topologie 7; associée a une distance d d'un
espace métrique. Dans la suite, nous I'utilisons abondamment pour démontrer d'importants résultats
sur les espaces métriques. L'un de ces résultats est la proposition suivante qui nous informe de la

nature topologique des boules fermées d'un espace métrique.
Proposition 4.8. Toute boule fermée d’'un espace métrique est un fermé.

Démonstration. Voir |'exercice 4.2 pour une démonstration directe ou le corollaire 4.22 pour une

démonstration judicieuse qui se sert d'une application continue. O

4.3 Limite et continuité dans un espace métrique

4.3.1 Limite et valeur d’adhérence d’'une suite

Soit (X, d) un espace métrique et soient (uy,), .y une suite de X et £ un élément de X.
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Définition 4.9. On dit que (u,), converge vers (, et on écrit lim, . ou, = £, si

lim, o d(u,, €) =0, c'est a dire si :
Ve > 0,dng € N tel que Y/n e N: n > ng = d(u,,!) < ¢.
Définition 4.10. On dit que ( est une valeur d’adhérence de (u,,), si :

Ve > 0,Vng € N,dn > ny tel que d(u,,l) < €.

4.3.2 Limite d'une fonction

Définition 4.11. Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une application.
Soient aussi xg € X et yo € Y. On dit que f(x) tend vers y, lorsque = tend vers x, et on écrit

lim, ., f(x) = yo, si:

Ve > 0,30 > 0 tel que Vo € X : dx(z,x0) <n == dy(f(z),9) <e.

4.3.3 Continuité et continuité uniforme

Définition 4.12. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une application.

e On dit que f est continue en un point xo de X silim, ., f(x) = f(xo),; c'est a dire si :
Ve > 0,3n > 0 tel que Vo € X : dx(z,x0) <n = dy(f(x), f(x0)) <e.

e On dit que f est continue sur X si elle est continue en tout point de X .

e On dit que f est uniformément continue sur X si :
Ve > 0,3n > 0 tel que Vo, 2’ € X : dx(z,2") <n=dy(f(z), f(z')) <e.
La proposition suivante est un exercice facile laissé au soin du lecteur!

Proposition 4.13. Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une applica-

tion. Si f est uniformément continue sur X alors elle est continue sur X . ]
La proposition suivante est également un exercice facile laissé au soin du lecteur!

Proposition 4.14. Soient (X,dx), (Y,dy) et (Z,dy) trois espaces métriques et soient f : X —Y
et g : Y — Z deux applications. Si f est uniformément continue sur X et g est uniformément

continue sur'Y alors g o f est uniformément continue sur X . ]

4.3.4 Fonctions lipschitziennes et fonctions contractantes

Définition 4.15. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, f : X — Y une application

et k un réel strictement positif.
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e On dit que f est lipschitzienne de rapport k (ou simplement k-lipschitzienne) si :
Ve, o' € X @ dy(f(z), f(2') < kdx(z,2).

e On dit que f est bilipschitzienne si elle est bijective et chacune des deux applications f et f~!

est lipschitzienne.

e On dit que f est contractante si elle est lipschitzienne de rapport inférieur strictement a 1.
La proposition suivante est un exercice facile laissé au soin du lecteur !

Proposition 4.16. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une applica-

tion. Si f est lipschitzienne sur X alors elle est uniformément continue sur X . ]
La proposition suivante est également un exercice facile laissé au soin du lecteur !

Proposition 4.17. Soient (X, dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques et soient f : X — Y
et g : Y — Z deux applications. Si [ est lipschitzienne sur X et g est lipschitzienne sur Y alors

go f est lipschitzienne sur X. [

4.3.5 Isomeétries

Définition 4.18. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une application.

On dit que [ est une isométrie si :
Ve, o' € X dy(f(x), f(2')) = dx(z,2).
En d'autre termes : une isométrie est une application qui conserve les distances.

Quelques propriétés simples des isométries :
1. On montre aisément que toute isométrie est injective.

2. Il est immédiat que toute isomérie d'un espace métrique X dans un espace métrique Y
est lipschitzienne de rapport 1; elle est donc uniformément continue sur X (en vertu de la

proposition 4.16) et par conséquent continue sur X (en vertu de la proposition 4.13).

3. En vertu du point précédent, toute isométrie surjective (donc bijective d'apreés le premier point)
d'un espace métrique X dans un espace métrique Y est bilipschitzienne et est donc unifor-
mément continue ainsi que son inverse ; ce qui entraine qu'elle constitue un homéomorphisme
de X dans Y.

4. On montre aisément que la composée de deux isométries est une isométrie.
Exemples d’isométries :

1. Dans le plans affine R?, muni de sa distance euclidienne dy, les symétries centrales, les symétries

axiales et les rotations sont des isométries (de (R?,d») dans (R?,d,)).
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2. On montre immédiatement que |'application définie par :

0: (Cdy) — (R% dy)

z — (Rz,3%2)

est une isométrie bijective. Ceci entraine (d'aprés les propriétés précédentes des isométries)
que les deux espaces métrique (C, d,s) et (R?, dy) sont homéomorphes.
Remarques importantes :

1. On montrera a I'exercice 4.3 que les notions de limite et de continuité, vues précédemment
dans des espaces métriques coincident avec leurs analogues dans les espaces topologiques

associés (ol I'espace topologique associé a un espace métrique (X, d) est (X, 74)).

2. La notion de continuité uniforme, vue précédemment dans des espaces métriques, n'est pas

généralisable sur des espaces topologiques quelconques !

4.4 Distance entre deux ensembles et diameétre d'un en-

semble

4.4.1 Distance d'un point par rapport a un sous-ensemble d'un espace
métrique

Définition 4.19. Soit (X,d) un espace métrique et soient A une partie non vide de X et x un

élément de X . On définit la distance de x par rapport a A, que 'on note d(x, A), par :

d(z,A) = Lilgff‘d(x,a) (e R™).

N. B : L'infinimum qui définit la distance d'un point par rapport & un ensemble n'est pas toujours

atteint.

4.4.2 Distance entre deux sous-ensembles d’'un espace métrique

La notion de distance entre deux sous-ensembles d'un espace métrique généralise celle de la

distance d'un point par rapport a un ensemble, vue précédemment.

Définition 4.20. Soit (X, d) un espace métrique et soient A et B deux parties non vides de X.
On définit la distance entre A et B, que I'on note d(A, B), par :

d(A,B) = ingd(a,b) (e R™).
beB

N. B : L'infinimum qui définit la distance entre deux sous-ensembles d'un espace métrique n'est

pas toujours atteint.

38



B. FARHI Chap 4. Espaces métriques

Proposition 4.21. Soit (X, d) un espace métrique et soit a un point fixé de X . Alors I'application
Ye: X — R
x — da,x)
est lipschitzienne de rapport 1 (ou R est muni de sa distance usuelle).

Démonstration. Etant donnés x,y € X, on a :

¢a(z) = d(a,r) < d(a,y) + d(y, ) = pa(y) + d(z,y).
D'ou :
@a(x> - (pa(y) < d(ZL’, y) (41)

En intervertant les roles de x et y, on obtient :

Pa(y) = pa(z) < dly, ),
qui équivaut a :

pa(r) = aly) = —d(z,y) (4.2)
Les deux inégalités (4.1) et (4.2) mises ensembles équivaillent a :

|0a() = aly)| < d(z,y).
Ce qui montre (puisque = et y étant quelconques dans X)) que ¢, est lipschitzienne de rapport 1.
La proposition est démontrée. O
Exercice (généralisation de la proposition 4.21) :
Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie non vide de X. Montrer que I'application

pa: X — R
r — d(x,A)

est lipschitzienne de rapport 1 (ot R est muni de sa distance usuelle).

Corollaire 4.22. Toute boule fermée d'un espace métrique est un fermé.

Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique et soient a € X et r > 0. Montrons que la boule
fermée B(a,r) de X est un fermé de X. Pour ce faire, introduisons I'application

Ye: X — R

r — d(a,x)
(ot R est muni de sa distance usuelle). On a alors :
B(a,r) = {reX: dla,z) <71}

= e X pu(r) €] - o))

— M- 1))
On voit ainsi que B(a,r) est |'image réciproque par ¢, de lintervalle ] — co,r]. Comme ¢,
est lipschitzienne sur X (d'aprés la proposition 4.21), donc continue sur X, et que l'intervalle

] — o0,7] est un fermé de R alors o, '(] — ,7]) = B(a,r) est un fermé de X. Ce qui achéve

cette démonstration. O
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4.4.3 Diameétre d’une partie d'un espace métrique

Définition 4.23. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X. On définit le
diamétre de A, que I'on note §(A), par :

d(A) = sup d(z,y) (€ [0, +00]).

r,yeA

N. B : Le supremum qui définit le diamétre d'une partie non vide d'un espace métrique peut &tre

infini. De plus, s'il est fini, il n'est pas toujours atteint.

Définition 4.24. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X. On dit que A

est bornée si son diamétre est fini (i.e., 6(A) < +).
Les trois propositions suivantes seront respectivement démontrées au exercices 4.5, 4.6 et 4.7.

Proposition 4.25. Une partie d'un espace métrique est bornée ssi elle est contenue dans une boule

ouverte (resp. fermée). [
Proposition 4.26. Toute réunion finie de parties bornées d'un espace métrique est bornée. OJ

Proposition 4.27. Soient A et B deux parties d'un espace métrique. Alors, on a :

(i) Ac B=0(A) < 4(B).

(i) 5(A) = 5(A). O

Définition 4.28. Soient A un ensemble non vide, (X,d) un espace métrique et f : A — X une
application. On dit que f est bornée si son image f(A) est une partie bornée de I'espace métrique
X.

4.5 Formulation séquentielle

Proposition 4.29. Soit (X,d) un espace métrique. Alors tout point x de X admet un systéme

fondamental dénombrable de voisinages.

Démonstration. Soit x € X. Montrons que la famille dénombrable de boules ouvertes
(B(2,+)),, constitue un systéme fondamental de voisinages de z. Etant donné V' € ¥/(x), d"apres
la caractérisation d'un voisinage d'un point d'un espace métrique, il existe ¢ > 0 tel que B(z,e) < V.
Mais comme R est archimédien, il existe n € N* tel que n > %; c'est-a-dire % < ¢. Ceci entrafne
que B(z,1) ¢ B(z,¢). Et comme B(z,e) < V, il s'ensuit que B(z, 1) < V. On vient donc de
montrer que tout voisinage de x contient un voisinage du type B(x, %) (n = 1). Ce qui montre que
la famille (B(CE, l)) constitue un systéme fondamental de voisinage de x, comme prétendu. La
n’/n=1

proposition est démontrée. ]

C'est cette derniére importante proposition qui va nous permettre dans la suite de formuler
plusieurs concepts topologiques (dans des espaces métriques) de facon séquentielle; c'est-a-dire en

utilisant des suites. On commence par la suivante :
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Proposition 4.30. Soit (X,d) un espace métrique et soient A une partie non vide de X et a un

point de X . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ae A.
(i) Il existe une suite d'éléments de A qui converge vers a.

(iii) d(a, A) = 0.

Démonstration. Nous allons montrer la série d'implications circulaire (i) = (ii) = (iii) = (i).

e (i) = (ii) : Supposons que a € A et montrons qu'il existe une suite d'éléments de A qui converge
vers a. L'hypothése a € A entraine qu'on a pour tout n € N* : B(a,+) n A # (. Autrement
dit, pour tout n € N* il existe a,, € A tel que d(a,,a) < % En fixant, pour tout n € N*, un tel
an, on obtient une suite (ay),., d'éléments de A qui vérifie d(a,,a) < £ (Vn > 1). Cette suite
converge bien vers a puisque lim,,, o, d(a,,a) = 0 (compte tenu de I'inégalité d(a,,a) < % pour
tout n > 1).

e (ii) = (iii) : Supposons qu'il existe une suite (a,), . d'éléments de A qui converge vers a et mon-
trons qu'on a d(a,A) = 0. L'hypothése « (a,), converge vers a » équivaut a
nlirfwd(an,a) = 0. Ce qui entraine que irelgd(an,a) = 0. Mais puisque {a,,n € N} < A, on
a:

d(a,A) = li)gjd(b, a) < infd(ay,,a) = 0.

neN

D'ou I'on tire que d(a, A) = 0 (puisque d(a, A) = 0).
e (iii) = (i) : Supposons que d(a, A) = 0 et montrons que a € A. Comme (par hypothése)

li)nff‘ d(a,b) = d(a, A) =0, on a (d'aprés la caractérisation de la borne inférieure d'une partie de R) :
€
Ve >0,3be A: d(a,b) <e.

Ce qui s'écrit encore :
Ve >0,3be A: be B(a,¢).

Ce qui équivaut a :
Ve>0: B(a,e)n A+ .

Enfin, puisque tout voisinage de a contient une boule ouverte centrée en a, on a méme :
We¥(a): VnA+d.
Ce qui montre bien que a € A. Ceci compléte la preuve de la proposition. ]

Corollaire 4.31 (caractérisation des fermés d'un espace métrique).
Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie de X . Alors A est un fermé de X ssi toute suite

d'éléments de A qui converge dans X a pour limite un élément de A.

Démonstration. Si A = &, le résultat est trivial. Sinon, c'est une conséquence immédiate de I'équi-

valence (A est fermé < A = A ) et de |'équivalence (i) < (ii) de la proposition 4.30. O
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Dans les espaces métriques, la continuité d'une application est équivalente a sa continuité

séquentielle. On a la suivante :

Proposition 4.32. Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une applica-

tion. Soit aussi a un élément de X . Alors f est continue en a ssi pour toute suite (z,,), .y d'éléments

de X qui converge vers a, la suite (f(x,)),  d'éléments de'Y converge vers f(a).

neN

Démonstration.

(=) : Supposons que f est continue en a et soit (x,,), une suite d'éléments de X convergeant
vers a. Nous allons montrer que la suite (f(x,)),cy (d'éléments de Y) converge vers f(a). Etant

donné £ > 0, comme f est supposée continue en a, il existe n > 0 tel que Vx € X :
dx(z,a) <n = dy(f(z), fa)) <e.
Par suite, étant donné un tel 7, puisque (), converge vers a, il existe ng € N tel que ¥n e N :
n>ny = dx(T,,a) <n.
On a donc pour tout n € N :
n>nyg = dx(z,,a) <n = dy(f(z,), f(a)) <e.

En récapitulant, on a :

Ve > 0,dnge Ntel que Vne N: n>ny= dy(f(z,), f(a)) <e.

Ce qui montre que la suite (f(x,)),, converge vers f(a).

ﬁ Montrons la contraposée. Supposons que f n'est pas continue en a et montrons qu'il existe
une suite (x,), d'éléments de X qui converge vers a telle que la suite (f(x,)), (d'éléments de V)
ne converge pas vers f(a). Comme (par hypothése) f n'est pas continue en q, il existe ¢ > 0 tel
que :

Vn > 0,3z € X tel que dx(x,a) <n et dy(f(z), f(a)) > e.

En particulier, pour tout n € N*, en prenant n = % il existe z, € X tel que dx(z,,a) <

3=

et dy(f(z,), f(a)) = €. En fixant, pour tout n € N*, un tel z,, on obtient une suite (z,),
d'éléments de X telle que (z,,), converge vers a (puisque lim,, oo dx(x,,a) = 0, en vertu de
'inégalité dx (z,,a) < L pour tout n € N*) et la suite (f(,)), ne converge pas vers f(a) (puisque

dy (f(zn), f(a)) = € pour tout n € N*).

La proposition est démontrée. Il

Remarques :

1. La premiére implication de la proposition 4.32 est vraie méme quand X et Y sont des espaces
topologiques quelconques. La seconde implication de la méme proposition est aussi vraie

lorsque X est métrique et Y est topologique séparé.
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2. Lorsque X et Y sont des espaces topologiques et a est un élément de X, la propriété :
« Pour toute suite (), d'éléments de X qui converge vers a, la suite f(z,), d'éléments
de Y converge vers f(a) » définit ce que I'on appelle la continuité séquentielle de f an
a. Dans les espaces topologiques, la continuité d'une application (en un point) implique sa
continuité séquentielle (au méme point) mais I'inverse est généralement faux. Cependant, dans
la cas particulier des espaces métriques, les notions de “continuité” et “continuité séquentielle”

coincident (c'est ce que montre la proposition 4.32).

Nous annongons enfin la formulation séquentielle d'une valeur d’adhérence d'une suite.

Proposition 4.33. Soit (X,d) un espace métrique et soient (x,),  une suite d'éléments de X
et ¢ un élément de X. Alors { est une valeur d’adhérence de (x,,), si et seulement s'il existe une

sous-suite de (x,), qui converge vers (.

Démonstration.

(=) : Supposons que ¢ est une valeur d’adhérence de (z,,), et montrons qu'il existe une sous-suite
de (z,), qui converge vers {. Nous construisons récursivement une suite strictement croissante
d’entiers positifs (1), comme suit : on prend ny = 0 et pour tout k& > 1, en supposant que 7ny_;
est choisi, on prend pour ny le plus petit entier qui soit strictement supérieur a n;_; et qui vérifie
d(zy,, l) < % (I'existence de ny, est assurée par le fait que ¢ est une valeur d'adhérence de la suite
(z,),). La sous-suite (z,,), de (x,), vérifie alors lim,_, o d(xy,,¢) = 0; autrement dit (z,,),
converge vers /.

(<:_): Supposons qu'il existe une sous-suite (x,, ), de (x,), qui converge vers ¢ et montrons que ¢

est une valeur d'adhérence de (x,),. Le fait que (z,,), converge vers ( s'interpréte par :
Ve > 0,3ko = ko(e) e N tel que Vke N: k > kg = d(z,, () < €.

Mais puisque ny, tend vers I'infini avec k (car (ny), est une suite strictement croissante d'entiers

positifs), il s’ensuit que :
Ve > 0,YN € N;dn > N tel que d(z,,¢) < e

(pour ¢ > 0 et N € N donnés, il suffit de prendre n = ny, avec k > ko(e) et ny > N). Ce qui

montre que ¢ est une valeur d'adhérence de (z,,),,.

Ceci compléte la preuve de la proposition. O

Remarque : La seconde implication de la proposition précédente est vraie méme quand X est

(seulement) un espace topologique.

4.6 Distance induite et sous-espace métrique

Définition 4.34. Soit (X, dx) un espace métrique et soit A une partie non vide de X . La restriction

de dx (en tant qu'application de X x X dansR" ) a Ax A constitue, de toute évidence, une distance
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sur A. Cette distance est notée d 5 et est appelée la distance induite sur A de la distance dx

de X. On a donc :
dAZ Ax A — RT

(a,b) — dala,b) :=dx(a,b)

L’espace métrique (A, d ) est appelé un sous-espace métrique de (X, dx).

N. B : On montre facilement que la topologie associée & une distance induite sur une partie A
d'un espace métrique X est identique a la topologie induite sur A de la topologie de X (i.e., de la

topologie associée a dx).

4.7 Distance produit et espace produit

Définition 4.35. Soit n € N* et soient (X1,dV),..., (X,,d%)) des espaces métriques. On peut

définir sur le produit cartésien X; x --- x X,, plusieurs distances dont les suivantes :
di: (X;x--xX,)? —

R+
((xlu'"73711)7(3/17'-'73/11)) — Z :Cz,yz )

dy: (X1 x--xX,)” — R*
((xla"'wr?"L)?(yla"'ayn>) — \/Z l) xwyl 7
R+

dyp : (X1 x - x X)) —>
((xl, ey Tn), (Y1, - ,yn)) —  max d(i)(xi,yi).

1<i<n

Pour dy et dy, la vérification des axiomes d'une distance est immédiate. Pour do, seule I'inégalité
triangulaire pose quelques difficultés; pour les surpasser, on renvoie le lecteur a I'exercice 1.2 qui lui
servira comme source d'inspiration.

Ces distances dy, dy et d,, sont appelées des distances produits et les espaces métriques corres-
pondant (X1 x -+ x X, dq), (Xq x -+ x X,,,dy) et (X1 x---xX,,dy) sont appelés des espaces

métriques produits.

Remarques :

1. On montre facilement que la topologie associée a une distance produit (issue des distances
d'un nombre fini d’espaces métriques) est identique a la topologie produit (issue des topologies
associées a ces distances) ; voir |'exercice 4.12 pour le cas de la distance produit d.,. Ce fait

s'exprime littérairement en annoncant que :
Tout produit fini d’espaces métriques est métrisable.

2. Si (X,,d,) (n € N) sont des espaces métriques (donc topologiques) et X := [ [, X, est

I'espace topologique produit, alors on peut montrer que I'application d : X — R, définie
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par :

d((x”)neNa (yn)neN) = Z min (1’ d"<x"7 yn))

n
neN 2

est une distance sur X et induit la topologie produit de X. D'ol I'important résultat :
Tout produit dénombrable d’espaces métriques est métrisable.

3. Un produit infini non dénombrable d'espaces métriques n'est pas métrisable en général ! Par
exemple, sur X := RI®! |a topologie produit de plusieurs copies de la topologie usuelle de
R, qui est définie autrement par la convergence simple des applications de [0, 1| dans R, n'est

pas métrisable.

4.8 Distances équivalentes et topologiquement équiva-

lentes

Soit X un ensemble non vide et soient d et d’ deux distances sur X.

Définition 4.36. On dit que d et d’ sont équivalentes s'il existe deux réels strictement positifs «
et 3 tels que I'on ait :
ad < d < fd.

Définition 4.37. On dit que d et d' sont topologiquement équivalentes si elles définissent la

méme topologie; c'est-a-dire si 7y = Ty.

La proposition suivante nous apporte un important point de vue sur |'équivalence et |'équiva-
lence topologique de deux distances définies sur un méme ensemble. L'important corollaire qui le

suit tire profit de ce point de vue.

Proposition 4.38. Soit X un ensemble non vide et soient d et d’ deux distances sur X. Alors d et d’
sont équivalentes si et seulement si I'application identité idy : (X,d) — (X, d’) est bilipschitzienne.
Aussi, d et d sont topologiquement équivalentes si et seulement si ['application identité

idy : (X,d) — (X,d') est un homéomorphisme.

Démonstration.
e Montrons la premiére partie de la proposition. L'application idy : (X,d) — (X,d’) est lipschit-

zienne équivaut a |'existence d'un k > 0 tel que :
d < kd.

De méme, son application inverse idy' : (X,d’) — (X,d) est lipschitzienne équivaut a I'existence
d'un ¢ > 0 tel que :
d < (.
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En adjoignant les deux choses, on obtient que |'application idx : (X, d) — (X, d’) est bilipschitzienne

si et seulement s'il existe k, ¢ > 0 tels que :
-d < d < kd

Ce qui équivaut (par définition méme) au fait que d et d’ sont équivalentes.

e Montrons maintenant la seconde partie de la proposition. L'application idx : (X,d) — (X, d)
est continue ssi |'image réciproque de tout ouvert de (X, d’) est un ouvert de (X, d); ce qui revient
simplement a dire (puisque idx est l'identité) que 74 < 74. On montre de la méme fagon que
I'application inverse de idx : (X,d) — (X,d') (qui n'est rien d'autre que idx : (X,d') — (X,d))
est continue ssi 7,  Tx. En adjoignant les deux choses, on obtient que idyx : (X,d) — (X,d')
est un homéomorphisme (i.e., bicontinue) ssi 7, = 74 ; c'est-a-dire ssi d et d’ sont topologiquement

équivalentes.

La proposition est démontrée. O

Corollaire 4.39. Soit X un ensemble non vide et soient d et d' deux distances sur X. Si d et d

sont équivalentes alors elles sont aussi topologiquement équivalentes.

Démonstration. Supposons que d et d’' sont équivalentes; ce qui revient & dire (en vertu de la
proposition 4.38) que les applications id : (X,d) — (X,d’) et son inverse sont lipschitziennes.
Ceci entraine que ces mémes applications sont uniformément continues et sont donc (a fortiori)
continues; autrement dit, I'application id : (X,d) — (X,d’) est un homéomorphisme. Il s'ensuit
(en vertu de la proposition 4.38) que les distances d et d’ sont topologiquement équivalentes. Le

corollaire est démontré. O

Remarques :

1. Le corollaire 4.39 offre un moyen pratique pour montrer |'équivalence topologique de deux
distances sur un méme ensemble : pour montrer |'équivalence topologique de deux distances,
définies sur un méme ensemble, il suffit de montrer leur équivalence. Cependant, la réciproque
du corollaire est généralement fausse ; autrement dit, il existe des distances topologiquement

équivalentes qui ne sont pas équivalentes (voir les exercices 4.10 et 4.11).

2. Lorsque nous arriverons a I'étude des espaces vectoriels normés (au chapitre 8), nous verrons
que les notions d'équivalence et d'équivalence topologique de deux distances (lorsqu’elles sont

associées a des normes) ne font qu'une!
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Exercices

* Exercice 4.1. Soit X un ensemble non vide. Montrer que la topologie associée a la distance discréte

de X est la topologie discréte de X.
* Exercice 4.2. Montrer que toute boule fermée d'un espace métrique est un fermé.

* Exercice 4.3. Soient (X,d) et (Y,d’) deux espaces métriques. Soient aussi (u,), .y une suite

d'éléments de X et £ un élément de X. Soient enfin g € X, yp € Y et f: X — Y une application.

1. Montrer que (uy,,), converge vers ¢ dans |'espace métrique (X, d) ssi (u,), converge vers /

dans I'espace topologique (X, 7).

2. Montrer que f tend vers gy, lorsque = tend vers x en tant qu'application entre deux espaces
métriques ssi f tend vers 1, lorsque = tend vers xy en tant qu'application entre deux espaces

topologiques (X, 74) et (Y, 7a).

3. Montrer que f est continue en z( en tant qu'application entre deux espaces métriques ssi f

est continue en x( en tant qu'application entre deux espaces topologiques (X, 74) et (Y, 7a).
4. Montrer que f est continue sur X en tant qu'application entre deux espaces métriques ssi f

est continue sur X en tant qu'application entre deux espaces topologiques (X, 7;) et (Y, 74).

* Exercice 4.4. Soit (X, d) un espace métrique et soient A et B deux parties non vides de X. Montrer

les propriétés suivantes :
1. Ac B = d(z,B) <d(z,A) (Vo e X).
2. d(z,A) = d(x, A) (Vo e X).
3. [Vze X :d(x,A) =d(z,B)] — A=B.

* Exercice 4.5. Montrer qu'une partie d'un espace métrique est bornée ssi elle est contenue dans une

boule ouverte.
* Exercice 4.6. Montrer que toute réunion finie de parties bornées d'un espace métrique est bornée.

* Exercice 4.7. Soient A et B deux parties d'un espace métrique (X,d). Montrer les propriétés

suivantes :
1. Ac B=4(A) <4(B).
2. 5(Z) =0(A).

* Exercice 4.8. Soient (X, d) un espace métrique, A une partie de X et x un élément de X.

— Montrer que = est un point d'accumulation de A si et seulement s'il existe une suite (z,,), .y

d'éléments de A, tous distincts, qui converge vers x.
* Exercice 4.9. Etant donné n € N*, montrer que les distances d;, ds et d,, de R™ sont équivalentes.
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* Exercice 4.10. On munit X :=]0, +00[ des deux distances d et d’ suivantes :
e d est la distance induite de la distance usuelle de R.

e (' est définie par :

1 1
- — —‘ (Vz,y €]0, +0[).
r Yy

— Montrer que d et d’ sont topologiquement équivalentes mais qu'elles ne sont pas équivalentes.

d(z,y) =

* Exercice 4.11. Soit (X, d) un espace métrique et soit d’ la distance de X définie par : d’ := o d
1. Montrer que d et d’ sont topologiquement équivalentes.

2. Supposons que X = R et que d est sa distance usuelle. Montrer que d’' n'est pas équivalente

ad.

Exercice 4.12. Soient (X;,dM), ..., (X,,d™) des espaces métriques (ot n € N*) et soit X :=
X; x -+ x X, muni de la distance d, définie par :

de: X xX — RT
((xla'"7xn)v(y1a~~~ayn)) — maXd(i)(x%yi) ‘

1<isn

— Montrer que la topologie de X associée a sa distance d., est la méme que la topologie produit
sur X.

Commencer par caractériser les boules ouverte de (X, dy,).

FARSARON
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Chapitre 5

Espaces complets

5.1 Suites de Cauchy

Définition 5.1. Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (z,,), . d'éléments de X est dite de

Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :

Ve > 0,3N e Ntel que Vp,ge N: p>¢qg>N = d(z,,x,) <e.

5.1.1 Quelques propriétés simples des suites de Cauchy

Proposition 5.2. Toute suite de Cauchy d’'un espace métrique est bornée.

Démonstration. Soit (z,,),.y une suite de Cauchy d'un espace métrique (X, d). Il existe donc N € N
tel que I'on ait pour tous p,q € N, avec p > ¢ > N : d(z,,z,) < 1. Ceci revient a dire que |'ensemble
{x,,n > N} est borné (de diamétre < 1). Par ailleurs, I'ensemble {x¢, z1,..., 2y} est également

borné (puisqu'il est fini). Il en résulte donc que I'ensemble
{p,n e N} ={xg,z1,...,2n} U {xH,n > N}

est aussi borné (en tant que réunion de deux ensembles bornés). Autrement dit, la suite (z,,), .y est

bornée. La proposition est démontrée. O
Proposition 5.3. Toute suite convergente d'un espace métrique est de Cauchy.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique et (), une suite d'éléments de X. Supposons
que (z,), est convergente (vers un certain £ € X) et montrons qu’elle est de Cauchy. Soit ¢ > 0.

Pour tous p,q € N, on a (d'apreés I'inégalité triangulaire) :
d(zp, xy) < d(zp, ) + d(xg, 0).

Mais puisque lim, oz, = ¢, il existe N € N tel que Vn > N : d(z,,/) < 5. Pour un tel N,

en prenant donc p > ¢ > N, on obtient : d(x,,() < 5 et d(z,, () < 5. Ce qui entraine (d'apres

I'inégalité triangulaire de ci-dessus) : d(z,,z,) < § + 5 = €. En récapitulant, on a :

Ve > 0,3N e Ntel que Vp,ge N: p>¢g>N —d(z,,z,) <e.

49



B. FARHI Chap 5. Espaces complets

Ce qui montre que (), est de Cauchy. La proposition est démontrée. ]

Quelques remarques :

1. La réciproque de la proposition 5.3 n'est pas toujours vraie. Autrement dit, une suite de Cauchy
d'un espace métrique quelconque n’est pas toujours convergente. Pour s'en convaincre, traitons
deux exemples :

(a) Dans X =]0, +o[, muni de la distance induite de la distance usuelle de R, la suite de

terme général 7, = L (n € N*) est de Cauchy dans X (puisque lim,, ;1o |2, —2,| = 0)

~n
mais elle n’est pas convergente dans X (car sa limite dans R est égale 3 0 et 0 ¢ X).
(b) Dans X = @, muni de la distance induite de la distance usuelle de R, la suite de terme
général z,, = >, % est de Cauchy (exercice) mais elle n'est pas convergente dans X

(car sa limite dans R vaut e et e ¢ Q).

2. Si X est un ensemble non vide et d et d’ deux distances topologiquement équivalentes de
X, une suite d'éléments de X peut étre de Cauchy dans (X, d) et ne pas I'étre dans (X, d').
Pour s’en convaincre, voici un exemple : soit X =]0, + o[ et soient d la distance induite sur
X de la distance usuelle de R (i.e., d(z,y) := |z — y|, Yo,y € X) et d' |a distance de X
définie par : d'(z,y) := |3 — | (Vz,y € X). On a déja vu a I'exercice 4.10 que d et d’ sont
topologiquement équivalentes; et pourtant la suite de terme général z,, = % (n € N*) est de
Cauchy dans (X, d) mais elle n'est pas de Cauchy dans (X, d’).

Ainsi, la propriété d'« étre de Cauchy » pour une suite n'est pas une propriété topologique
(i.e., elle n'est pas conservée par |'application d'un homéomorphisme); elle n'est donc pas

généralisable aux espaces topologiques quelconques.

3. On verra plus loin que si X est un ensemble non vide et d et d’ deux distances équivalentes sur

X alors toute suite de Cauchy dans (X, d) est également une suite de Cauchy dans (X, d').

Proposition 5.4. Soient (X,dy) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une application
uniformément continue. Alors pour toute suite de Cauchy (x,,), . de (X,dx), la suite (f(x,))

est de Cauchy dans (Y, dy).

neN neN

Démonstration. Soit (z,,),.y une suite de Cauchy dans (X, dx) et montrons que la suite (f(z,)), oy
est de Cauchy dans (Y, dy). Etant donné € > 0, comme f est uniformément continue, il existe n > 0

tel que :
Ve, o' € X : dx(x,2') <n=dy(f(z), f(2))) <e (%)

Fixons un tel . Comme (z,), est de Cauchy (dans (X,dx)), il existe N € N tel que Vp,q € N,
avecp>q> N,ona:

dx (Tp, Tq) <1

ce qui entraine (en vertu de (*)) qu'on a:

dy (f(xp), f(z4)) <e.
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En récapitulant, on a :
Ve > 0,3N e N tel que Vp,q e N, avec p > g > N, on a : dy(f(z,), f(z,)) <e.

Ce qui montre que la suite (f(z,)), est de Cauchy dans (Y,dy). La proposition est

démontrée. ]

Corollaire 5.5. Soit X un ensemble non vide et soient d et d’ deux distances équivalentes sur X .

Alors toute suite de Cauchy dans (X, d) est également une suite de Cauchy dans (X, d’).

Démonstration. Comme d et d’ sont deux distance équivalentes de X, alors |'application identité
id : (X,d) — (X, d) est lipschitzienne (en vertu de la proposition 4.38) et est donc uniformément
continue. Il s’ensuit (d'aprés la proposition 5.4) que I'image par id de toute suite de Cauchy (z,),,
de (X, d) (qui nest rien d'autre que la suite (), elle méme) est une suite de Cauchy dans (X, d').

Autrement dit, (z,,),, est une suite de Cauchy dans (X, d’). Le corollaire est démontré. O

Proposition 5.6. Toute sous-suite d'une suite de Cauchy d’'un espace métrique est -elle méme- de

Cauchy.

Démonstration. Soient (x,,), . une suite de Cauchy d'un espace métrique (X, d) et (z,, ),y une
sous-suite de (x,), (ou (ny),.y €St une suite strictement croissante d'entiers positifs). Montrons
que (z,, ), est -elle méme- de Cauchy. Etant donné € > 0, comme (), est de Cauchy, il existe
N e Ntel que Vp,g e N,avecp > ¢ > N, ona: d(xy, z,) <ec. Etant donné un tel N, puisque (ny),
est une suite strictement croissante d'entiers positifs, on a pour tous p,q € N, avec p > ¢ > N :
ny, > ng = q > N; dou d(xy,,v,,) < e (d'aprés la propriété de Cauchy précédente vérifiée par

(%), En récapitulant, on a:
Ve > 0,3N € N tel que ¥p,ge N, avecp > ¢ > N, on a: d(z,,,2,,) <€
Ce qui montre que la sous-suite (xy, ), de (x,), est de Cauchy. La proposition est démontrée. [J

Proposition 5.7. Si une suite de Cauchy d'un espace métrique posséde une valeur d’adhérence

alors elle converge vers cette valeur d'adhérence.

Démonstration. Soit (xy), .y une suite de Cauchy d'un espace métrique (X, d). Supposons que
(2,,),,cy Posséde une valeur d'adhérence ¢ (¢ € N) et montrons que (), converge vers (. Soit
e > 0. Comme (z,), est de Cauchy, il existe N € N tel que Vp,q € N, avec p > ¢ > N :

d(zp, z4) < 5. Fixons un tel N. Comme ( est une valeur d’adhérence de (z,),, il existe ny > N

n,
tel que d(z,,,¢) < 5. Par suite, en vertu de I'inégalité triangulaire, on a pour tout entier positif
n>mng.

d(xp, 0) < d(xp, Tny) + d(xpy, ) < % + % = €.
En récapitulant, on a donc :
Ve >0,Inge Ntel que Vne N: n>ny= d(x,, () <e.

Ce qui montre bien que la suite (z,,), converge vers (. La proposition est démontrée. ]
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5.2 Espaces métriques complets

Définition 5.8. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X est

convergente.
L'important théoréme suivant est déja vu en premiére année (au module d'Analyse 1).
Théoréme 5.9. [’ensemble R muni de sa distance usuelle est complet.

La démonstration de ce théoréme utilise le théoréme de Bolzano-Weierstrass dont |'énoncé est

le suivant :

Le théoréme de Bolzano-Weierstrass. De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-

suite convergente.

Démonstration du théoréme 5.9. Soit (), une suite de Cauchy dans R (muni de sa distance
usuelle) et montrons qu’elle est convergente. L'hypothése « (z,,), est de Cauchy » entraine (d'aprés
la proposition 5.2) que (z,,),, est bornée. Ce qui entraine (d'aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass)
qu’on peut extraire de (z,), une sous-suite convergente (z,,),.y. D'aprés la proposition 4.33, la
limite ¢ de (z,, ), est une valeur d’adhérence de la suite (z,,),,. Ce qui entraine (d'aprés la proposition

5.7) que la suite (x,), converge vers (. Le théoréme 5.9 est démontré. O

5.2.1 Quelques propriétés des espaces complets
Complétude d'un espace métrique produit

Proposition 5.10. Soient (X, d;) et (X2, ds) deux espaces métriques et soit X = X; x Xs,
muni d'une des distances produit définies au §4.7 (on munit par exemple X de la distance d =
max(dy, ds) ). Alors I'espace métrique produit (X, d) est complet ssi chacun des deux espaces mé-

triques (X1, dy) et (Xo,ds) est complet.

Démonstration.

e (=) : Supposons que I'espace produit (X,d) est complet et montrons (en faisant d'une pierre
deux coups) que chacun des deux espaces (Xi,d;) et (Xa,ds) I'est aussi. Soient alors (z,,), . et
(Un),eny deux suites de Cauchy de (X,d;) et (X5, dy) respectivement et montrons qu'elles sont

toutes les deux convergentes. Par hypothése, on a : Ve > 0,dN € N tel que Vp,qe N :

p>q> N — dl(l'p,ﬂfq) <e et dQ(yp’yQ) <€
«— max (di(xp, ), da(Yp, yy)) < €

— d((mpvyp)a (xtbyq)) < E.

Ce qui montre que la suite ((z,,Yn)), n d'éléments de X est de Cauchy dans (X, d). Et puisque

neN

(X, d) est supposé complet, on en déduit que ((z,, yy,)),, est convergente dans (X, d). En désignant
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par (¢1,03) € X sa limite, on a : Ve > 0,3np € N tel que ¥n e N :

n>ny = d((l’n,yn),<€1,€2)) <é€
<= max (dy(zp,l1),da(yn,l2)) < &
— d1($n,€1) < e et dg(yn,gg) < E.
Ce qui montre que la suite (x,,), converge vers {1 (dans (Xi,d;)) et la suite (y,), converge vers ¢,
(dans (X3, ds)). D'ou la complétude de chacun des espaces métriques (X1, d;) et (Xa,ds).

e (<) : Supposons que les deux espaces métriques (X1, d;) et (X, ds) sont complets et montrons
que |'espace produit (X, d) I'est également. Soit donc (2, Yn)),cy Une suite de Cauchy de (X, d)

et montrons qu'elle est convergente. Par hypothése, on a : Ve > 0,9dN € N tel que Vp,qe N :

p>Q>N = d((xpayp)a(xanQ)) <e
= max (di (2, Tq), d2(Yp, Yg)) < €

— di(xp,xy) <e et da(yp,y,) <e.

Ce qui montre que chacune des deux suites (), €t (Un) de (X1,d;) et (Xo,ds) respective-

ment, est de Cauchy. Comme chacun des deux espaces métriques (X;,d;) et (X2, ds) est supposé

neN’

complet, il s'ensuit que chacune de ces deux suites est convergente dans |'espace ol elle est définie.
En désignant par ¢; € X la limite de la suite (z,,),, et par ¢, € X, la limite de la suite (y,),, on a:

Ve > 0,dng € N tel que Vn e N :

n>nygy = dl(:pn,él) <¢e et dg(yn,gg) <€
<— max (dl(l’n, 51), dQ(yn, 62)) <e€
— d((xnu yn>7 (617 €2>) <Eé&.

Ce qui montre que la suite ((x,,y,)), de (X,d) converge vers ({1,{3) (¢ X). L'espace métrique
(X, d) est ainsi complet.

La proposition est démontrée. ]

Remarque : Dans la proposition 5.10, au lieu de la distance d = max(dy, ds), on pourrait prendre
une autre comme (d; + dy) ou +/d? + d3, ou plus généralement toute autre distance qui lui est
équivalente.

La proposition 5.10 se généralise comme suit :

Proposition 5.11 (généralisation de la proposition 5.10). Soient (Xi,d;),...,(X,,d,) (n € N*)
des espaces métriques et X = X x --- x X,,. On munit X de I'une des distances produit d définies
au §4.7 (par exemple d = max(dy,...,d,)). Alors I'espace métrique (X, d) est complet ssi chacun

des espaces métriques (X1,dy), ..., (X,,d,) I'est.

Démonstration. Soit on reprend la méme démonstration de la proposition 5.10 en I'adaptant évi-
demment a n espaces (au lieu de deux), ou bien (encore plus simple) on procéde par récurrence sur

n en se servant de la proposition 5.10. ]
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Corollaire 5.12. Pour tout n € N*, 'ensemble R™ muni de ['une des distances d,, dy ou d, (définies

au §1.1.1, page 3) est complet.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la proposition 5.11 (prendre X; = --- = X, =

R, tous munis de la méme distance d,, qui est la distance usuelle de R). 0
Corollaire 5.13. L’ensemble C muni de sa distance usuelle est complet.

Démonstration. D'aprés le § 4.3.5, I'application :

2 (CaduS> - (R27d2)

z — (Rz,92)

constitue une isométrie bijective et est donc uniformément continue ainsi que son inverse. Etant
donné (z,), . une suite de Cauchy de (C,d,s), la continuité uniforme de ¢ entraine (d'aprés la
proposition 5.4) que la suite (¢(z,)), est de Cauchy dans (R?,ds). Par suite, comme ce dernier
étant complet (d'aprés le corollaire 5.12) alors la suite (¢(z,)),, est convergente dans (R?, d5). Enfin,
la continuité de ¢! entraine (en vertu de la proposition 4.32) que la suite (o (¢(2))),, = (2n),,
est également convergente dans (C,d,s). Ceci conclut que toute suite de Cauchy de (C,d,s) est

convergente ; autrement dit, (C, d,s) est complet. Le corollaire est démontré. O

Corollaire 5.14. Pour tout n € N*, I'ensemble C™ muni de I'une des distances d,, dy ou d, (définies

au §1.1.1, page 3) est complet.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la proposition 5.11 (prendre X; = --- = X, =

C, tous munis de la méme distance d,s, qui est la distance usuelle de C). O

Parties complétes d’'un espace métrique

Définition 5.15. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X. On dit que A est
complet si le sous-espace métrique (A, d,) de (X, d) est complet. Autrement dit, A est complet

si toute suite d'éléments de A, qui est de Cauchy dans (X, d), converge vers un élément de A.
Proposition 5.16. Tout sous-ensemble complet d'un espace métrique est un fermé.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X. Supposons que A
est complet et montrons qu'il est fermé. Ceci revient a montrer (en vertu du corollaire 4.31) que
toute suite d'éléments de A, qui converge dans X, a pour limite un élément de A. Soient alors
(2,,),,cy Une suite d'éléments de A qui converge dans (X, d) vers un certain élément ¢ de X et
montrons que ¢ € A. Comme (z,,), est convergente dans (X,d) alors (en vertu de la proposition
5.3) elle est de Cauchy dans (X, d); donc aussi de Cauchy dans (A, d4). Et puisque A est supposé
complet, il en résulte que (z,,), est convergente dans (A, d4). Enfin, comme la limite de (z,,), dans
(A,d4) est forcément la méme que sa limite ¢ dans (X,d) (car sinon (), aurait deux limites
distinctes dans (X, d), ce qui n'est pas possible), on en conclut que ¢ € A. La démonstration est

achevée. O
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Proposition 5.17. Soient (X, d) un espace métrique complet et A un sous-ensemble de X . Alors

A est complet ssi A est fermé.

Démonstration.

e (=) : Si A est complet alors (d'aprés la proposition 5.16) A est fermé.

° ﬁ Supposons que A est fermé et montrons qu'il est complet. Soit donc (a,),,y une suite
d'éléments de A, qui est de Cauchy dans (X, d), et montrons qu'elle converge vers un élément de
A. Comme (ay),, est de Cauchy dans I'espace complet (X, d) alors elle est convergente dans (X, d)
vers un certain ¢ € X. Mais puisque (a,,), est une suite d'éléments de A alors £ € A (en vertu de la
proposition 4.30). Enfin, puisque A est fermé, ona A = A; d'oti £ € A. Ainsi (an),, converge bien

vers un élément de A. Ceci compléte la preuve de la proposition. O

Proposition 5.18. Soit (X, d) un espace métrique. On a les propriétés suivantes :

(1) Si(A;),.; est une famille quelconque de sous-ensembles complets de X alors leur intersection

NierA; est un sous-ensemble complet de X .

(2) Si (Ai)

réunion U}, A; est un sous-ensemble complet de X.

1<i<n (avec n € N*) est une famille finie de sous-ensembles complets de X alors leur

Démonstration. Voir |'exercice 5.6. ]

5.3 Quelques grands théorémes classiques sur les espaces

complets

Nous présentons dans cette section trois grands théorémes classiques sur les espaces complet ;
a savoir : le théoréme des fermés emboités de Cantor, le théoréme du point fixe de Picard et le

théoréme de Baire.

Théoréme 5.19 (le théoréme des fermés emboités de Cantor).
Soit (X, d) un espace métrique complet et soit (F, ), une suite de fermés emboités de X (i.e.,

F, © F,.1, Vn € N) qui sont tous non vides et tels que lim §(F,) = 0. Alors l'intersection ﬂ F,
n—-+00
neN

est réduite a un singleton.

Démonstration. Comme NyenF) est contenue dans chaque F, (n € N) alors on a
d(NkenFr) < 0(Fy,) (Vn e N). Mais puisque lim,,_, 1o, 0(F,) = 0, il en résulte (en faisant tendre n
vers |'infini dans I'inégalité précédente) que 6(NgenFy) < 0; d'ol 6(NgenFy) = 0. Ceci entraine que
I'ensemble My F) contient au plus un élément. Pour conclure que cet ensemble est précisément un
singleton, il suffit donc de montrer qu'il est non vide. Pour tout n € N, fixons® un élément z,, de

F, (ceci est possible car, par hypothése, F,, # ). Nous allons montrer que la suite (z,), y ainsi

1. C'est I'axiome du choix qui nous le permet.
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obtenue est de Cauchy dans (X, d). Comme par hypothése lim,,_, o, 6(F,) = 0 alors, étant donné

e >0, il existe N € N tel que pour tout n € N :
n=N = §(F,) <e.
En fixant un tel NV, puisque les fermés F,, (n € N) sont emboités, on a pour tous p,q € N :
p>q=N — uz,2,€ Fy — d(z,,2,) <0(Fy) <e.
En récapitulant, on a donc :
Ve >0,IN eNtelque Vp,ge N: p>¢g=>= N =d(zy,z,) <e.

Ce qui montre que la suite (z,,), est de Cauchy dans (X, d), comme prétendu. Mais puisque (X, d)
est supposé complet, il s’ensuit que (z,,),, est convergente dans (X, d). En désignant par ¢ la limite
(k € N) de (z,)

Comme pour tout k € N, la suite (z,),, est une suite d'éléments de [}, (qui est un fermé) alors

de (x,),, ce méme ( est aussi la limite de toutes les sous-suites? (z,)

n=k neN-

sa limite ¢ appartient a Fj,. D'ol £/ € mpenF). L'intersection m,enF,, est donc non vide et on a

précisément N,enF), = {¢}, qui est bien un singleton. Le théoréme est démontré. O

Exercice : Montrer que la réciproque du théoréme de Cantor précédent est aussi vraie; c'est-a-dire
que tout espace métrique (X, d) vérifiant la propriété (x) suivante de Cantor est complet.
(*)

Pour toute suite (F,),.y de sous-ensembles fermés emboités de X telle que

lim,, 4o 0(F,) = 0, I'intersection N,enF), est un singleton.

Solution : Voir |'exercice 5.7. ]

Théoréme 5.20 (le théoréme du point fixe).
Une application contractante d’'un espace métrique complet dans lui méme posséde un et un seul

point fixe.

Démonstration. Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une application contrac-
tante; disons lipschitzienne d'un rapport k& < 1. Il s'agit de montrer que I'équation f(z) = x posséde
une unique solution dans X. Pour ce faire, on introduit (z,),.y la suite d'éléments de X définie
par : zp € X (choisi arbitrairement) et pour tout n € N : 2,41 = f(z,). Montrons que (z,,), est de
Cauchy dans (X, d). Pour tout n € N*, on a:

d(Tpy1,2n) = d(f(mn)af(xn—l)) < kd(xn, 2n1)

(puisque f est lipschitzienne de rapport k).

En réitérant plusieurs fois cette inégalité, on obtient pour tout n € N :

d(Tpi1,2n) < kd(xp,xn 1) < k-kd(x,_1,202) < ... < k- k- -k d(z1,20);

n fois

2. Ces sous-suites sont juste des décalées de la suite (x,),,cx-
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c'est-a-dire :
d(xn+17'rn) < knd<xlax0) (*)
Par suite, en utilisant (dans cet ordre) |'inégalité triangulaire généralisée puis I'inégalité (), on a

pour tous p,q € N, avec p > ¢ :

d(wp,zq) < d(zp,mp-1) + d(Tp-1, Tp-2) + -+ + d(Tgs1, Tg)
< KPTN(wy, o) + KPR (2, o) + -+ K2d(z, 20)
= (K*+ k™ 4+ k) d(21, o)

1 — kv
k4 (ﬁ) d(z1, o)
L4

1—-k

<

d($1,$0).

k4

Puisque ql_i)rfoo _kd(xl,xo) = 0 (car k €]0,1]), il s'ensuit que mli_l)riood(xp,xq) = 0. Ce qui
montre que la suite (x,), est de Cauchy dans (X,d), comme prétengif Mais puisque (X,d) est
complet alors la suite (z,,),, est convergente. En désignant par ¢ la limite de (x,,),, on a d'une part :
limy, o0 f(zn) = f(limy, 40 ) = f(€) (car f est continue, étant donné qu'’elle est lipschitzienne)
et d'autre part : lim,, o f(z,) = lim,, ;oo x, 1 = £. |l en résulte de I'unicité de la limite que I'on
a f(¢) = £; autrement dit, ¢ est un point fixe de f. Montrons maintenant que ce point fixe ¢ de f
est unique. Si ¢’ est un autre point fixe de f, on a d'une part : d(f(¢), f(¢')) = d(¢,¢') et d'autre
part : d(f(0), f(¢")) < kd(¢,¢") (puisque f est lipschitzienne de rapport k). D'ou d(¢,¢') < kd(¢, (') ;
c'est-a-dire (1 — k)d(¢,¢") < 0. Ce qui entraine (puisque k €]0, 1] et d(¢,¢") = 0) que d(¢,¢") = 0.

D'ot £ = ¢'. Ainsi f posséde un unique point fixe qui est /. Le théoréme est démontré. O

Théoréme 5.21 (le théoréme de Baire - 1899).

Dans un espace métrique complet, on a les deux propriétés équivalentes suivantes :
(i) Toute réunion dénombrable de fermés d'intérieurs vides est d'intérieur vide.

(ii) Toute intersection dénombrable d’ouverts partout denses est partout dense.

Démonstration. L'équivalence entre les propriétés (i) et (ii) se démontre immédiatement par passage
aux complémentaires (voir |'exercice 5.8). Il suffit alors de montrer I'une de ces deux propriétés (i) et
(ii). Montrons par exemple (ii). Etant donné (£, d) un espace métrique complet, soit (O,),,-, une

suite d'ouverts partout denses et montrons que N "% 0, est partout dense. Il s’agit de montrer que

+00

%0, rencontre tout ouvert non vide de E. Soit donc €2 un ouvert non vide de E et montrons

N
que (N20,) N Q # . Pour ce faire, on suit le procédé récursif suivant :

— Comme O est partout dense alors O; N Q) # ¢ ; d'oti (puisque O; N 2 est un ouvert de F)
O1 N Q) contient une boule ouverte (non vide) de rayon aussi petit qu'on le souhaite, qui contient a
son tour une boule fermée (non vide) de rayon aussi petit qu'on le souhaite. En particulier, O; N Q
contient une boule fermée B(xy,71), avec 2, € E et 0 <7, < 1/2.

— Par suite, comme O; est partout dense alors Oy B(xy1,71) # & ; d'ol (puisque Oy B(z1,71) est
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un ouvert de E) Oy n B(x1,71) contient une boule fermée B(xy,73), avec 7o € E et 0 < 1y < 1/4.
— Par suite, comme Oj est partout dense alors O3 N B(xg,73) # & et donc O3 N B(xg,75) contient
une boule fermée B(x3,73), avec z5€ E et 0 < 13 < %, .. .etc.

Ce procédé (infini) nous fournit une suite de boules fermées emboitées

B(xy,71) D B(wy,1m) o B(xs,r3) D
qui sont toutes non vides et dont la suite des diamétres (J,,),,-., tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini
(puisque 6,, < 2r,, < 2 X 2% pour tout n € N*). Il s’ensuit, en vertu du théoréme des fermés emboités
de Cantor (i.e. le théoréme 5.19), que l'intersection M, B(z,,7,) est réduite a un singleton {x}
(x € E). Enfin, ce point = appartient d'une part a tous les O,, (n > 1), puisque pour tout n € N¥,

onax e B(x,,r,) < O,; et il appartient d'autre part a , puisque z € B(x;,r;) < Q. D'ou

+00
n=1

+00
n=1

z € (N ) N §2. Ce qui montre que (N n) N §) # & et compléte cette démonstration. [

Remarques complémentaires :

1. Un espace topologique (non forcément métrisable) qui vérifie I'une (donc également I'autre)
des propriétés équivalentes (i) et (ii) du théoréme 5.21 s'appelle un espace de Baire. Le
théoréme 5.21 se reformule alors plus simplement en énoncant que « tout espace métrique
complet est de Baire ». Noter qu'il existe d'autres conditions suffisantes simples sur un espace
topologique pour qu'il soit de Baire. On montre par exemple que « tout espace topologique

localement compact est de Baire » et que « tout ouvert d'un espace de Baire est de Baire ».

2. Une partie d'un espace topologique qui est contenue dans une réunion dénombrable de fermés
d'intérieurs vides s'appelle une partie maigre. Un espace de Baire (voir le point ci-dessus)

est donc simplement un espace topologique ou le seul ouvert maigre est I'ensemble vide.

3. Le théoréme de Baire (i.e. le théoréme 5.21) est un outil puissant pour I'Analyse. Il posséde des
conséquences remarquables sur les fonctions a variable réelle ou complexe (continuité, dériva-
bilité, holomorphie, etc). A titre d’exemple, il montre que la limite simple ® d'une suite d'appli-
cations continues (d'un espace métrique dans un autre espace métrique) est une application

continue sur une partie partout dense. Une conséquence immédiate de ce résultat énonce que

« la dérivée d'une fonction dérivable sur R est une fonction continue sur une partie dense dans
R».

En Analyse fonctionnelle, le théoréme de Baire s'applique pour démontrer un théoréme fon-

damental, connu sous le nom du « théoréme de Banach-Steinhaus ».

3. Au module d'Analyse 3, I'étudiant a appris que |'une des conditions suffisantes (mais loin d'étre nécessaire)
pour que la limite simple d’une suite d'applications continues (d'un intervalle I de R dans R) soit continue sur I est

la convergence uniforme sur I de cette suite de fonctions.

58



B. FARHI Chap 5. Espaces complets

Exercices

* Exercice 5.1. Soient E :=]0, +o0 et d la distance de E définie par :
d(z,y) = |Inz —Iny| (Vx,y € E).

— Montrer que I'espace métrique (E, d) est complet.

* Exercice 5.2. Soit d la distance de R définie par :
d(xz,y) := |arctanx — arctany| (Vz,y € R).

— L'espace métrique (R, d) est-il complet ?

* Exercice 5.3. En utilisant convenablement le théoréme du point fixe, montrer que I'équation :
Va2 41 = e —z—1
posséde une solution unique sur I'intervalle [0, 4-oo|.

* Exercice 5.4. En utilisant convenablement le théoréme du point fixe, montrer que le systéme de

deux équations :
3x

sinx + cosy

cosx + 2siny 4y

posséde une unique solution dans R2.
* Exercice 5.5. Soit (E, d) un espace métrique et soit (u,), .y une suite de Cauchy de E. Pour tout
xr € E et tout n € N, on pose a,(z) = d(up, x).

1. Montrer que pour tout = € R, la suite (a,,(z)),, est convergente dans R.

Pour la suite, on définit :

f+ E — R

r — f(z):= l_i)rilwan(x)'

2. Montrer que f est continue.
3. Montrer qu'on a ingf(m) = 0 et donner la condition sur (u,), pour que cet infinimum soit
e
atteint.
* Exercice 5.6. Soit (E,d) un espace métrique.
1. Montrer que toute intersection de parties complétes de £ est une partie compléte de E.

2. Montrer que toute réunion finie de parties complétes de E' est une partie compléte de F.
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* Exercice 5.7 (la réciproque du théoréeme de Cantor).
Soit (E,d) un espace métrique vérifiant la propriété des fermés emboités de Cantor.

— Montrer que (F,d) est complet.

Etant donnée une suite de Cauchy (), de E, considérer la suite de fermés emboités (F},),
de E, avec F), := {z,,, 41, ...} (Vn e N).

* Exercice 5.8 (les propriétés de Baire).
Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Toute réunion dénombrable de fermés d'intérieurs vides est d'intérieur vide.

(ii) Toute intersection dénombrable d'ouverts partout denses est partout dense.

* Exercice 5.9. En utilisant le théoréme de Baire, montrer que R n'est pas dénombrable.

* Exercice 5.10.
1. Montrer que R\@Q est une intersection dénombrable d'ouverts denses dans R.

2. En se servant du théoréme de Baire, en déduire que QQ ne peut pas s'écrire comme intersection

dénombrable d’ouverts denses dans R.

Exercice 5.11. Soit (E,d) un espace métrique complet. On suppose que E est une réunion dénom-
brable de fermés; c'est-a-dire que E s'écrit : E = U F,, (avec F}, est un fermé de F, pour tout
n € N*). On pose () := u;ffllﬂin.

— Montrer que € est dense dans E.
Appliquer le théoréme de Baire pour les fermés F! := F,, n (E\Q2) (n € N*).

FARSARON
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Chapitre 6

Espaces compacts

6.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

Définitions 6.1.

e Soient E un ensemble et (6;),.; une famille de parties de E. On dit que (6;),_; recouvre E (ou

1€l
constitue un recouvrement de E) si | J,_; 6, = E.
® Si (0;);; est un recouvrement d'un ensemble E, une sous-famille (¢;),.; (lo = I) de la famille

(0;),c;» qui est elle méme un recouvrement de E, s'appelle un sous-recouvrement de E du

€

recouvrement (6;)._;.

e Un recouvrement (0;),.; d'un ensemble E est dit fini si I'ensemble d'indices I est fini.

e Lorsque (E, T) est un espace topologique, un recouvrement de E constitué d'ouverts de E s'appelle

un recouvrement ouvert de F.

La propriété de Borel-Lebesgue d'un espace topologique
Définition 6.2. Soit (F, 7) un espace topologique. On dit que F satisfait la propriété de Borel-
Lebesgue si :

« De tout recouvrement ouvert de F, on peut extraire un sous-recouvrement fini ».
Autrement dit, si :

V(0;),; une famille d'ouverts de E telle que u;c;O; = E, 31, < I, avec I, fini, tel que
Uielooi = E

La compacité d’'un espace topologique

Définition 6.3. Un espace topologique (E, T) est dit compact s'il est séparé et vérifie la propriété

de Borel-Lebesgue.
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Exemples :

1. Si E est un ensemble fini, muni de sa topologie discréte 74;s, alors |'espace topologique (F, 74is)
est compact. En effet, E est bien séparé et vérifie la propriété de Borel-Lebesgue (puisqu'il n

y a qu'un nombre fini d'ouverts de F, étant donné que E est fini).

2. L'ensemble des nombres réels R, muni de sa topologie usuelle, n'est pas compact. En effet, la
famille (] — n,n[),c+ constitue bien un recouvrement ouvert de R mais on ne peut extraire
d'elle aucun sous-recouvrement fini (car toute réunion finie d'intervalles ayant la forme | —n, n[

(n € N*) donne un ensemble borné de R et ne peut donc étre égale a R).

Remarque : Pour les anglo-saxons, |'axiome de séparation n'est pas inclus dans la définition de la

compacité d'un espace topologique !

Définition 6.4. Une partie A d'un espace topologique (F, T) est dite compacte si le sous-espace

topologique (A, 74) de (E, T) est compact.

La proposition suivante a pour but de caractériser la compacité d'une partie d'un espace
topologique séparé E sans faire appel a la topologie induite résultante (c'est-a-dire en travaillant

directement avec les ouverts de E).

Proposition 6.5 (fondamentale). Soient (E, ) un espace topologique séparé et A une partie de
E. Alors A est compacte ssi de toute famille (O;),., d'ouverts de E dont la réunion contient A, on

peut extraire un nombre fini d’ouverts dont la réunion contient A.

Démonstration. Comme (E, 7) est séparé alors tout sous-espace topologique de E est séparé (voir
I'exercice 3.6); en particulier (A, 74) est séparé. Par conséquent, A est compacte ssi le sous-espace
topologique (A, 74) de (E, 7) satisfait la propriété de Borel-Lebesgue. Il nous suffit donc de montrer
que la propriété de Borel-Lebesgue pour (A,74) est équivalente a la propriété énoncée dans la
proposition.

e (=) : Supposons que (A, 74) satisfait la propriété de Borel-Lebesgue et soit (O;), ; une famille
d'ouverts de F telle que u;c;O; © A. Nous devons montrer qu'il existe Iy < I, avec I, fini, tel que
Uier,O; 2 A. La famille (O; n A),_; est constituée d'ouverts de (A, 74) (puisque les O; sont des

ouverts de (F, 7)) et vérifie :

J0ina) = [|JOi|n4A = A

el el
(puisque Ue1O; D A par hypothése). Cette famille (O; n A),.; constitue donc un recouvrement
ouvert de (A, 74). Comme (par supposition) (A, 74) satisfait la propriété de Borel-Lebesgue, on peut

extraire de ce recouvrement (O; N A),.; de A un sous-recouvrement fini (O; N A),., (Io = I, I

1€l
fini). On a alors :

J©in4) = 4,

iEIo
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c'est-a-dire :

Uoi NA = A

iE]b

(4e) - (o) -«

confirmant la propriété requise.

D'ou I'on déduit que :

e (<) : Supposons que de toute famille (O;),.;, d'ouverts de E dont la réunion contient A, on
peut extraire un nombre fini d'ouverts de E dont la réunion contient A et montrons que le sous-
espace topologique (A, 74) de (E,T) satisfait la propriété de Borel-Lebesgue. Soit donc (€2;).;
un recouvrement ouvert de (A, 74) et montrons qu’on peut en extraire un sous-recouvrement fini.
Comme chaque €2; (i € I) appartient a 74 alors Q; s'écrit : Q; = O; n A, avec O; est un ouvert
de E. Par hypothése, on a u/§2; = A, qui s'écrit donc U (0; N A) = A, ce qui équivaut a :

(Uie1O;) N A = A et montre qu'on a :

Uoi > Uoi NA = A

el el
On dispose ainsi d'une famille (O;),_.; d'ouverts de E dont la réunion contient A. D'aprés notre

supposition, on peut extraire de cette famille un nombre fini d'ouverts de E dont la réunion contient

A; autrement dit, 31y < I, I fini, tel que :

UOi o A

iE]b
Ceci entraine qu'on a :
Joi|nA = 4
iE[O

c'est-a-dire :

J©in4) = A

iE]b

Autrement dit :

UQi = A

iE]b
Ce qui montre que la famille (€2;),., est un recouvrement de A, qui est bien fini et extrait du
recouvrement ouvert initial (€2;)

7 de (A, 74). Ainsi I'on conclut que (A, 74) satisfait la propriété

de Borel-Lebesgue, comme il fallait le prouver. Ceci compléte la preuve de la proposition. O

La proposition suivante fournit une autre fagon de définir (ou de caractériser) un espace

topologique compact en se servant de familles de fermés au lieu de familles d'ouverts.

Proposition 6.6. Soit (E,T) un espace topologique séparé. Alors E est compact ssi de toute
famille de fermés d'intersection vide, on peut extraire une sous-famille finie de fermés d’intersection

vide.
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Démonstration.

° ﬂ Supposons que E est compact et soit (F;),.; une famille de fermé de £ d'intersection vide
(i.e., Nt F; = ). Il 'agit de montrer qu'il existe Iy < I, I, fini, tel que N;c;, F; = &. Comme pour
chaque i € I, F; est un fermé de E alors F; s’écrit F; = CrO;, avec O; est un ouvert de E. L'égalité
ensembliste N F; = F s'écrit alors M (CEO;) = & ; ce qui équivaut (d'aprés les formules de
De Morgan) a Cr(uicsO;) = O ; qui équivaut encore & U,e;O; = E. Cette derniére montre que la
famille <Oi)iel constitue un recouvrement ouvert de £/. Comme E est supposé compact, on peut
extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini; autrement dit, 31, < I, I fini, tel que

Uier,O; = E. Dot I'on déduit que :
Ce Uol- = (zF = &.
i€l

Ce qui équivaut (d'aprés les formules de De Morgan) a :

(€0 = @,

iE]b

NE = @

iEIO

c'est-a-dire :

qui donne le résultat requis.

° @ Supposons maintenant que de toute famille de fermés (de E) d'intersection vide, on peut
extraire une sous-famille finie de fermés d’intersection vide et montrons que F est compact. Comme
E est supposé séparé, il reste juste 3 montrer que F satisfait la propriété de Borel-Lebesgue. Soit
donc <Oi)iel un recouvrement ouvert de E/ et montrons qu’on peut en extraire un sous-recouvrement
fini. L'égalité ensembliste U;.;O; = F entraine (en prenant les complémentaires dans E de ses deux
membres) : Cp(uerO;) = . Ce qui équivaut (en vertu des formules de De Morgan) a :

N (Cc:0) = @.

el
La famille (C50;),.; est ainsi une famille de fermés de E (puisque les O; sont des ouverts de E)
d'intersection vide. D'aprés notre supposition, on peut extraire de cette famille une sous-famille finie
de fermés (Cr0;),.;, (lo = I, Iy fini) d'intersection vide; soit Nicr,(C£O;) = &. Ce qui équivaut

(d'apres les formules de De Morgan) a :

g UOi = .

i€lp

En prenant enfin les complémentaires dans E des deux membres de cette derniére, on obtient :
Jo: = E
iEIO

Ce qui montre que la famille (O;),., constitue un recouvrement de £ qui est bien un sous-

recouvrement fini du recouvrement initial (O;),.; de E. Ainsi, I'espace topologique (E, ) satisfait
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la propriété de Borel-Lebesgue et il est par conséquent compact.

Ceci compléte la preuve de la proposition. O
La proposition suivante est laissée comme exercice au soin du lecteur.

Proposition 6.7. Soient (E,T) un espace topologique séparé et A une partie de E. Alors A est
compacte ssi de toute famille de fermés (de E ) d'intersection disjointe avec A, on peut extraire une

sous-famille finie d'intersection disjointe avec A. ]

6.2 Propriétés des espaces topologiques compacts

Théoréme 6.8. Soit (E,T) un espace topologique séparé. Alors toute partie compacte de E est

fermée.

Démonstration. Soit A une partie de E. Supposons que A est compacte et montrons qu'elle est
fermée. Cela revient & montrer que Cg A est un ouvert. Ce qui revient encore & montrer que (A est
voisinage de chacun de ses points. Soit donc y € (g A et montrons que Cx A est un voisinage de v.
Pour tout = € A, puisque = # y (car y € CpA), la séparation de E entraine qu'il existe un voisinage
ouvert V,, de x et un voisinage ouvert %(x) de y tels que V, n V;fx) = (. Maintenant, comme A

est supposé compact et qu'on a de toute évidence :
Uv = 4
reA

alors (en vertu de la proposition 6.5) on peut extraire de la famille d'ouverts (V) _, une sous-
famille finie (V)

(compte tenu des formules de De Morgan) :

,, telle que U} V,, o A. Par passage au complémentaires dans F, on obtient

i=1,...,

(Vi) = CeA.
=1

Mais puisque Vy(I) c CgV, pour tout z € A (car V, n V},z) = &), il s'ensuit que :

n

ﬁvy(mﬂ < [)(CsVa) < CpA.
i=1 i=1

Enfin, comme m?ley(xi) est un ouvert de £ contenant y (car c'est une intersection finie d'ouverts
de E contenant y), on en conclut que CgA est bien un voisinage de y. Ce qui compléte cette

démonstration. n

Théoréme 6.9. Soit (E,T) un espace topologique compact. Alors toute partie fermée de E est

compacte.

Démonstration. Soit A une partie fermée de E et montrons que A est compacte. D'aprés la pro-

position 6.7, cela revient a montrer que de toute famille de fermés (de E) d'intersection disjointe
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avec A, on peut extraire une sous-famille finie d'intersection disjointe avec A. Soit donc (F;),_; une
famille de fermés de F d'intersection disjointe avec A (i.e., (nie/Fi) N A = ¢F) et montrons qu'on
peut extraire d'elle une sous-famille finie (Fi)ie]O (Ip < I, I, fini) telle que I'intersection Nyey, F; soit
A}

(constituée des F; (i € I) et de A) est une famille de fermés de E d'intersection vide. La compa-

disjointe avec A (i.e., (Nier, ;) N A = ). Comme A est supposée fermée, la famille {(F})

€l

cité de F entraine alors (en vertu de la proposition 6.6) qu'on peut extraire de cette famille une

sous-famille finie d'intersection vide. Cette sous-famille est de I'une des deux formes suivantes :

(E)ielo ou {(E)ieIO7A} )

avec Iy < I, I fini. Dans les deux situations, on a :

ﬂ F,lnA=g.
iEI()
Ce qui donne le résultat requis et achéve cette démonstration. O

Remarque : En réunissant les deux théorémes 6.8 et 6.9, on voit que dans un espace topologique

compact, on a équivalence entre « partie fermée » et « partie compacte ».

Corollaire 6.10. Soient E un espace topologique et A une partie compacte de E. Alors, toute

partie fermée de E et incluse dans A est compacte.
Démonstration. |l suffit d'appliquer le théoréme 6.9 au sous-espace topologique A de E. H

Le résultat de ce dernier corollaire peut s'exprimer littérairement comme ceci :

Toute partie fermée incluse dans une partie compacte d’'un espace topolo-

gique est, elle méme, compacte.

Théoréme 6.11. Dans un espace topologique séparé E, on a les deux propriétés suivantes :
(i) Toute réunion finie de parties compactes de E est un compact de E.

(ii) Toute intersection de parties compactes de E est un compact de E.
Démonstration. Voir |'exercice 6.4. n

Théoreme 6.12. Soit E un espace topologique compact. Alors toute suite de E posséde au moins

une valeur d’adhérence.

Démonstration. Soit (x,,),.y une suite de E. D'aprés le résultat de |'exercice 3.2, I'ensemble des

valeurs d'adhérence de (z,,),, est égale a :

ﬂ . | avec Fr:={z, , n>k}.

keN
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Il s'agit donc de montrer que NpenFy # . Procédons par |'absurde en supposant que NyenFr = .
Alors, comme E est compact, on peut extraire de la famille de fermés d'intersection vide (F}),

une sous-famille finie (F},),_, . d'intersection vide; soit

Fk ﬂ"'ﬁFk = @

1 ™

Mais d'un autre c6té on a (puisque tout ensemble est contenu dans son adhérence) :
T
Fo,n--nF, o ﬂ{xn ,n=kt = {x,, n>=max(ky,...,k)} # O,
i=1

ce qui contredit bien le fait établi juste au dessus. On a donc NyenF), # & et la suite (z,,),, posséde,

par conséquent, au moins une valeurs d'adhérence. Le théoréme est démontré. O

6.3 Caractérisation des espaces métriques compacts

La propriété de Bolzano-Weierstrass d’'un espace métrique

Définition 6.13. Soit (E,d) un espace métrique. On dit que F satisfait la propriété de Bolzano-

Weierstrass si :

« Toute suite de E posséde une sous-suite convergente ».

Théoréme 6.14 (la caractérisation de Bolzano-Weierstrass). Soit (E, d) un espace métrique. Alors

E est compact ssi E/ satisfait la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Remarque : Il y a la compacité a la Borel-Lebesgue (qui est plus générale puisqu'elle définit la
compacité d'un espace topologique quelconque) et la compacité a la Bolzano-Weierstrass (qui est
restreinte aux espaces métriques). La caractérisation de Bolzano-Weierstrass (du théoréme 6.14)
est quelquefois prise comme définition des espaces métriques compacts (notamment pour les non
matheux). Elle est effectivement moins abstraite et plus cernable que la caractérisation en termes de

recouvrements ouverts; néanmoins, cette derniére est plus puissante et plus riche en applications.

Pour démontrer le théoréme 6.14, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 6.15. Soit (E,d) un espace métrique satisfaisant la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Alors pour tout recouvrement ouvert (O;)._, de E, il existe r > 0 tel que pour tout x € E, la boule

iel

ouverte B(x,r) est incluse dans I'un au moins des ouverts O; (i € I).

Preuve du lemme 6.15. Soit (O;),.; un recouvrement ouvert de E. On procéde par I'absurde en

supposant que :
Vr>0,dx e E tel que Vie I : B(x,r) ¢ O;.

En prenant en particulier » = £ (n € N*), on obtient :
* . 1
VneN* dx,e EtelqueViel: Bz, — | O,
n
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En fixant pour tout n € N* un tel z,, on obtient une suite (x,), y« de E. D'aprés la propriété
de Bolzano-Weierstrass (supposée satisfaite par E), cette suite posséde au moins une sous-suite
convergente. Soit (7,(,)), une sous-suite convergente de (z,), et £ € E sa limite. Comme (O;),.,
constitue un recouvrement de ), il existe i € I tel que £ € O;,. Par suite, puisque O;, est un ouvert
de F, il existe ¢ > 0 tel que : B({,e) = O;,. Fixons en un tel e. Maintenant, puisque (7)),

converge vers ¢ alors il existe n; € N* tel que l'on ait :

£
Vn e N* : n>n1=>d($¢(n),€) <§ (1)
Par ailleurs, puisque la suite réelle (%n)) converge vers 0 alors il existe ny € N* tel que I'on ait :
VneN*: n>ny— ! << (2)
. 2 - < -
p(n) 2

En utilisant (1) et (2), on obtient que pour tout entier n > max(n, n,) et tout x € B <x¢(n), ﬁ)

on a:

d(z,0) < d(x,zem) + d(Tpm),l)
1
<< —+d T nug
2 2

D'ou I'on déduit que I'on a pour tout n > max(ny,ns) :

Vo e B <£U¢(n), ) , xeBe),

1
¢(n)
ce qui montre que B(Zy(n), ﬁ) c B(l,e) (Yn > max(ni, ny)). Mais puisque B({,e) < O;,, on
en conclut que B(Zy(n), ﬁ) < O;, (Vn > max(ny,ng)). ce qui est en contradiction apparente
avec la propriété de base de la suite (x,),, a savoir « Vn € N*,Vie I : B(z,,+) ¢ O; ». Cette

contradiction confirme la propriété requise et achéve cette démonstration. O

n?

Preuve du théoréme 6.14.

(=>_): Supposons que (E, d) est compact. Alors, d'aprés le théoréme 6.12, toute suite de £ posséde
au moins une valeur d'adhérence; ce qui équivaut a dire que toute suite de £ posséde au moins
une sous-suite convergente (car on sait, d'aprés la proposition 4.33, qu'une valeur d'adhérence d'une
suite d'un espace métrique n'est rien d'autre qu'une limite de |'une de ses sous-suites convergentes).

Autrement dit, F satisfait la propriété de Bolzano-Weierstrass.

ﬂ Supposons que F satisfait la propriété de Bolzano-Weierstrass et montrons que E est compact.
Comme E est séparé (en tant qu'espace métrique), il reste juste a montrer que E satisfait la propriété
de Borel-Lebesgue. Soit donc (O;),.; un recouvrement ouvert de E et montrons qu'on peut en
extraire un sous-recouvrement fini. D'aprés le lemme 6.15, il existe r > 0 tel que pour tout x € F, il
existe i(x) € I tel que B(x,7) < Oj(y). Fixons en un tel 7. Nous allons construire récursivement une

progression xg, x1, ... de points de I dont la finitude entrainera |'existence d'un sous-recouvrement
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de F :

— Prenons 2y € E quelconque. On a B(xg,r) < Oi(ao)-

fini du recouvrement (O;),_;
— Si B(xg,r) = E alors, a fortiori, O;(,,) = E et la famille {O;,,)} (constituée d'un seul ouvert)

est un sous-recouvrement fini du recouvrement initial (O;)._, de E.

iel
— Sinon (i.e., si B(xo,r) # E) alors il existe x1 € E\B(xo,7) et on a B(x1,7) C Oj(z,).

— Par suite, si B(xg,r) U B(x1,7) = E, alors a fortiori O;z) U Ojz) = E (puisque B(xq,7) <
Oi(wo) €t B(21,7) © Oy(zy) et la famille {O;), Oi(z1)} est ainsi un sous-recouvrement fini du
recouvrement initial (O;), ,; de E.

— Sinon (i.e., si B(xg,r) U B(x1,7) # E) alors il existe x5 € E\(B(xo,7) U B(x1,r)) et on a
B(x2,7) € Oj(a,)- Et ainsi de suite ...

Il est claire que si ce procédé s'arréte, un sous-recouvrement fini du recouvrement (O;), de E
en découle. Montrons que c'est effectivement le cas. Pour ce faire, on procéde par I'absurde en
supposant que le procédé en question se poursuit indéfiniment. On obtient donc une suite (),

de E vérifiant (en particulier) pour tout n € N :
Tns1 € B\ (B(xg,7) U -+ U B(x,,T))

Cette relation montre que pour tous p,q € N, avec p # ¢, on a d(x,,z,) = r. Ce qui montre que
(xy,), ne peut posséder une sous-suite convergente, et contredit, de ce fait, I'hypothése de départ
faite sur E (a savoir que E satisfait la propriété de Bolzano-Weierstrass). Notre procédé doit donc
s'arréter et fournira le sous-recouvrement fini recherché du recouvrement (0;),.;, de E. D'ot E est

effectivement compact.

Ainsi s'achéve notre démonstration. O

6.4 Espaces totalement bornés

Définition 6.16. Un espace métrique (E,d) est dit totalement borné (ou précompact) si pour
tout € > 0, il existe un recouvrement fini de E constitué de boules ouvertes de rayon . Ce qui

s'exprime avec le symbolisme mathématique par :
Ve > 0,Ine N* Jxy,...,2,€ E: B(xy,e) U B(zg,e) U+ U B(zy,e) = E.

Définition équivalente 6.17. Un espace métrique (E,d) est dit totalement borné (ou pré-
compact) si pour tout ¢ > 0, il existe un nombre fini de parties de E, de diamétres < ¢, qui

recouvrent E. Ce qui s'exprime avec le symbolisme mathématique par :
Ve >0,IneN*" JA,,..., A, c E: AyuAsu---UA,=Feti(4d;) <e(Vie{l,...,n}).

La preuve de I'équivalence des deux définitions précédentes est facile et est laissée comme

exercice au soin du lecteur.

Exercice : Montrer que tout espace métrique totalement borné est borné.
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Théoréme 6.18 (fondamental). Un espace métrique est compact si et seulement s'il est complet

et totalement borné.
Démonstration. Voir les exercices 6.9 et 6.10. O

Corollaire 6.19 (Heine-Borel). Les parties compactes de R (muni de sa distance usuelle) sont

exactement ses parties fermées et bornées.

Démonstration. Soit A une partie de R.

(=) : Supposons que A compacte. Alors, d'aprés le théoréme 6.8, A est fermée. Et d'aprés le
théoréeme 6.18, I'espace métrique (A, dys|4) est totalement borné, donc borné (d'aprés le résultat

de I'exercice ci-dessus). Ainsi, A est une partie fermée et bornée de R.

(<) : Supposons que A est un fermé borné de R. Montrer que A est compacte équivaut a montrer
(en vertu du théoréme 6.14) que toute suite d'éléments de A posséde une sous-suite convergente
dans A. Soit donc (z,,),. une suite d'éléments de A et montrons qu’elle posséde une sous-suite
convergente vers un élément de A. Comme A est supposée bornée alors (z,,), est une suite réelle
bornée. Il s’ensuit (en vertu du théoréme de Bolzano-Weierstrass) que (z,,),, posséde une sous-suite

convergente (2 ,(,)) disons vers une limite £ € R. Comme (z,,)), est une suite d'éléments de A

neN’
(puisqu'elle est extraite d'une suite d'éléments de A) alors sa limite ¢ appartient & A. Mais puisque
A est supposée fermée, on a A = A; d'ou £ € A. Ainsi (z,(,))  est une sous-suite de (z,,), qui

converge vers un élément de A. Ce qui donne le résultat requis et compléte cette démonstration. [

6.5 Compacité et continuité

Théoreme 6.20. Soit f : E — F une application continue d'un espace topologique compact

dans un espace topologique séparé F'. Alors f(E) est une partie compacte de F'.

Démonstration. Montrer que f(E) est une partie compacte de F' revient a montrer (d'aprés la
proposition 6.5) que de toute famille d'ouverts de F' dont la réunion contient f(E), on peut extraire
une sous-famille finie dont la réunion contient f(E). Soit donc (£2;),.; une famille d'ouverts de F
dont la réunion contient f(E) et montrons qu'on peut en extraire une sous-famille finie dont la
réunion contient f(F). Par hypothése, on a :

o = 1B

iel
Ce qui entraine que :

= (UQZ) > [THf(E)).

i€l
Mais puisque ! (U QZ> = Uf_l(Qi) et que f~(f(E)) = E, il s’ensuit que :
el el

Jrte) = B

el
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c'est-a-dire (puisqu'on a aussi évidemment U;c;f~1(Q;) < FE) :

Jrte) = E

el
Cette égalité ensembliste montre que la famille (f1(£2;)),.; constitue un recouvrement de E. De
plus, comme f est continue et que les €; (i € I) sont tous des ouverts de F', ce recouvrement
est ouvert. Par suite, puisque E est compact, on peut alors extraire de (f~*(€;)),.; un sous-
recouvrement fini de E. Autrement dit, il existe Iy < I, avec I fini, tel que :

-1

) = E

iEIb
Il s'ensuit de cela que :

f <U flmi)) = f(B).

iEIo

Mais puisque f (U f_l(Qi)) = Uf(f_l(Qi)) et que f(f7' () = (Vi € L), on a

iE]b iE]ﬁ

f (U f_l(QZ-)> c U ; et il en résulte, de ce fait, que :

iely ST
o = 1B,
iE]ﬁ

ce qui donne bien le résultat requis. Le théoréme est démontré. O

Corollaire 6.21. Soit f : E — F une application continue d'un espace topologique E dans un
espace topologique séparé F' et soit A une partie compacte de E. Alors f(A) est une partie compacte
de F.

Démonstration. |l suffit d'appliquer le théoréme 6.20 a I'application f|4 : A — F' (la restriction de
faA, O

Le résultat de ce dernier corollaire peut s'exprimer briévement comme ceci :

L'image d'un compact par une application continue est un compact

(lorsque I'espace d'arrivée est séparé).

Corollaire 6.22. Toute bijection continue f : E — F d’un espace topologique compact E dans

un espace topologique séparé F' est un homéomorphisme.

Démonstration. |l s'agit de montrer que f~! : ' — E est continue. Ce qui revient & montrer que
I'image réciproque par f~! de tout fermé de E est un fermé de F. Autrement dit, I'image par f de
tout fermé de F est un fermé de F.. Comme E est compact, alors (en vertu du théoréeme 6.9) tout
fermé de E est un compact de F'; ce qui entraine (en vertu du corollaire 6.21) que son image par
f est un compact de F'; qui est par conséquent un fermé de F' (en vertu du théoréme 6.8). Ceci

confirme le résultat requis et achéve cette démonstration. ]
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Théoréme 6.23 (le premier théoréme de Heine). Soit f : K — R une application continue d'un

espace topologique compact K dans R. Alors [ est bornée et atteint ses bornes.

Dans la démonstration qui va suivre de ce théoréme, on s'appuie sur le résultat de |'exercice suivant

dont la solution est laissée au soin du lecteur !

Exercice : Montrer que pour toute partie bornée A de R, ona:infAe A et supAe A.

Démonstration du théoréme 6.23. Le théoréme 6.20 assure que f(K) est une partie compacte de
R; ce qui revient a dire (en vertu du corollaire 6.19) que c'est une partie fermée et bornée de R.
Le fait que f(K) est bornée équivaut a dire que f est bornée et entraine par ailleurs (d'apres le
résultat de I'exercice précédent) que : inf f(K) € F(K) et sup f(K) = m Mais puisque f(K)
est fermé, on a f(K) = f(K), ce qui conclut que : inf f(K) € f(K) et sup f(K) € f(K). Ce
qui revient a dire que [ atteint ses deux bornes inférieure et supérieure. Ceci compléte la preuve du

théoréme. 0

Théoréme 6.24 (le second théoréme de Heine - 1872). Toute application continue d'un espace

métrique compact dans un espace métrique quelconque est uniformément continue.

Démonstration. Soient (E,dg) et (F,dp) deux espaces métriques, avec E compact, et soit
f : E — F une application continue. Il s'agit de montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que Vi, 20 € E -

dp(z1,32) <6 = dp (f(21), f(22)) <e.

Montrons cette propriété pour un ¢ > 0 fixé arbitrairement. Pour tout x € F, il découle de la

continuité de f en x, qu'il existe d, > 0 tel que I'on ait pour tout 2’ € F :

dp(z,2') < 0, = dp (f(2), f(2')) < (*)

DO | ™

Par suite, comme la famille (B(x, %)) _, constitue (de toute évidence) un recouvrement ouvert

de E et que E est compact, alors on peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini
(B(x ELI))meI (I ¢ E, I est fini). Prenons

’ 2

J = min% (>0)

xel

et supposons donnés x1,z5 € E tels que dg(z1,x2) < 0. Puisque les boules ouvertes B(z, %)

(z € I) recouvrent E, il existe xo € [ tel que x, € B(x, 5%) On a par conséquent :
o
dE(I0,$1> < 7 < 6900

et

Oy O O
dg(zo,v0) < dp(vo,r1) + dp(r1,12) < 70+(5 < 70—1- = by
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Il s'ensuit (en vertu de (*) qu'on utilise pour (x,2’) = (z¢,x1) puis pour (z,z") = (z¢,x2)) qu'on

a:
dr (f(@o), f(2)) < 5 et dr (f(ao), f(@2)) < 5.
D'ou
dr (f(@1), f(@2) < di (F(21), f(20)) +de ((20). fl22)) < 545 = <
En récapitulant (depuis I'introduction des deux points z; et x5 de E), on a:
Vi, 20 € B2 dp(r1,22) <§ = dp (f(x1), f(22)) <&,
comme il fallait le prouver. Le théoréme est démontré. [

Théoréme 6.25 (le théoréme de Tychonoff). Un produit (fini ou infini) d'espaces topologiques est

compact si et seulement si chacun de ces espaces est compact.

Le théoréeme de Tychonoff est, sans doute, le théoréme le plus difficile de topologie générale.
Bien que son sens direct est assez simple (c'est une conséquence immédiate de la continuité des
projections canoniques), son sens inverse (dans le cas d'un produit infini d'espaces topologiques)
peine a s'éclaircir et fait appel a des arguments raffinés de la théorie des ensembles (tel que |'axiome
du choix). La théorie des filtres (introduite par H. Cartan en 1937) permet de simplifier quelque peu
la preuve du théoréme de Tychonoff quitte a sacrifier quelque temps dans son introduction. Cette
démarche reste tout de méme la plus préférée des auteurs de topologie générale. Pour ce qui nous
concerne, nous allons démontrer le théoréme de Tychonoff seulement dans son cas (facile) d'un

produit fini d'espaces topologiques.

Démonstration du théoréme 6.25 dans le cas d'un produit fini d’espaces topologiques.
Nous allons montrer qu'un produit de deux espaces topologiques E x F est compact si et seulement
si F et I sont tous les deux compacts. La généralisation en un produit fini se fait aisément par

récurrence.

(=) : Supposons que E x F' est compact. Comme les projections canoniques :

m: ExF — F X m: ExF — F
e

(z,y) — = (z,y) — vy
sont continues, ' x F est compact (par hypothése) et F est séparé (en tant que compact) alors
(d'apres le théoreme 6.20) les images de m; et my sont compactes; c'est-a-dire que E et F' sont

compacts.

(<) : Supposons que E' et F' sont tous les deux compacts et montrons que E x F' |'est également.
Puisque E et F' sont séparés (en tant que compacts) alors E' x F' |'est également et il reste donc a
montrer que £ x F vérifie |a propriété de Borel-Lebesgue. Soit donc (O;),.; un recouvrement ouvert

de £ x F' et montrons qu'on peut en extraire un sous-recouvrement fini. Etant fixé z € E, on a
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pour tout y € F': (x,y) € E x F' = U;c;O;; ce qui entraine qu'il existe i = i(z,y) € I tel que
(2,y) € Oj(ay). Par suite, comme O, (y € F') est un ouvert de £ x F, il est une réunion de
pavets ouverts de I x F'; ce qui entraine qu'il existe Uj(, ) un ouvert de E et Vj,) un ouvert de
F tels que :

(@,9) € Uiey) X Viwy) < Oi(ay)-

De ce fait, on a pour tout y € I : © € Uj(y,) €t y € V(). Ainsi, la famille (V; xy)) constitue un
recouvrement ouvert de /. Comme F' est supposé compact, alors on peut extraire de (Vi(x»y))yeF

un sous-recouvrement fini de F'. Autrement dit, il existe B, une partie finie de F telle que :
U View = F
yeBy
Considérons maintenant le sous-ensemble de E' (dépendant de z) suivant :
() Viea)-
yeBy
Cet ensemble €2, est une intersection finie d'ouverts de E' contenant z; c'est donc lui méme un

ouvert de E contenant . De plus, on a :

Qa: x B = Qz X <U %(a:,y)) = U (Qx x V;(Ly))

yEBz yEBz

c U (U za) X Vi ) (car Q0 € Uiz, Yy € By)

y€By
c | Oiaw (car Uiey) X Viwy) < Oi(ay))-
YEBy
D’'ou
Q. x F c U Oi(ay) (*)

yeBy
Ceci étant vrai pour tout x € E et nous pouvons maintenant faire varier x pour conclure. Puisque
Vee E, xe€Q, onakFE = UpQ,; autrement dit, la famille (€2,), 5 constitue un recouvrement
ouvert de £. Mais comme E est compact alors on peut extraire de (£2;),., un sous-recouvrement
fini; c'est-a-dire qu'il existe A < E, A fini, tel que :

L -

€A

En se servant de cette derniére et de (x), on a :

ExF = (UQI>><F = U(QIXF) c U(U Oi(m,)>= U Oiwy) € ExF.

TEA TEA reA \yeB;: x€A
YEBz
D'ou :
ExF = U Oi(x,y)-
€A
yEB,

Ceci montre que la famille (O;(;.,)) zc4 constitue un sous-recouvrement fini du recouvrement initial
yeBy

(0;),c; de E x F. Ce qui compléte la preuve du théoréme. O
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Corollaire 6.26. Pour tout n € N*, les parties compactes de R"™ sont exactement ses parties

fermées et bornées’.

Démonstration. Soit A une partie de R"™.

(=) : Supposons que A est compacte. Alors, d'aprés le théoréme 6.8, A est fermée et, d'apres le
théoréme 6.18, A est totalement bornée, donc bornée. Ainsi, A est une partie fermée bornée de R™.
(<) : Supposons que A est une partie fermée bornée de R™. La bornitude supposée de A entraine

(d'apres la proposition 4.25) qu'il est possible d'inclure A dans une boule ouverte By, (a,r), avec

a=(ay,...,a,) € R" et r > 0. Mais comme on a :
By, (a,r) = {(z1,...,2,) eR": doo ((z1,...,20),(a1,...,a,)) <71}
= <{(x1,...,2,) ER": max |xi—ai\<r}
1<i<n
= X1y, Tp) €ERY 0oy —ai] <1 Vie{l,...,n}}

(z1, ...
(ZEI,...

= H]az —T,a +T[7

,op) €ER™: wy€la; —rya; +r[,Vie {1,...,n}}

i=1
il s'ensuit que :
n n
A c l_[]ai—r,aﬂrr[c H[ai—r,aﬂrr] (%)
i=1 i=1
Maintenant, pour tout i € {1,...,n}, l'intervalle [a; — r,a; + 7| est une partie fermée et bornée

de R, c'est donc une partie compacte de R (en vertu du corollaire 6.19). Il s’ensuit (en vertu du
théoréme de Tychonoff) que le produit [ [;"_,[a; — 7, a; + r] est une partie compacte de R". Enfin,
A est une partie fermée de R™ (par hypothése), incluse dans la partie compacte [ [} [a; —r, a; + 7]
de R™ (en vertu de (x)); elle est donc compacte (en vertu du théoréme 6.9), comme il fallait le

prouver. Ceci compléte la preuve du corollaire. ]

Corollaire 6.27. Les parties compactes de C (muni de sa distance usuelle) sont exactement ses

parties fermées et bornées.

Démonstration. On se sert de |'isométrie bijective :

p: (Cidy) — (R% dy)

z — (Rz,92)

(vue au § 4.3.5), qui est a fortiori un homéomorphisme. Soit A une partie de C.

(=) : Supposons que A est compacte. La continuité de ¢ entraine (d'aprés le corollaire 6.21) que
mest une partie compacte de (R? dy). Il s'ensuit (en vertu du corollaire 6.26) que ¢(A) est
une partie fermée et bornée de (R?, d,). Par suite, les faits que « ¢ est continue » et « ¢(A) est

fermée » entrainent (en vertu du corollaire 3.9) que ¢~ *(¢p(A)) = A est fermée dans (C,d,); en

1. Bien entendu, R™ est considéré comme espace produit de n copies de R (ot R est muni de sa topologie

usuelle), auquel est associée I'une des distances équivalentes dy, da ou d.
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outre, le fait que « ¢ est une isométrie » entraine que A est de méme diamétre que ¢(A) et que,
par conséquent, A est bornée dans (C, d,s). En conclusion, A est une partie fermée et bornée dans

(C,dys), comme il fallait le prouver.

(<:_): Supposons que A est fermée et bornée. D'une part, la continuité de ¢! entraine (d'aprés le
corollaire 3.9) que (¢™1)71(A) = p(A) est une partie fermée de (R? dy). D'autre part, le fait que
© est une isométrie entraine que ¢(A) est de méme diamétre que A et que, par conséquent, p(A)
est bornée dans (R?, d,). Ainsi, p(A) est a la fois fermée et bornée dans (R? d,); ce qui entraine
(en vertu du corollaire 6.26) que c'est une partie compacte de (R?, dy). Enfin, la continuité de ¢!
conclut (en vertu du corollaire 6.21) que ¢ ' (p(A)) = A est une partie compacte de C, comme il

fallait le prouver. Ainsi s'achéve la démonstration du corollaire. [

Le corollaire qui va suivre est une conséquence du corollaire 6.27 et s'obtient exactement de
la mé&me maniére que le corollaire 6.26. Sa démonstration (laissée au soin du lecteur) ne fait que
recopier la démonstration du corollaire 6.26 en lui apportant des modifications mineurs évidentes

aux endroits adéquats.

Corollaire 6.28. Pour tout n € N*, les parties compactes de C" sont exactement ses parties

fermées et bornées?. ]

6.6 Espaces localement compacts

Définition 6.29. Un espace topologique FE est dit localement compact si tout point de E

posséde un voisinage compact.

Exemple : Les espaces R™ (n € N*) sont localement compacts. En effet, pour tout x € R, la
boule fermée B(x, 1) est fermée et bornée, donc compacte (en vertu du corollaire 6.26), et c’est un

voisinage de x.

2. Bien entendu, C™ est considéré comme espace produit de n copies de C (ot C est muni de sa topologie

usuelle), auquel est associée I'une des distances équivalentes dy, da ou d.
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Exercices

* Exercice 6.1. Soit F un ensemble infini et 7 sa topologie cofinie (voir I'exercice 2.4). Montrer que

E satisfait la propriété de Borel-Lebesgue mais qu'il n'est pas compact.

Exercice 6.2. Soit £ un ensemble muni de sa topologie discréte. Montrer que I est compact si et

seulement s'il est fini.

* Exercice 6.3. Soient E un espace topologique séparé et (u,), y une suite d'éléments de E qui
converge vers un élément ¢ de F.
— Montrer que I'ensemble :
K = {u,; ne N} u {{}

est une partie compacte de F.

Exercice 6.4. Soit F un espace topologique séparé. Montrer les deux propriétés suivantes :
(i) Toute réunion finie de parties compactes de E est une partie compacte de E.
(ii) Toute intersection de parties compactes de F est une partie compacte de E.
* Exercice 6.5. Soient E un espace topologique séparé et A et B deux parties compactes, non vides
et disjointes de F.

— Montrer qu'il existe un voisinage U de A et un voisinage V' de B qui soient disjoints.

Commencer par traiter le cas ot B est un singleton puis généraliser en se servant de ce cas

particulier.

* Exercice 6.6. On munit R de sa topologie usuelle et on considére deux parties A et B de R telles

que A est compacte et B est fermée. On pose :
C :={a+b;acAbeB}.
1. Montrer que C est fermée.
2. Monter que si B est compacte alors C' est compacte.

Exercice 6.7 (Examen de rattrapage de I'année 2017-2018).
On munit R de la distance d définie par :

d(%,y) = |€x_€y’ (V.ﬁL‘,yER)

1. Déterminer explicitement la boule ouverte B,;(0,1).

2. Montrer que l'intervalle | — 00,0] est une partie fermée et bornée mais non compacte de

I'espace métrique (R, d).

3. Montrer que |'espace métrique (IR, d) n'est pas complet.
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Exercice 6.8. Soient F un espace topologique séparé et F' un espace topologique compact et soit
f : E— F une application.

— Montrer que si le graphe de f est fermé dans £/ x F' alors f est continue.

Exercice 6.9. Soit (£, d) un espace métrique compact. Montrer que F est complet et totalement

borné.

Exercice 6.10. Soit (E,d) un espace métrique complet et totalement borné. Montrer que E est
compact.

Justifier d'abord que cela revient 3 montrer que toute suite de E posséde une sous-suite de
Cauchy. Soit donc S; = {x11, %12, 213,...} une suite de E. Montrer qu'on peut extraire de S
une sous-suite Sy = {X91, Tag, Taz, ...} qui soit contenue dans une boule ouverte de E de rayon
1/2. Montrer ensuite qu'on peut extraire de S, une sous-suite S3 = {31, 32, 233,...} qui soit
contenue dans une boule ouverte de £ de rayon 1/3, .. .etc. Considérer au final la suite diagonale

S = {x11, T2, T33, ...} €t montrer que c'est une sous-suite de S; et qu'elle est de Cauchy dans F.

Conclure.

* Exercice 6.11. Soient (E, d) un espace métrique et A et B deux parties non vides de E.

On rappelle que d(A, B) := (a,bl)gngd(a’ b) = CILI€1£ d(a, B).

1. Montrer que si A est compacte, alors il existe a € A tel que d(a, B) = d(A, B).

2. En déduire que si A est compacte et B est fermée, on a :
d(A,B)=0 < AnB#J.
3. Donner un exemple oii A et B sont fermées et disjointes et telles que d(A, B) = 0.

Exercice 6.12. Soient (E, d) un espace métrique compact et f : £ — E une application vérifiant :

d(f(z), f(y)) = d(z,y) (Va,y € E).
Pour tout n € N, on définit f*: F — E par :
[ri=fofo-of
e

(avec la convention f° = idg).

1. Montrer que tout élément a de E est une valeur d'adhérence de la suite (f"(a))
— En déduire que f(F) est dense dans E.

neN"

2. Montrer que tout élément (a,b) de E? est une valeur d'adhérence de la suite (f"(a), f*())
de EZ.
Munir E? de la distance d, (par exemple) et introduire :

neN

g: E? — F?
(z.y) — (f(2),f(y)

Montrer que g vérifie la méme propriété que f (sur E? au lieu de E) puis appliquer le résultat

de la question précédente.
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3. Conclure que f est une isométrie bijective.

Exercice 6.13. Soit (E, d) un espace métrique vérifiant la propriété : « de tout recouvrement ouvert

dénombrable de F/, on peut extraire un sous-recouvrement fini ». Montrer que E est compact.

RN
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Chapitre 7

Espaces connexes

7.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

Définition 7.1. Un espace topologique (E, T) est dit connexe s'il n'existe pas de partition de E,
constituée de deux ouverts. Autrement dit, ' est connexe s'il n'est pas possible de I'écrire sous la
forme :

E=0u00, avec O,0ctr, O+, O #F et OnO =.

Définition équivalente 7.2. Un espace topologique E est connexe s'il n'existe pas de partition
de E, constituée de deux fermés. Autrement dit, I est connexe s'il n'est pas possible de I'écrire

sous la forme :
E=FuUF', avec F,F' desfermésdeE, FF+ &, '+ & et FnF = .

Définition équivalente 7.3. Un espace topologique (E, T) est connexe si les seules parties de E

qui sont ouvertes et fermées a la fois sont E et (.

L'équivalence de ces trois définitions est facile a prouver et est laissée au soin du lecteur.
Exemple : L'ensemble R muni de sa topologie usuelle est connexe (voir le théoréme 7.7).

La proposition suivante peut étre également considérée comme une caractérisation des espaces
topologiques connexes. Elle constitue aussi un outil pratique pour prouver d'intéressantes propriétés

de connexité.

Proposition 7.4. Un espace topologique E est connexe si et seulement si toute application continue

f:E —{0,1} (oa I'ensemble {0, 1} est muni de sa topologie discréte) est constante.

Démonstration. Soit E' un espace topologique.

e (=) : Supposons que E est connexe et soit f : £ — {0, 1} une application continue. Puisque la
partie {0} de I'espace topologique discret {0, 1} est a la fois ouverte et fermée, alors (vu que f est
continue) son image réciproque f~!({0}) par f est une partie a la fois ouverte et fermée de F. Mais

puisque F est connexe, on en déduit qu'on a : ou bien f~!({0}) = &, ou bien f~1({0}) = E. Si
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F71({0}) = & alors f est constamment égale & 1 sur E etsi f~1({0}) = F alors f est constamment
nulle sur E. Dans les deux cas, f est bien constante, comme il fallait le prouver.

e (<) : Nous allons montrer la contraposée de I'implication inverse. Supposons que E n'est pas
connexe (donc il existe deux ouverts non vides et disjoints U et V de E tels que U UV =

E) et montrons |'existence d'une application continue et non constante de E dans {0,1}. Soit
f: E — {0,1}, définie par :

0 sizelU
flz) = (Ve e E).
1 sizeV

Cette application f est continue sur E puisque |'image réciproque de tout ouvert de {0, 1} est un
ouvert de F (en effet f~1(&) = &, f1({0}) = U, f1({1}) = Vet f71({0,1}) = E sont tous des

ouverts de F) et elle n'est pas constante. Ainsi, f est bien I'une des applications requises.

Ceci compleéte la preuve de la proposition. O

Définition 7.5. Soient (E,T) un espace topologique et A une partie de E. On dit que A est

connexe si le sous-espace topologique (A, T4) de E est connexe.
La proposition suivante est immédiate :

Proposition 7.6. Soient (E,T) un espace topologique et A une partie de E. Alors A est une
partie connexe de E si et seulement s'il n'existe pas deux ouverts de I/ dont la réunion contient A,
I'intersection est disjointe avec A et tels que chacun d'entre eux rencontre A. Autrement dit, A est

connexe si et seulement s'il n'existe pas d'ouverts U et V de E tels que :
UVVoA UnVnA=F UnA+g, VnA#+y. O

Exemples :

1. La partie Z de R n'est pas connexe car les deux ouverts U =] — 0, 1/2[ et V =]1/2, +o0| de
Rvériflent : UV 2 Z, UNVZ=g UnZ#*FetVnZ+* .

2. La partie Q de R n'est pas connexe non plus car les deux ouverts Q; =] — o0, v/2[ et Qy =
V2, +oof de R vérifient : QU 2Q, U N nQ=F, U nQ#TFetWnQ#T.

Théoréeme 7.7. L'ensemble R (muni de sa topologie usuelle) est connexe.

Démonstration. Procédons par |'absurde en supposant que R n'est pas connexe. Il existe alors une
partie propre et non vide A de R qui est a la fois un ouvert et un fermé. L'idée consiste a se ramener
a une autre partie ouverte et fermée a la fois de R qui soit, en plus, majorée ou minorée. Pour ce
faire, fixons x € R\ A (ceci est possible car A # R). L'un au moins des deux ensembles (An]—o0, z])
et (A n [z, +0[) est non vide (puisque leur réunion est A # (). Distinguons alors les deux cas

suivants :
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1 cas : (si An] — o0, 2] # ).
Comme z ¢ A, ona:
An] — w0, z] = An]— w0,z

Ce qui montre que (An] — o0, z]) est une partie ouverte et fermée a la fois de R (en tant qu'in-
tersection de deux ouverts et intersection de deux fermés). De plus, comme (An] — oo, x]) est non

vide et majorée (par z) alors elle admet une borne supérieure. Soit
M = sup(An] — o, x]).

Par suite, comme (An] — o0, x]) est un fermé, on a M € (An] — 0, z]). Mais puisque d'un autre
coté, (An] — oo, x]) est un ouvert, alors il est voisinage de chacun de ses points; en particulier, il
est voisinage de M. D'ou |'existence d'un € > 0 tel que |M — ¢, M + ¢[c (An] — 0, z]). Ce qui
contredit le fait que M est la borne supérieure de (An] — o0, z]). Ce cas est donc impossible.

2" cas : (si A [z, +0[# ).

On raisonne de la méme fagon en montrant d'abord que I'ensemble (A N [z, +o0[) est une partie
ouverte et fermée a la fois de R, puis en introduisant m := inf (A N [z, 4+0[). On aboutira a
I'existence d'un £ > 0 tel que |m —e,m + e[ A n [z, +0[; ce qui est en contradiction apparente

avec la définition méme de m. Ce cas est encore impossible.

En conclusion, une telle partie A de R ne peut exister; autrement dit, R est connexe. Le théoréme

est démontré. 0

Quelques propriétés des parties connexes d'un espace topologique

Proposition 7.8. Soient E un espace topologique et A une partie connexe de E. Alors toute partie

B de E vérifiant A c B — A est également connexe.
Démonstration. Voir |'exercice 7.1. m

Théoréme 7.9 (le théoréeme du passage de la douane).
Soient /' un espace topologique et A et B deux parties de E, avec A connexe. Si A rencontre

'intérieur de B et l'extérieur’ de B alors A rencontre la frontiére de B.
Démonstration. Voir |'exercice 7.2. O]

Le théoréme suivant est fondamental; il nous servira a établir la connexité de parties d'un

espace topologique dans plusieurs situations.

Théoréme 7.10 (réunion de connexes qui se rencontrent deux a deux).
Soient E un espace topologique et (A;),.; une famille de parties connexes de E qui se rencontrent
deux a deux (i.e., A; 0 A; # &, Vi,jeI). Alors la réunion U A; est connexe.

el

o

1. Rappelons que I'extérieur d'une partie B d'un espace topologique E est (par définition) égale & : CE/_B
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Démonstration. En vertu de la proposition 7.4, il faut et il suffit de montrer que toute application

continue de | J,.; A; dans {0,1} (o0 e A; est muni de sa topologie induite par celle de E et

iel
{0,1} est muni de sa topologie discréte) est constante. Soit donc f : U;crA; — {0, 1} continue et

montrons qu'elle est constante. Ce qui revient 3 montrer que :

Vo ae | JAi: flan) = flas).
iel
Soient donc x1, x5 € Uier A; et montrons que f(zq) = f(z2). Le fait 21,29 € Us A; entraine qu'il
existe iq,i9 € I tels que z;1 € A;, et x5 € A;,. L'intersection A;; n A;, étant (par hypothése) non
vide, il existe x € A;; N A;,. Par ailleurs, la continuité de f entraine celle de toutes ses restrictions

a des parties de uj;csA;; particuliérement f|a, et f[4, sont continues. Mais puisque A;, et A,

sont connexes alors (d'apres la proposition 7.4) chacune des deux applications f|4, et f|a, est

constante. On a donc d'une part f(z1) = f(x) (car z1,x € A;, et f|a, est constante) et d'autre

part f(x2) = f(z) (car x3,z € A;, et f[a,, est constante). D'ou I'on conclut que f(x1) = f(72),

comme il fallait le prouver. Le théoréme est démontré. O

7.2 Continuité et connexité

Théoreme 7.11. Soit f : E — F une application continue d'un espace topologique connexe E

dans un espace topologique F. Alors f(E) est une partie connexe de F.

Le résultat de ce théoréme s'exprime plus brievement en disant que :

L'image d'un connexe par une application continue est un connexe.

Démonstration. Montrer que f(FE) est une partie connexe de F' revient & montrer (en vertu de
la proposition 7.4) que toute application continue de f(E) dans {0,1} (o0 f(E) est muni de sa
topologie induite par celle de F' et {0, 1} est muni de sa topologie discréte) est constante. Soit donc

h: f(E) — {0,1} une application continue et montrons qu’elle est constante. L'application
f h
hotf: BE-Ls f(B) 2 (0,1)

est une composée de deux applications continues, donc continue. Mais puisque E est connexe, il en
résulte (en vertu de la proposition 7.4) que h o f est constante. Ce qui équivaut a dire que h est

constante (sur f(FE)), comme il fallait le prouver. Le théoréme est démontré. O

7.3 Les parties connexes de R

Théoréme 7.12. Les parties connexes non vides de R sont ses intervalles.

Démonstration. Soit A une partie non vide de R.

(:>) : Supposons que A est connexe et montrons que A est un intervalle de R. Nous procédons par
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I'absurde en supposant que A n'est pas un intervalle. Il existe donc a,b € A, avec a < b, tels que

Ja,b[d A. Il existe, par suite, x €]a, b| tel que = ¢ A. En prenant alors
U:=]—oo,z[ et V:i=|z, +ool,

qui sont deux ouverts de R, on a :

UuV o A (car z ¢ A)
UnVnA =g

UnA # (carae U n A)
VnA # & (carbe V n A).

Ce qui contredit la connexité de A (en vertu de la proposition 7.6).
(<) : Supposons que A est un intervalle de R et montrons qu'il est une partie connexe de R. Le
fait que A est un intervalle entraine que A est un intervalle ouvert de R. Par conséquent, A est

homéomorphe a R (en vertu de la proposition 3.19). Comme R est connexe (d'apres le théoréme
[0}

7.7), il s'ensuit (en vertu du théoréme 7.11) que A est aussi connexe. Enfin, puisqu’on a :
o o _
Ac Ac A=A
(our la seconde inclusion et I'égalité de droite sont dues au fait que A est un intervalle), on en conclut

(en vertu de la proposition 7.8) que A est également connexe.

Le théoréme est démontré. 0

Corollaire 7.13 (le théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : E — R une application continue
d'un espace topologique connexe E dans R. Alors f(E) est un intervalle de R. Ainsi, si f prend

deux valeurs réelles distinctes a et b (avec a < b) alors : ¥c €]a,b|, 3x € E tel que f(x) = c.

Démonstration. Comme E est connexe et f est continue alors (en vertu du théoréeme 7.11) f(F)
est une partie connexe de R ; ce qui équivaut a dire (en vertu du théoréme 7.12) que f(E) est un
intervalle de R, comme il fallait le prouver. En particulier, si f prend deux valeurs réelles distinctes
a et b (avec a < b); c'est-a-dire si a,b € f(FE), on a (puisque f(E) est un intervalle de R) :
Ja,b[c f(E). Il s'ensuit, dans un tel cas, que pour tout ¢ €]a,b[, on a ¢ € f(F); autrement dit,

pour tout ¢ €]a, b, Iz € E tel que f(x) = c. Ce qui compléte la preuve du corollaire. O

7.4 Les composantes connexes d'un espace topologique

Définition 7.14. Soit F un espace topologique. On dit que deux points a et b de E sont connectés

s'il existe une partie connexe de E qui les contiennent tous les deux.
Proposition 7.15. Soit E' un espace topologique. Alors la relation binaire % de E, définie par :
f

e
Va,be E: aZb <= a etb sont connectés

est une relation d’'équivalence.
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Démonstration.

e Réflexivité. Tout élément a de E est connecté avec lui méme puisque le singleton {a} est (de

tout évidence) une partie connexe de F.
e Symétrie. Elle est évidente!

e Transitivité. Soient a,b,c € F tels que a Z b et b Z ¢ et montrons que a # c. Comme a Z b, il
existe une partie connexe C7 de E qui contient a et b; de méme, comme b.%Z ¢, il existe une partie
connexe Cy de E qui contient b et ¢. Par suite, on a b € C; n Cy, donc C; n Cy # . |l s'ensuit (en
vertu du théoréme 7.10) que la partie C; U C5 de E est connexe. Enfin, puisque C; u Cy contient

a et ¢ alors a Z ¢, comme il fallait le prouver. La relation & est donc transitive.

En conclusion, & est bien une relation d'équivalence sur E. La proposition est démontrée. O

Définition 7.16. Soit £ un espace topologique et Z la relation d'équivalence de FE introduite a la
proposition précédente. On appelle composante connexe de FE toute classe d'équivalence modulo
Z. Pour a € E, on définit la composante connexe de a (que |'on note cl(a)) comme étant la

classe d'équivalence de @ modulo Z.

Proposition 7.17. soient & un espace topologique et a un point de E. Alors la composante

connexe de a est la plus grande partie connexe de E qui contient a.

Démonstration. Pour tout z € E, on a :

recla) = aZx
<= JC une partie connexe de E qui contient a et x
<= JC une partie connexe de E qui contient a tel que : z € C

— x€ U C.

CcE,C connexe
aeC

Ce qui montre qu'on a :

cl(a) = U C.

CcE, C connexe
aeC

Cette formule montre que cl(a) est une réunion de parties connexes de E qui se rencontrent deux
a deux (puisqu’elles ont @ comme point commun); donc cl(a) est connexe (en vertu du théoréme
7.10). Ainsi, cl(a) est une partie connexe de E qui contient a et contient (en vertu de la formule
précédente) toute autre partie connexe de E qui contient a. D'oti cl(a) est la plus grande partie

connexe de F qui contient a. La proposition est démontrée. O

7.5 Espaces totalement discontinus

Définition 7.18. Un espace topologique est dit totalement discontinu si ses composantes

connexes sont toutes des singletons (autrement dit, si ses points sont deux a deux déconnectés).
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7.6 Produit fini d’espaces connexes

Théoréme 7.19. Soient E1, ..., E, (n = 2) des espaces topologiques. Alors |'espace topologique

produit By x Ey x -+ x I, est connexe si et seulement si chacun des espaces E; (1 < i < n) l'est.

Démonstration. Nous démontrons le théoréme pour n = 2. Le cas général se déduit par récurrence

ou se démontre de la méme maniére.

e (=) : Supposons que E = F; x Ey est connexe. Puisque les projections canoniques m; : £ — F
et my : E — F5 sont continues alors (en vertu du théoréme 7.11) m(E) = E; et mo(E) = E5 sont

connexes.

e (<) : Inversement, supposons que F; et Ey sont connexes. Pour montrer que |'espace produit
E1 x E5 est connexe, il faut et il suffit de montrer que ses points sont deux a deux connectés. Soient
donc (xy1, x9) et (y1,y2) deux points quelconques de E; x E, et montrons qu'ils sont connectés. Les
deux sous-ensemble {z1} x Fy et Fy x {y2} de F; x F, sont respectivement homéomorphes aux
connexes Fy et Ey ; ils sont donc tous les deux connexes (en vertu du théoréme 7.11). Il s'ensuit
de cela que les deux points (z1,x2) et (x1,y2) sont connectés (étant donné qu'ils appartiennent
au méme connexe {x1} X F5) ainsi que les deux points (z1,y2) et (y1,y2) (étant donné qu'ils
appartiennent au méme connexe F; x {y2}). Il en découle (en vertu de la transitivité de la relation

“connecté a") que (z1,z3) et (y1,y2) sont connectés, comme il fallait le prouver.

Ceci compléte la preuve du théoréme. O
Corollaire 7.20. L'ensemble C (muni de sa topologie usuelle) est connexe.

Démonstration. On se sert de |'isométrie bijective :

0: (Cidy) — (R?dy)

z — (Rz,92)

(vue au § 4.3.5), qui est a fortiori un homéomorphisme. Comme (d'aprés le théoréme 7.19) I'espace
métrique (R? d,) est connexe (car c'est un produit de deux copies de (R, dys), qui est connexe

! est continue (puisque ¢ est un homéomor-

en vertu du théoréme 7.7) et que I'application ¢~
phisme) alors (d'aprés le théoréeme 7.11) : ¢ *(R?) = C est également connexe. Ce qui achéve cette

démonstration. n

Enfin, du théoréme 7.7 et du corollaire 7.20 résulte, par I'application immédiate du théoréeme

7.19, le corollaire suivant :

Corollaire 7.21. Pour tout n € N*, les espaces R™ et C" sont connexes?. ]

2. Evidemment, R™ (resp. C™) sous-entend |'espace topologique produit de n copies de R (resp. C), lequel est

muni de sa topologie usuelle.
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7.7 Connexité par arc

Définition 7.22. Soient E un espace topologique et a et b deux point de E. On appelle chemin
allant de a vers b (ou chemin de point de départ a et de point d'arrivée b) toute application
f :[0,1] — F telle que f(0) = a et f(1) = b. Si de plus cette application est continue?, on

I'appellera chemin continu.

Définition 7.23. Un espace topologique E est dit connexe par arc si pour tous a,b € E, il existe

un chemin continu allant de a vers b.

La notion de connexité par arc est plus forte que celle de la connexité, comme le montre la

proposition suivante :
Proposition 7.24. Tout espace topologique connexe par arc est connexe.

Démonstration. Soit E' un espace topologique connexe par arc et montrons qu'il est connexe. Si E/
est vide, le résultat est banal. Supposons donc que E est non vide et soit a un point fixé de E.
Comme FE est supposé connexe par arc, il existe, pour tout « € E, un chemin continu allant de a
vers z; c'est-a-dire une application continue f, : [0,1] — E telle que f,(0) = a et f.(1) = . Par
suite, pour tout x € E, comme [0, 1] est connexe (car c'est un intervalle de R) et f, est continue
alors (en vertu du théoréme 7.11) f,([0,1]) est une partie connexe de E. Pour tout = € E, posons
I, := f.([0,1]). Ainsi, pour tout x € E, I'ensemble I',, est une partie connexe de E qui contient a

et x. Le fait que I',, contient = (Vx € E) entraine qu'on a :

E = Urgc.

zelE

Cette formule montre que E est une réunion de connexes qui se rencontrent deux-a-deux (puisqu'ils
contiennent tous le méme point @) ; d'ou E est lui méme connexe (en vertu du théoréeme 7.10). La

proposition est démontrée. O

3. lci, I'intervalle [0,1] est considéré comme un sous-espace topologique de R, ou celui-ci est muni de sa

topologie usuelle.
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Exercices

* Exercice 7.1. Soit (E,7) un espace topologique et A une partie connexe de F.

— Montrer que toute partie B de E, vérifiant :
Ac Bc A
est connexe. En particulier, I'adhérence d'une partie connexe de E est connexe.

* Exercice 7.2 (Le théoréme du passage de la douane).
Soient (F,7) un espace topologique et A et B deux parties de . On suppose que A est connexe
et que A rencontre a la fois I'intérieur et |'extérieur de B (i.e. An B # ¢ et An oy ).
— Montrer alors que A rencontre la frontiére de B (i.e. A n Fr(B) # &).

* Exercice 7.3. Soient (F,dg) un espace métrique complet, (F,dr) un espace métrique connexe et

f: E — F une application continue et ouverte*. On suppose que f satisfait I'inégalité :

dr (f(z), f(y)) = kde(z,y) (Va,y € E),

pour une certaine constance absolue et strictement positive k.
1. Montrer que f est injective.

2. (a) Montrer que si (z,,), .y est une suite de E telle que la suite (f(x,)),, est de Cauchy dans

F alors (), est de Cauchy dans E.
(b) En déduire que f(E) est une partie fermée de F'.
(c) En déduire que f est surjective puis que f est un homéomorphisme.
(d) Conclure que E' est connexe.

* Exercice 7.4. Soit (E,d) un espace métrique compact. On suppose que I'on a pour tout a € E et

tout r > 0 :

B(a,r) = Bla,r).
— Montrer que toute boule ouverte de F est connexe.

* Exercice 7.5. Soit (E,d) un espace métrique connexe, de distance bornée.
1. Montrer que toute sphére de F est non vide.

2. En déduire que (Q, | - |) est non connexe.

AN

4. Une application d'un espace topologique dans un autre est dite ouverte si elle transforme tout ouvert (de

I'espace topologique de départ) en un ouvert (de I'espace topologique d’arrivée).
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Chapitre 8

Espaces vectoriels normés

Pour tout ce qui suit, K désigne I'un des deux corps commutatifs R ou C et la notation | - |

représente la valeur absolue ou le module selon les cas K = R ou K = C.

8.1

Norme sur un espace vectoriel réel ou complexe

8.1.1 Définition et propriétés immédiates

Définition 8.1. Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E, toute application

|| : E — R* qui vérifie les propriétés suivantes :

(i)
(ii)
(iii)

VeeE: |z =0< 2 =0g.
Ve e E.VAeK: | Az = |A||z].

Vo,ye B lz +yl <z + Jyl.

Remarques :

Un K-espace vectoriel muni d'une norme est appelé un espace vectoriel normé; une ex-
pression qu’'on désigne pour toute la suite par |'abréviation e.v.n.

Dans la propriété (i), I'équivalence peut &tre remplacée par I'implication directe (=), car
implication inverse peut s'obtenir comme conséquence de la propriété (ii) en prenant A = 0.

Si E est un K-e.v.n, on a toujours |0g| = 0 (ceci provient de la propriété (i) ou de la propriété
(i) en prenant A = 0).

L'inégalité de la proprieté (iii) est connue sous le nom de [I'inégalité
triangulaire.

Si E est un K-espace vectoriel et || - | : E — R* est une application vérifiant seulement les

deux propriétés (ii) et (iii), on dit que | - | est une semi-norme sur E. Evidemment, toute

norme est (a fortiori) une semi-norme.
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8.1.2 Distance associée a une norme

Définition 8.2. Soit (F, | - ||) un e.v.n. On définit :
d: E?> — RT
(z,y) — d(z,y) = |z —y|
On vérifie aisément que d est une distance sur E. Cette distance est appelée la distance associée
alanorme || de E.
Remarques :

e Grace A la notion de « la distance associée a une norme », un e.v.n est vu comme un cas
particulier d'un espace métrique ; qui est a son tour (comme on le sait) un cas particulier d'un

espace topologique.

e Les définitions de boule ouverte, boule fermée, sphére, ouvert, fermé, voisinage, intérieur,
adhérence, limite, continuité, etc dans un e.v.n sont simplement celles relatives a la distance

associée a sa norme.

e |l existe des distances parfaitement naturelles qui ne sont induites par aucune norme sur un
espace vectoriel ambiant. Par exemple, la distance naturelle sur la terre n’est induite par aucune

norme de |'espace, étant donné que la terre n'est pas plate.

8.1.3 Quelques exemples de notions sur un e.v.n découlant de sa

structure métrique

1. Soient (E,| - |) un e.v.n et (z,),.y une suite de vecteurs de £. On dit que (z,,), converge

vers un vecteur x de F si :

Ve > 0,3N eNtelque VneN: n> N = |z, —z| <e.

2. Soient (E,| -||g) et (F,] - ||») deux e.v.n (sur un méme corps commutatif K) et f : £ — F

une application. Soient aussi xg € E et yy € F.

— On dit que f(z) tend vers yy lorsque = tend vers xq (et on écrit lim, ., f(z) = yo) Si :

Ve>0,In>0tel que Ve e E: |z —zo|p <n=|f(x) —w|r <e.
— On dit que f est continue en xq si lim,_,,, f(x) = f(xy); c'est-a-dire si :

Ve >0,dn>0tel que Ve e E: |z —xo|z <n=|f(x) — f(zo)|r <e.

8.1.4 Normes équivalentes et topologiquement équivalentes

Définition 8.3. Soient I/ un K-espace vectoriel et N; et N, deux normes sur E.
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— On dit que N; et N, sont topologiquement équivalentes si les distances associées sont

topologiquement équivalentes; c'est-a-dire si les topologies associées sont identiques.

— On dit que N; et N, sont équivalentes si les distances associées sont équivalentes; c'est-a-

dire s'il existe o, B > 0 tels que :
OéNl < NQ < 6N1

Remarque : Dans les espaces métriques, on a vu que deux distances équivalentes sont forcément
topologiquement équivalentes, mais que l'inverse est généralement faux. Concernant les e.v.n, on

verra plus loin (voir le corollaire 8.9) que ces deux notions coincident ! c'est-a-dire que

Deux normes d'un K-espace vectoriel sont topologiquement équivalentes si et seulement si elles

sont équivalentes.

8.1.5 Exemples de normes sur R” et C"

e Sur R (considéré comme R-espace vectoriel), la norme usuelle est la valeur absolue. Sur C
(considéré comme C-espace vectoriel), la norme usuelle est le module.

e Etant donné n > 2 un entier, on peut définir sur R™ (considéré comme R-espace vectoriel)
plusieurs normes dont : |- ||, [ - [5, ||, (ot p est un entier strictement positif) et | - || ..

Ces normes sont les plus utilisées sur R" et sont définies par : V(z1,...,2,) € R":

n
H(xla s 73371)H1 = Z ’1’1|
=1

H(xla"'axn)Hz =

(21, .. ,iﬁn)Hp = (2 ;"
=1

H(xh'”a‘rn)Hoo = 11271};’1’11|

e Etant donné n > 2 un entier, on peut munir C* (considéré comme C-espace vectoriel) de

plusieurs normes dont : |- |, |- [, [ -], (ot p est un entier strictement positif) et | - |,
qu’on obtient par les méme formules de ci-dessus, en prenant juste le symbole | - | comme
module (plutét que valeur absolue). Pour tout (z1,...,2,) € C*, on a:

n
[, esza)lly = ) 1l
i=1

H(Zh"'vzn)HQ =
1(z1,- 20, =
H(Zh"'vZn)Hoo =
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Aussi bien dans R" que dans C" (n € N*), la norme | - |, s'appelle la norme euclidienne et
la norme | - |, (p € N* donné) s’appelle la norme de Hélder d’exposant p. On peut montrer
aussi que l'on a : limy, 4o |- [, = |- [, Par ailleurs, il est facile de montrer que ces normes
Il I llgs -0, (p e N¥) et |||, (sur R ou C") sont toutes équivalentes. On montrera plus

loin (voir le théoréme 8.14) un résultat plus général que celui-ci qui énonce que :

I Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

8.1.6 Produit fini d’espaces vectoriels normés

Soient (E1, N1), (Eg, Na), ..., (Ex, Ni) (k = 2) des K-espaces vectoriels normés et soit E :=
Eix Eyx---x E). On peut définir sur I plusieurs normes, s'exprimant en fonction de Ny, No, ..., Ni,

dont les suivantes :

i H ) Hl : v(xlax%"'axk)EE:

o ||, (ou p est un entier strictement positif) : V(z1,7,...,2%) € E:
k 1/p
I(z1, 22, 2], = 2 Ni(z;)P
i=1

i H ) Hoo : v(wlax%"'axk)EE:

(21,22, ...,21)|, = max Ni(z;).

On peut montrer que toutes ces normes | - |, (p € N*) et |- [, de E sont équivalentes et que la
topologie (commune) qu’elles engendrent sur E est simplement la topologie produit de E. Ce qui
nous permet d'affirmer qu'un produit (topologique) d'un nombre fini d’espaces vectoriels

normés est un espace vectoriel normé.

Attention : I'affirmation qu'on vient de voir pour un produit fini d’e.v.n est en général fausse pour
un produit infini d'e.v.n. Autrement dit, un produit infini d'e.v.n, muni de sa topologie produit,

n'est pas en général un e.v.n.

1. Evidemment, les e.v.n en question doivent &tre pris sur un méme corps commutatif K (K = R ou C).
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8.1.7 Exemples de normes sur un e.v.n de dimension infinie

Soient a,b € R, avec a < b. Le R-espace vectoriel E := €°([a,b],R) (constitué des fonctions

réelles continues sur [a,b]) peut étre muni de plusieurs normes importantes dont | - ||}, | - ||, | - [l,

(pe N*) et ||, quisont définies comme suit : Vf € E :

Ifl, = j ) d.

Il

[NECIRE

i1, = (Lb!f(t)\pdt)l/p.

[flee = sup [f(B)].

te[a,b]

La norme | - ||, s'appelle la norme euclidienne;; la norme | - |, (p € N* donng) s’appelle la norme
de Holder d’exposant p et la norme | - |, s'appelle la norme de la convergence uniforme?
sur °([a,b], R). On peut montrer aussi que l'on a : lim, .o | - |, = | - [, Enfin, il est important
de noter que ces normes ne sont pas équivalentes! Par exemple, |'exercice 8.12 propose de

montrer que les deux normes | - ||, et | - ||, de €°([0, 1], R) ne sont pas équivalentes.

8.2 Espaces de Banach

8.2.1 Définition et exemples en dimension finie

Définition 8.4. Un K-espace vectoriel normé est dit de Banach s'il est complet 3.

Exemples : Les R-e.v.n : (R, |- |), (R™,]-[;). (R",]-],) et (R",]-|,) (ot n est un entier > 2)

sont tous de Banach. Il en est de méme pour les C-e.v.n : (C,| - ), (C",|-[,), (C",|-],) et

(C™ |- |l,)- On montrera plus loin (voir le corollaire 8.15) un résultat plus général qui énonce que :

I Tout e.v.n de dimension finie est de Banach.

8.2.2 Exemple d’'un espace de Banach de dimension infinie

La proposition suivante nous fournit un exemple important d'espace de Banach de dimension
infinie.
Proposition 8.5. Le R-e.v.n E := €°([0,1],R), muni de sa norme de la convergence uniforme

|-l est de Banach.

2. Dire qu'une suite (f,,), de €°([a,b],R) converge vers f € €°([a,b],R), au sens de la norme || - | ., revient a
dire que la suite de fonctions (f,,), converge uniformément vers f sur [a,b]; d'ou le sens de I'appellation « norme

de la convergence uniforme » pour la norme | - || ..
3. Pour la distance associée a sa norme.
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Démonstration. 1l s'agit de montrer que (E, |- |,) est complet; c'est-a-dire que toute suite de
Cauchy de (E, || - ||,,) est convergente dans (E, | - |,). Soit donc (fy,), .y une suite de Cauchy de
(E,| -|.,) et montrons qu'elle est convergente dans (E, || - ||,). L'hypothése « (f,),, est de Cauchy

dans (E, | -|,) » s'interpréte mathématiquement par la propriété :
Ve >0,INeN telque Vp,geN: p>q>N=|f,— [/, <e
D’aprés la définition de la norme || - |, cette propriété est équivalente a :

Ve > 0,IN e N tel que Vp,qeN: p>qg> N = sup |f,(z) — f,(z)] <e.
z€[0,1]

Ce qui équivaut encore a :
Ve > 0,IN e N tel que Vp,qeN: p>qg>N=Voe[0,1]: |f(x)— f,(z)|<e (%)

Cette propriété (x) montre que pour tout = € [0, 1], la suite réelle (f,(z)), .y est de Cauchy dans
(R, |-]). Mais puisque (R, | -|) est de Banach (i.e., complet), on en déduit que pour tout z € [0, 1],
la suite (f,,(x)),, est convergente dans R. Soit alors f : [0, 1] — R I'application définie par :

f(z) == lim fu(x) (Vz € [0,1]).

Avec le langage de I'Ananlyse, on dira que f est la limite simple de la suite de fonctions (f,,(x)),cx-
Plus fort que cela, nous allons montrer que cette méme suite de fonctions (f,(z)), converge uni-

formément vers f sur [0, 1]. En prenant dans (x) : ¢ = n > N et p — 400, on obtient :
Ve >0,INeN telque YneN: n>N=Vre|0,1]: |fulzx)— f(z)| <e.

Dot :
Ve >0,INeN telque YneN: n> N = sup |fu(z)— f(z)| <e.

z€[0,1]

Ce qui signifie bien que la suite de fonctions (f,(z)), converge uniformément vers f sur [0,1].

n
Et comme les fonctions f,, (n € N) sont toutes continues sur [0, 1] (puisque f, € E, Vn € N),
alors (d'aprés un résultat bien connu d'analyse) la fonction limite f est aussi continue sur [0, 1];

autrement dit, f € E. La suite (f,),.y de E converge alors dans (E,| - |,) vers f € E. Ce qui

neN

conclut que (E, | - |,) est de Banach. La proposition est démontrée. O

8.3 Partie bornée et fonction bornée sur un e.v.n

Les notions de « partie bornée » et « fonction bornée » sur un e.v.n sont évidemment celles
déja vues sur un espace métrique ; néanmoins, |'utilisation d'une norme permet de caractériser plus
simplement ces notions. La premiére proposition qui suit fournit une simple caractérisation de la

premiére notion :
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Proposition 8.6. Une partie non vide A d'un e.v.n E est bornée si et seulement s'il existe un réel
positif M tel que :
Vee A: |z| < M.

Démonstration. Soient E un e.v.n et A une partie non vide de F.

(=) : Supposons que A est bornée (i.e., 6(A) < +00) et montrons I'existence d'un réel positif M
qui vérifie la propriété requise. En fixant zy un point de A (ce qui est possible puisque, par hypothése,

A # ), on a pour tout x € A :
lz| = [(z = 20) + zo| < [z =0l + o] < 0(A) + [z

Ce qui montre que le réel positif M := 0(A) + ||« satisfait bien la propriété requise.

(<) : Inversement, supposons qu'il existe un réel positif M tel que :
VeeA: |z| <M

et montrons que A est bornée. Pour ce faire, il suffit de remarquer que notre hypothése sur M s'écrit
aussi :

Vre A: xe B(0g, M).

Ce qui équivaut a l'inclusion :

La partie A étant ainsi incluse dans une boule fermée; ce qui entraine (en vertu de la proposition

4.25) qu'elle est bornée.

La proposition est démontrée. 0

Comme corollaire, nous obtenons une caractérisation simple d'une fonction bornée a valeurs

dans un e.v.n. On a le

Corollaire 8.7. Soient X un ensemble non vide, E un e.v.n et f : X — E une application. Alors,

f est bornée si et seulement s'il existe un réel positif M tel que :
Vee X ||f(x)] < M.

Démonstration. Par définition, f est bornée ssi f(X) est bornée. La proposition 8.6 permet de

conclure. u

Avertissement : A partir de maintenant, nous aurons affaire a des situations faisant intervenir

plusieurs e.v.n. Pour éviter |'ambiguité, nous noterons la norme considérée sur un e.v.n E (resp.

F, G, etc) par |- |5 (vesp. | - [z, [ - [ etc).
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8.4 Applications linéaires continues d'un e.v.n dans un

autre e.v.n

Lorsqu'une application d'un e.v.n dans un autre e.v.n est linéaire, sa continuité en un point
devient une propriété robuste! Elle entraine non seulement sa continuité globale mais aussi sa
lipschitziennité. Du coup, |'espace vectoriel des application linéaires continues d'un K-e.v.n E dans
un K-e.v.n F' (noté Z.(E, F)) prend de I'ampleur et devient a son tour un e.v.n ! On a |a proposition
fondamentale suivante :

Proposition 8.8 (fondamentale). Soient E et F' deux K-e.v.n et f : E — F une application
linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L'application f est continue sur E.
(ii

L'application f est continue en un certain point de E.

(iii) L'application f est bornée sur B(0g, 1).

)
)

(iv) L'application f est bornée sur S(0g, 1).

(v) Il existe un réel positif M tel que :Vx e E : |f(z)|, < M |z| 5.
)

L'application f est lipschitzienne sur E.

(vi

Démonstration. Nous allons montrer la série d'implications circulaire

(i) = (i) = (iii) = (iv) = (v) = (vi) = (i).
(i) = (ii) : C'est une implication évidente !

(ii) = (iii) : Supposons que f est continue en un point 25 € E et montrons qu'elle est bornée sur

la boule fermée B(0g,1). L'hypothése de continuité de f en 2, entraine qu'il existe > 0 tel que :
VeeE: |z—xofp<n = [f(z)— flzo)|p <1 (*)

Maintenant, étant donné y € B(0g, 1) (arbitraire), en posant z := 2y + z, on a :

_ :QH:Q < T -
o=l = |29] = 2l < 3 < m

Ce qui entraine (d'aprés (x)) que :

[f(x) = flzo)p < 1.

Mais (vu que f est linéaire), on a par ailleurs :

If@) = feole = If@=2o)lr = | ()] = |35@)] = 2@

F
D’ou I'on déduit que : 2| f(y)|» < 1; soit
2
Wl < —
T
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On vient ainsi de montrer que :
_ 2
v e BOs1): W) <

Ce qui montre bien que f est bornée sur B(0y, 1) (cf. le corollaire 8.7), comme il fallait le prouver.
(i) = (iv) : C'est une implication évidente puisque S(0z,1) = B(0g, 1).

(iv) = (v) : Supposons que f est bornée sur S(0g, 1) et montrons la propriété (v) de la proposition.
D'apres le corollaire 8.7, la bornitude supposée de f sur S(0g,1) équivaut a I'existence d'une

constante positive M telle que :
Ve e S(0g,1): |f(x)|, < M (xx)

En se servant de (xx), montrons qu'on a pour tout z € E : | f(2)|p < M|z|z. Soit x € E. On
distingue les deux cas suivants :

e Ou bien = 0p. Dans ce cas, l'inégalité | f(x)| . < M|z|; est trivialement satisfaite (puisque
f(0g) = Op, étant donné que f est linéaire).

e Ou bien z # 0p. Dans ce cas, on a ||z, # 0 et 2’ := T € S(0g,1). D'ou (d'aprés (x*)) :
|f(2")]|» < M. Mais d'autre part, on a (puisque f est linéaire) :

|uu—WQw)

On a par conséquent :

1

(B4

()

— (@) p-

F po e ”E

Tl @) < M
%]

C’est-a-dire :
| f(@)|p < M|z|g,

comme il fallait le prouver.

L'implication requise est ainsi démontrée.

(v) = (vi) : Supposons qu'il existe un réel positif M tel que :
VeeB: [f(@)l, < Ml

En se servant de la linéarité de f, il s'ensuit que pour tous x,y € F, on a :

1f(@) = fW)lp = @ =ylp < Mlz—-ylg

Ce qui montre que f est M-lipschitzienne et confirme ainsi I'implication requise.
(vi) = (i) : C'est une implication déja vue lors de notre étude des espaces métriques.

La preuve de la proposition est compléte. O
De la proposition fondamentale 8.8 résulte |'important corollaire suivant :

Corollaire 8.9. Soit E un K-espace vectoriel et soient N, et No deux normes sur E. Alors, on a

équivalence entre :
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(i) N1 et Ny sont topologiquement équivalentes.

(i) Ny et Ny sont équivalentes.
Démonstration. On a (d'apreés la proposition 4.38) :

N et N, sont topologiquement équivalentes <= idg : (E,N;) — (E, N3) est bicontinue
et

Nj et N, sont équivalentes <= idg : (E, N;) — (E, Ny) est bilipschitzienne.

Mais comme |'application identité idg : (E, N1) — (E, N;) est (de toute évidence) linéaire ainsi
que son inverse, alors (d'apreés la proposition 8.8), on a équivalence entre « idg est bicontinue » et
« idg est bilipschitzienne ». Ce qui conclut & I'équivalence entre les deux propriétés (i) et (ii) du

corollaire et achéve cette démonstration. 0

Avertissement : Etant donné que les notions d'équivalence et d'équivalence topologique sont
identiques pour les normes (d'un K-espace vectoriel donné), on utilisera pour la suite exclusivement

la premiére notion. On ne parlera donc que de deux normes équivalentes.

Notations :

e Lorsque E et F'sont deux K-e.v.n, on note par Z(E, F) le K-espace vectoriel des applications
linéaires de £/ dans F' et par Z.(F, F') le K-espace vectoriel des applications linéaires continues

de E dans F.
e Pour tout f e Z.(E, F), on définit || f| par :

17 = sup L,
ol ol

A priori [|f]| € Rt U {+00}, mais le point (v) de la proposition 8.8 assure que || f|| < +oo.
Ce qui fait que ||-|| est une application de .Z.(E, F') dans R*. La proposition qui suit montre

que cette application constitue en fait une norme sur le K-espace vectoriel Z.(F, F).

Proposition 8.10. Soient E et F' deux K-e.v.n. Alors I'application ||-|| : Z.(E, F) — R*, définie

précédemment, est une norme sur le K-espace vectoriel £.(E, F).

Démonstration. |l s'agit de montrer que ||-|| satisfait les axiomes d'une norme sur le K-espace
vectoriel Z,(E, F).

e Pour tout f e Z.(E,F), ona:

=0 — sup L@le _,

2eE\{0p} ”33”15

= |f(@)p =0, Vze E\{0g}
< f(z) =0p, Vo e E\{Og} (car || est une norme sur F')
«— f(z)=0p, Ve e E (puisque f(0g) = Op, étant donné que f est linéaire)

= f=0s@mEr),
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comme il fallait le prouver.

e Pour tout A € K et tout fe Z.(E,F),ona:

IAf) ()]

Al = sup == E
zeE\{0g} HCEHE
IN ()]
zeE\{0g} HQCHE

Al -

_ o D@
zeE\{0g} HI'HE
2eE\{0g} HUCHE

=AM

comme il fallait le prouver.

e Etant donnés f,g € Z.(E, F), on a pour tout x € E\{0p} :

I[(F+9) @)y = [f@)+9@)]p < 1f(@)]p+lg(@)]

oo I+ 9@l _ @y o)
+g)® T glx
” £ < =+ o< A+ gl
g 2] |z
(car e < || £ et 159 < [|g]], d"apres les définitions meme de || f]| et [|g]]).
On vient ainsi de montrer que pour tout z € E\{Og}, on a:
|(f +9)(@)]
] E < s+ llgll-
E
Ce qui entraine que :
|(f +9)(=)]
sup ——————=— < ||f]| +llgll,
zeE\{0g} 4P

c'est-a-dire :
17+ gl < WS+ llgll
ce qui n'est rien d'autre que |'inégalité triangulaire requise pour ||-||.
Les axiomes d'une norme sont ainsi tous vérifiés par ||-||; d'ou ||-|| constitue bien une norme sur le

K-espace vectoriel Z.(F, F'). La proposition est démontrée. ]

Appellation : Lorsque E et F' sont des K-e.v.n, la norme ||-|| de Z.(E, F') (construite a partir
des deux normes | - |, de E et | - | de F') est appelée la norme subordonnée sur Z,(E, F') des

normes | - |, de Eet | - | de F.

Il existe plusieurs variantes de la définition d'une norme subordonnée qui découlent assez

facilement les unes des autres. Ces variantes sont données par la proposition suivante :
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Proposition 8.11. Soient E et F' deux K-e.v.n. Alors, pour tout f € Z.(E,F), on a:

I = s WOle o @l = s 1@l = s 5@

zeE\{Og} H‘Q:HE zeS(0p,1) z€B(0g,1) z€B(0g,1)

Démonstration. Soit f € Z.(E,F).
La 1% égalité de la proposition est la définition méme que nous avons choisis pour || f]|.

Montrons la 2¢me égalité de la proposition. Pour y € S(0g, 1), on a :

VOl o W@l

Wle = Tl = b ol M
D'ou :
VyeS0p,1): [fWle < [IFI-
Ce qui entraine que :
sup [ f(W)lr < I/ (1)

yES(OE,l

D'autre part, pour z € E\{Og}, en posant 2’ = m € S(0g,1), 0on a:

@ e _ 1fU2lzz)e _ lelef@)]e _ llglf @)]e

= F@)p < suwp [f@W)lp

e~ Tl o, P .
Dou: @)l
V@le o o 17wl

|| ||E b yES(OE,l)

Vo e E\{0g} :

Ce qui entraine que :

If(z)]
sup ———+ < sup | f(y)]p,
zeE\{0p} HxHE yeS(0g,1)
c'est-a-dire :
£l < sup [f(W)lp (2)
yES(OE,l)

De (1) et (2), on tire :
LAl = sup £ @)p

yES(OE,l)
ce qui n'est rien d'autre que la 2°™e égalité de la proposition.

Montrons maintenant la 3m égalité de la proposition. Pour tout r > 0, on a :

sup [[f(@)lp = sup [fOry)lp = swp |rf@)lp = sup r[f(y)lp
zeS(0g,r) yeS(0g,1) yeS(0g,1) yeS(0g,1)

= sup [fW)lp = 7/

yeS(0g,1)

(en vertu de la 2°™e égalité, déja démontrée, de la proposition). D'ou :

vreR":  sup [f(@)[p = rIf]l (3)

zeS(0g,r)

100



B. FARHI Chap 8. Espaces vectoriels normés

En se servant de (3), on a:

w @l = sw @) = s ( sup )f(x)llp> = suwp 7/l = NI,

zeB(0g,1 € Jy<cre1 SO0m,7) O<r<1 \ zeS(0g,r

ce qui confirme bien la 3¢ égalité de la proposition.

La 4°me et derniére égalité de la proposition découle immédiatement des deux précédentes. En effet,

ona:
sup |f(2)|p = sup If(@)lp = max| sup |[f(z)|p sup [f(2)]p
z€B(0g,1) 2€B(0g,1)uS(0g,1) 2€B(0g,1) 2eS(0g,1)
= max(|[ £l 171 = WAl
ce qui confirme bien la 4™ égalité de la proposition et achéve cette démonstration. O

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition d'une norme subor-
donnée, mais nous avons préféré mettre I'accent sur elle en vue de son utilisation trés fréquente (a

la fois dans le cours et dans les exercices).

Proposition 8.12. Soient E et F' deux K-e.v.net f e Z.(E,F). Ona :

1. VzeFE:
L f@)p < Il g-

2. Si M € R™ Vérifie
If@) < Mlz|g (Vz e E),

alors
Al < M.

Démonstration.

e Montrons le premier point de la proposition. Comme f est linéaire, on a f(0g) = OF et I'inégalité
<« [f@)p < Il |=]5 » est donc bien vérifiée pour x = 0g. Pour x € E\{Og}, on a de tout
évidence :

| ()] g I/ @W)le

—— < sup —— = [|fll,
HxHE yeE\{Og} ||Z/||E

ce qui donne
[ @)p < IfIHl g

comme il fallait le prouver. L'inégalité du premier point de la proposition est ainsi vraie pour tout
rek.

e Montrons maintenant le second point de la proposition. Soit M € R* tel que :
Vee E: |[f(z)|p < M|z|g.

Ceci entraine que :

Vo e E\{0p) : 'ﬂf@'F < M.
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D'ou :

wp U@l _

web\og} 7l g
autrement dit :
ILFIl < M,
comme il fallait le prouver.

La preuve de la proposition est compléte. O

En appliquant la proposition 8.12, nous obtenons une inégalité remarquable concernant la

norme subordonnée d'une composée de deux applications linéaires continues. On a la

Proposition 8.13. Soient E, F et G trois K-e.v.n et soient f : F — F et g : ' — G deux

applications linéaires continues. Alors, on a :

llgo £l < NglHIAI-

Démonstration. Comme f: E — F et g: F' — G sont linéaires alors go f : E — G est également
linéaire. Aussi, comme f et g sont continues alors g o f est continue. D'oti go f € Z.(E,G). En
utilisant deux fois successivement |'inégalité du premier point de la proposition 8.12, on a pour tout
rel :

I(go N@)le = lg(f@)le < lglllf@le < lgll NIl g

Ce qui entraine, d'aprés le second point de la proposition 8.12, que :

llg o £l < gl LA

comme il fallait le prouver. La proposition est démontrée. O

Remarque : Pour étre plus précis, on aurait di écrire I'inégalité de la proposition 8.13 sous la

forme :

llg o fI

On a évité volontairement cette forme d'écriture dans |'unique but d'alléger I'inégalité en question

2w <9llzrellfller

pour mieux la cerner et la retenir.

8.5 Propriétés des e.v.n de dimensions finies

8.5.1 Les normes d’'un K-espace vectoriel de dimension finie

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n (n € N*) et = (ey,...,e,) une base

de E. En se servant de %, on peut construire sur E plusieurs normes dont les suivantes, notées
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I [ la0 |- [, (p un entier = 2) et |- |, , et définies® par :

n
|, 2
|zly e =

(Vo = z1€1 + -+ + xpe, € E, avec x4, ..., 1, € K).
n 1/p

lel, 0 = | D il

i—1
ol = o Jo,

On montre facilement que ces normes de E sont toutes équivalentes. Considérons particuliérement

la norme || - |, 4. Il est immédiat que I'application

&1 — (Bl )

(T1,...,2p) +— Tie1+ -+ Tphe,

est une isométrie bijective. Par conséquent, les K-e.v.n (E, |||, 5) et (K", | -,) ont plusieurs
spécificités topologiques et métriques communes. Précisément, il y a correspondance (via |'isométrie
bijective sus-citée) entre les suites convergentes de |'un et les suites convergentes de |'autre, entre
les suites de Cauchy de |'un et les suites de Cauchy de I'autre, entre les parties fermées de I'un et
les parties fermées de |'autre, entre les parties bornées de I'un et les parties bornées de |'autre et
entre les parties compactes de |'un et les parties compactes de |'autre. De ce fait et des propriétés
de 'espace (K™, || - |,). vues aux corollaires 5.12, 5.14, 6.26 et 6.28, découle les deux importantes

propriétés suivantes :

— L'ev.n (E, |- |, 5) est complet (i.e., de Banach).

— Les parties compactes de I'e.v.n (E, [ - ||, ;) sont exactement ses parties fermées bornées.
Ces deux propriétés seront utilisées dans la démonstration du théoréme fondamental qui va suivre :

Théoréme 8.14 (fondamental). Sur un K-e.v.n de dimension finie, toutes les normes sont équi-

valentes.

Démonstration. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, notée n (n € N*), et B =
(é1,...,€,) une base de E. Nous allons montrer que toute norme de E est équivalente a la norme
|- | 0. de I (définie précédemment). Soit NV une norme quelconque de . D'une part, en utilisant
les propriétés de N en tant que norme de E, on a pour tout © = xje; + -+ + x,e, € E (ou

‘ ’ |2,.9€'
qu’on a vu précédemment sur K™, a savoir que | - |

4. Le fait que || - [|; 4.

||, et ||, % sont bien des normes sur E est une généralisation de ce
|-

effectivement des normes sur K™. Les preuves des deux faits sont exactement identiques.

v o [0, et [T+ [, (appelées les normes usuelles de K™) sont
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T, .., 2, € K):

N(z) = N(zie1+ -+ xp6y)

)
1=

N(xzez)

1

<.
I

|| N (e3)
(ZN (e; ) max ||
— 1<isn

2 N(e ) [#]5,-

1=

Il
1 Ms

N

—

D'ou, en posant 3 := 3"  N(e;) >0, 0na
N(z) < Bla]ez (Ve e E) (*)
D'autre part, d'aprés la propriété des normes vue a |'exercice 8.1, on a pour tous x,y € E :
[N(z) = N(y)| < N(z—y).
Et puisque N < 3] - [, ;5 (en vertu de (x)), il en résulte que I'on a pour tous z,y € I :
[N(z) =N@)| < Blo—yly s
Ce qui équivaut a dire que I'application :

N (E,H-HOO,%) — (R,]-))

x — N(x)
est [-lipschitzienne et est par conséquent continue sur (E, | - |, )
Maintenant, étant donné que la sphére unité S(0g, 1) ‘ ‘ de (E,| -, ) est une partie fermée
‘oo, 28
et bornée de (&, | - ||, ;) elle est une partie compacte de (£, | - |, ;) (d'aprés les propriétés de la

norme | - |, . vues précédemment) et le théoréme de Heine entraine que I'application N précédente

est bornée sur S(0g, 1) ‘ | et atteint ses bornes. En particulier, N atteint sa borne inférieure ;
lloo, 28
c'est-a-dire qu'il existe xg € S(0g, 1) ’ tel que :
lloo, 8
N(z) > N(zo) (\m e 5(0p, 1)] H ) .
“lloo, 28
Posons a := N(zo) = 0. Si a = 0, on obtient (puisque N est une norme sur E) que xy = Op ¢
S(0g, 1) L ce qui est absurde. D'oti @ > 0 et on a:
“lloo, 28
VxES(OE,l)I ” : N(z) = «a
oo, 28
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Enfin, étant donné = € E\{Og}, en appliquant la derniére inégalité pour ER —€ S(0g, 1) e o
0, 4 “lloo, 28

on obtient (aprés simplification) :
N(z) = afz|, s
Comme cette derniére est trivialement vraie pour x = O aussi, on a en conclusion :
N(z) = alz], 4 (Vz € E) (**)

Les inégalités (x) et (xx) montrent bien que la norme NV est équivalente a la norme | - |, 5, comme

il fallait le prouver. Ceci achéve la preuve du théoréme. O

8.5.2 Propriétés topologiques et métriques d’'un K-e.v.n de dimension
finie
Le théoréme fondamental 8.14 posséde d'importantes conséquences nous informant des pro-

priétés topologiques et métriques d'un K-e.v.n de dimension finie. Nous commencons par le corollaire

suivant :

Corollaire 8.15.
(1) Tout K-e.v.n de dimension finie est de Banach.

(2) Les parties compactes d'un K-e.v.n de dimension finie sont exactement ses parties fermées

et bornées.

Démonstration. Soit (E, |- |) un K-e.v.n de dimension finie, notée n (le cas n = 0 étant trivial, on
supposera que n > 1) et soit # = (ey,...,e,) une base de E. Comme (d'apres le théoréme 8.14)
toutes les normes de E sont équivalentes, alors le K-e.v.n (E, | - |) posséde les mémes propriétés
topologiques et métriques® que le K-e.v.n (E, | - |0.22)- Mais comme ce dernier vérifie les propriétés
(1) et (2) du corollaire (d'aprés §8.5.1) alors (£, | - ||) vérifie également ces mémes propriétés. Ce

qui achéve cette preuve. O
Nous enchainons avec la proposition suivante :

Proposition 8.16. Soient I/ et F' deux K-e.v.n, avec E de dimension finie. Alors, toute application
linéaire de E dans F' est continue (i.e., £ (E,F) = Z.(E,F)).

Démonstration. Posons n := dim E (le cas n = 0 étant trivial, on supposera que n > 1) et
fixons une base # = (e1,...,e,) de E. Soit f : (E, | |z) — (F,|-|) une application linéaire

et montrons qu'elle est continue. Comme (d'aprés le théoréme 8.14) toutes les normes de E sont

équivalentes, on a en particulier | - | ; ~ | - |, - Ce qui entraine I'existence d'une constante positive
5. Plus précisément, I'équivalence des deux normes |- | et | - |, 5 de E entraine que les deux K-e.v.n (E, ||-|)
et (£, - [l,.) ont les mémes suites convergentes, les mémes suites de Cauchy, les mémes parties fermées, les mémes

parties bornées et les mémes parties compactes.
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c telle que |- |, 5 < c| - |5 Par suite, en se servant de ce fait, de la linéarité de f, ainsi que des

propriétés d'une norme, on a pour tout = = x1e; + -+ + x,e, € E (00 21, ..., 2, € K) :

I f@)|p = If(vier + -+ znen)llp
= Jzifler) + -+ znf(en)|p

X laifele

<

= Z|xz Hf ez HF

< ZHf(ei)HF max ||
i=1
n

= (Dsely ) lal.
i=1
n

< [ DIrels ) clely
i=1

soit
| f(@)lp < (CZf e HF> |z 5 (Vz € E),

Ce qui montre (en vertu de la proposition 8.8) que f est continue, comme il fallait le prouver. La

proposition est démontrée. ]

8.6 Résultats complémentaires

Théoreme 8.17. Soient E et F' deux K-e.v.n, avec F' de Banach. Alors, le K-e.v.n Z.(E, F)

est également de Banach.

Démonstration. 1l s'agit de montrer que toute suite de Cauchy de Z.(E, F') est convergente (dans
Z.(E, F)). Soit donc (f,),cy une suite de Cauchy de .Z,(E, F') et montrons qu’elle converge vers
un certain f € Z.(F, F). Par hypothése, on a :

Ve > 0,3N = N(e) e Ntelque Vp,qe N: p>qg=>N=||f, — fill <€ (1)

Comme (d'aprés la proposition 8.12), pour tous p,q € N et tout x € I/, on a : || f,(x) — fo(2)], =
|(fp = fo) @)z < || fp = foll |2] & il s’ensuit que pour tout z € E\{Og}, on a la propriété :

Ve > 0,IN = N(c) eNtel que Vp,g e N: p>q> N = |[fp(z) - fo(@)|p <clz]z (2)

Pour x € E\{0g} fixé, en prenant a la place de ¢ dans (2), on obtient la propriété :

(B H
Ve >0,INeNtelque Vp,ge N: p>qg=> N = |f,(z) — fy(2)|p <e,

de F est
de Cauchy (pour tout x € E\{Og}). Par suite, comme F' est supposé de Banach, on en déduit

qui est plus significative puisqu’elle équivaut a dire simplement que la suite (f,(2)),,xy
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que pour tout x € E\{Og}, la suite (f,(x)), .y de F' est convergente. Remarquer que cette méme
suite converge aussi pour z = Og (vers Op), puisque f,(0g) = Op (¥n € N), étant donné que les

applications f,, sont linéaires. Définissons alors :

f: E — F
r > f(z):= lim f,(z)

n— —+00
Nous allons démontrer deux choses : d'abord que f € Z.(E, F) et puis que f est la limite de la
suite (f,,),, dans Z.(E, F). Montrons premiérement que f est linéaire. Pour tous A, i € K et tous

r,ye F,ona:

Oz +py) = lim fu(Az + py)
= 1iIJIrl (Afulx) + ufn(y)) (car f,, est linéaire pour tout n € N)

= A 11111 folz) +p lirJrrl fn(y)  (d'aprés les propriétés élémentaires des limites)
n—+0o0 n—+0o
= Af(2) + puf(y),

ce qui montre bien que f est linéaire. Montrons maintenant que f est continue. En prenant dans
(2):e=1,qg=N = N(1) et en faisant tendre p vers +o0, on obtient (compte tenu de la continuité

de la norme || - ||») que :

[f(2) = fn(@)lp < lzlg (Vo e E\{Og}).

/

D'ou (puisque cette inégalité est trivialement vraie pour z = 0g) :

I(f = F)@)lp < lzlg (Vz e E).

Ce qui montre (en vertu de la proposition 8.8) que I'application (f— fx) (de E dans F’) est continue;
d'ou f = fy+ (f — fn) est aussi continue (en tant que somme de deux applications continues). Le
fait que f € Z.(F, F) est ainsi établi. Il nous reste a montrer que f est la limite (dans Z.(E, F))
de la suite (f,),. Pour ce faire, il suffit de faire tendre dans (1) I'entier positif p vers +c0, tout en

tenant compte de la continuité de la norme ||-|| de Z.(E, F'). Ce faisant, on obtient la propriété :
Ve >0,3N eNtel que VgeN: ¢ = N = ||f, — f|| <¢,

qui n'interpréte rien d'autre que la convergence de la suite ( f,,),, vers f dans Z.(E, F'). Ceci compléte

la preuve du théoréme. O

Le théoréme suivant révele un lien remarquable et trés important entre la notion algébrique
de “dimension” (d'un K-e.v.n) et la notion topologique de “compacité”. Il est di au mathématicien
hongrois Frigyes Riesz (1880-1956), qui est I'un des fondateurs de |'Analyse fonctionnelle. On désigne
souvent le nom de ce mathématicien par F. Riesz pour le différencier de son frére Marcel Riesz, qui

était également un mathématicien.

Théoréme 8.18 (F. Riesz).

Un K-e.v.n E est de dimension finie ssi la boule unité fermée B(0g, 1) est compacte.
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Démonstration. Soit E un K-e.v.n. Comme la boule fermée B(0p, 1) est une partie fermée et
bornée de F, le sens directe du théoréme n'est autre qu'une application immédiate du second point
du corollaire 8.15. Montrons le sens inverse du théoréme. Supposons que B(0p, 1) est une partie

compacte de E et montrons que £ est de dimension finie. Comme on a trivialement

B(0g,1) = | B(m,%>,

zeB(0g,1)

I'hypothése de compacité de B(0g, 1) entraine I'existence d'un nombre fini de points 1, ..., z, de

B(0g, 1) tels que : )
e < ()

Posons par suite
F = Vect(zy,...,x,)

et montrons que E = F, ce qui entrainerait que FE est de dimension finie (< n). Comme F c F,
il s'agit juste de montrer l'inclusion £ — F', c'est-a-dire que tout point de E appartient a F. Soit
donc = € E (arbitraire) et montrons que = € F. Pour ce faire, nous allons d'abord montrer que
quelque soit le point y € F' que nous choisissons proche de z, il existe un autre point 3/ € F' qui soit

a moitié plus proche; c'est-a-dire que x vérifie la propriété :
/ / 1
VyeF3yel: fo—y|<glr—yl (2)

Montrons (2). Soit y € F' (quelconque) et montrons |'existence d'un 3’ € I qui satisfait I'inégalité
de (2). Siy = x, il suffit de prendre y' = y pour satisfaire (2). Sinon (i.e., siy # z),ona ||[x—y| # 0

et nous prouvons définir

_ r7Y
lz =yl
Comme on a (de toute apparence) z € B(0g, 1), alors (d'aprés (1)) il existe i € {1,...,n} tel que

z € B(w;,3). Définissons par suite :

y o=y e -yl
Comme y et x; sont dans I, qui est un sous-espace vectoriel de F, alors aussi i/ € F'. De plus, on
a:

v—y = a—y—|r—ylz = lv—ylz— |z —ylz:. = [z -y|(z- ),
ce qui donne :

|z =yl = lz—yllz -zl < %x —

(puisque z € B(x;, %)) Ce qui montre bien que ce vecteur ' de F' est |'un des vecteurs requis par
(2). La propriété (2) étant ainsi établie, en la réitérant plusieurs fois en partant de y = yo = Og, on
obtient :

1
VheN,ype Fr oz -yl < gl
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Cette derniére montre que la suite (yx),.y de vecteurs de F' converge vers x. Ce qui entraine que
z € F. Enfin, comme F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors il constitue une
partie fermée de E (voir |'exercice 8.6) ; d'ou I = F, et on a par conséquent x € F', comme il fallait

le prouver. Ceci compléte la preuve du théoréme. O

Le corollaire suivant englobe les caractéristiques, relatives a la compacité, des K-e.v.n de
dimensions finies. Etant donné qu'il contient le théoréme 8.18, certains auteurs le présentent (sans

distinction avec le théoréme 8.18) sous le nom du « Théoréme de F. Riesz ».

Corollaire 8.19 (F. Riesz). Soit E un K-e.v.n. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) E est de dimension finie.
(i) La boule unité fermée B(0p, 1) de E est compacte.
(iii) Les parties compactes de E sont exactement ses parties fermées et bornées.

(iv) E est localement compact.

Démonstration. L'équivalence entre les deux points (i) et (ii) du corollaire est fournie par le théoréme
8.18. L'implication (i) = (iii) est fournie par le second point du corollaire 8.15. Les deux implications
(iii) = (ii) et (iii) = (iv) sont triviales. Pour compléter la preuve de I'équivalence des quatre
points du corollaire, il suffit de montrer par exemple I'implication (iv) = (ii). Montrons cette
derniére implication. Supposons que E est localement compact et montrons que la boule unité
fermée B(0p, 1) de E est compacte. D'aprés notre supposition, le vecteur nul 0z de E posséde au
moins un voisinage compact. Soit V' un tel voisinage compact de 0. |l existe donc r > 0 tel que
B(0g,r) < V. Ce qui entraine que B(0g,) < V. Mais comme B(0g,7) = B(0p,r) (voir I'exercice
8.5) et que V =V (car V est un fermé, étant donné qu'il est compact), on a en fait B(0g,7) < V.
Ainsi, E(OE,T’) est une partie fermée de E, incluse dans le compact V'; ce qui entraine (en vertu du
corollaire 6.10) que B(0p, ) est compacte. En remarquant enfin que la boule unité fermée B(0g, 1)
de E s'obtient comme image de B(0g,7) (qui est compacte) par I'homothétie de E de rapport®
L (qui est une application continue); on en conclut (en vertu du corollaire 6.21) que B(0g, 1) est

compacte, comme il fallait le prouver. Ceci compléte la preuve du corollaire. O

6. C'est-a-dire I'application h : E — E, définie par : h(z) = +z (Vx € E). Elle est lipschitzienne, donc

continue.
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Exercices

Pour tout ce qui suit K désigne R ou C.

* Exercice 8.1. Soit F un e.v.n sur K.

1. Montrer que pour tous x,y € F/, on a :

2=yl > Izl - Iyl
2. En déduire que I'application
EFE — R
z — |z

est continue (ou R est muni de sa norme usuelle).

* Exercice 8.2. Soient F un K-e.v.n et \ € K.

— Montrer que chacune des deux applications

E? — FE F — F
et
(r,y) — x4y T — AT
est continue.

Remarquer que ces applications sont linéaires.

* Exercice 8.3. Soit F un K-e.v.n.

— Montrer que si H est un sous-espace vectoriel de E alors H |'est également.

* Exercice 8.4. Soient F un K-e.v.n et H un sous-espace vectoriel propre’ de FE.

— Montrer que H est d'intérieur vide.

Exercice 8.5. Soit £ un K-e.v.n.
— Montrer que pour tout a € E et tout r > 0, on a :

(e}
— T

B(a,r) = B(a,r) et B(a,r) = Bla,r).

* Exercice 8.6. Soit £ un K-e.v.n.

— Montrer que tout sous-espace vectoriel I’ de dimension finie de £ est un fermé.

* Exercice 8.7. Soit F un K-e.v.n de Banach.
— Montrer que E est ou bien de dimension finie ou bien de dimension infinie non dénombrable.

Utiliser le théoréme de Baire en se servant des résultats des deux exercices 8.4 et 8.6.

Exercice 8.8. Soit R[X]| le R-espace vectoriel des polynémes a coefficients réels et soit
|-, : R[X] — R* I'application qui associe a tout polynéme de R[X] le maximum des valeurs

absolues de ses coefficients.

7. C'est-a-dire que H # E.
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1. Montrer briévement que | - ||, est une norme sur R[.X].

2. Montrer de deux fagons différentes que le R-e.v.n (R[X],|-|,) n'est pas de Banach
(pour la premiére facon, vous utilisez la définition méme d'un espace de Banach et pour

la seconde, vous utilisez le résultat de I'exercice 8.7).

Exercice 8.9. Soient F un R-e.v.n et f une forme linéaire non identiquement nulle sur E. Montrer
I'équivalence :
f est continue sur E <= Ker f est un fermé de F.

Pour montrer I'implication inverse, vous pouvez procéder par I'absurde en supposant que Ker f
est fermé mais que f n'est pas continue et suivre les étapes suivantes :

— Montrer (en utilisant la discontinuité de f) qu'il existe une suite (), de vecteurs de E,

vérifiant : | f(z,)| > n|z,| (Vn e N). En particulier f(z,) #0 (Vn e N).

— Par suite, considérer la suite (y,),.y de vecteurs de E, définie par : y, = x¢ — Floy Tn

(Vn € N). Veérifier que (y,,),, est une suite de Ker f et qu’elle converge vers x.
— Conclure (en utilisant I'hypothése « Ker f est un fermé de E ») que xy € Ker f ; ce qui donne
une contradiction avec f(zg) # 0.
Exercice 8.10. Soient E un R-e.v.n et f : E — R une forme linéaire continue® et non identique-
ment nulle. Considérons z € E tel que f(zq) # 0.
1. Montrer que 'on a : d(xg, Ker f) > 0.
2. (a) Montrer que pour tout y € Ker f, on a : |f(zo)| < || fIl - [lzo — y]-

(b) En déduire que I'on a :
bl > T
d(l‘(bKer f)

Exercice 8.11. Soient F un R-e.v.n et f un endomorphisme de E. On définit
Ap = AzeE: | f(x)] =1}

— Montrer |'équivalence :

[ est continue < Ay est fermé.

* Exercice 8.12. On munit le R-espace vectoriel £ := €°([0, 1], R) des deux normes | - ||, et | - |

suivantes :

Il = | 170l a
° (Vf € E).

[l := sup [£(2)]

te[0,1]

1. Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

8. Bien entendu, R est muni de sa norme usuelle qui n'est rien d'autre que la valeur absolue.
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2. Montrer que (E, || - ||;) n’est pas de Banach.
Utiliser la suite (f,),~, de E, définie par :

fo:[0,1] — R

0 site [0, 5]
to— ful):=qat+b site[} +1] (Vn > 2)
1 site]l;+ 2, 1]

(ot a,b € R sont choisis de sorte que f,, soit continue sur [0,1] (i.e., f, € E)).
* Exercice 8.13. Soient F := €°([0,1],R) et ¢ : E — E |'application définie par :

e(f): [0,1]] — R

v p(f)@) = [T+ Shren (e at] (V7 € B)

— Montrer que ¢ posséde un unique point fixe dans E.

Exercice 8.14. Montrer que |'unique application continue f : [0,1] — R qui vérifie I'équation

intégrale :

f(z) = %L sin (2 + %) f(t) dt (Vx € [0,1])

est |'application identiquement nulle.
Exercice 8.15. Soit ¢ I'endomorphisme du R-espace vectoriel E := ([0, 1], R), défini par :

p: ¥ — FE
fo— §of@adt

— Montrer que |'endomorphisme ? ne posséde pas de point fixe non trivial dans E (le point fixe

trivial est Og).

* Exercice 8.16. On munit £ := ¢° ([0, 1], R) de sa norme | - ||, (i.e. la norme de la convergence

uniforme). Soit ¢ : E — E, définie par :

p(f): [0,1] — R
= o(f)(@) = a(l —2)f(z)

— Montrer que p € Z.(E, E) et calculer ||¢]|.

(VfeE).

* Exercice 8.17. On munit £ := ¢° ([0, 1], R) de sa norme | - ||, (i.e. la norme de la convergence

uniforme). Soient ¢ et W les applications de £ dans R définies par :

p: F — R . v: F — R
e

1/2 1 :
fo— f(1)=f(0) fo— 5 f@)dz = §,, fz) da
— Montrer que ¢ et U appartiennent a .Z.(F,R), puis calculer la norme de chacune d'entre elles.
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Exercice 8.18. Soient F le R-espace vectoriel £ := ¢1([0,1],R) et N; et N, les deux applications
de E dans R*, définies par :

Ni(f) = sup [f'(x)]+ |f(0)]

z€[0,1]

No(f) = sup [f(z)|+ sup [f'(z)]

z€[0,1] z€[0,1]

(Vf e B). (8.1)

— Montrer que N; et N, sont des normes sur E et qu'elles sont équivalentes.

Pour montrer |'équivalence de N; et N,, utiliser le théoréme des accroissements finis.

Exercice 8.19. Soient R[X] le R-espace vectoriel des polynémes a coefficients réels et |- |, la
norme de R[X| définie par : |P|, = sup |P(t)| (VP € R[X]). Considérons |'application :
te[0,1]

N: R[X] — R*

P — N(P):=max|P®(0)
keN

1. Montrer que N est une norme sur R[X].

2. Montrer que N est plus fine que | - |, (i.e. il existe @ > 0 tel que | - ||, < o - N) mais que

N n'est pas équivalente a | - | ..
3. (a) Montrer que |'application :
p: RIXLN) — ®])
P — o(P):=§, P(t)dt
est linéaire et continue.
(b) Déterminer la valeur exacte de [|¢]|.

La formule de Taylor est d'une grande utilité pour toutes les questions de cet exercice.

Exercice 8.20. On munit le R-espace vectoriel E := ([0, 1],R) de sa norme | - |

1+ définie par :

1
Il = [ @i (ren
0
et on considére o I'endomorphisme de E défini par :
v: F — FE g: [0,1] — R
,  avec ., :
f— wlf)=9y v o— g(z) = §; f(t)dt
1. Montrer que ¢ est continue et que [|o| < 1.

2. Montrer que I'on a précisément ||¢l| = 1.

Considérer la suite (f,,), . de E dont le terme général £, : [0,1] — R est défini par :
falz) == ne ™ (Yx €[0,1]).

N.B : On peut également considérer la suite (hy),.y+ de E dont le terme général
hy :[0,1] — R est défini par :

ho(z) == n(l—2)"' (Vze[0,1]).
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Exercice 8.21. On munit le R-espace vectoriel E := ¢*(]0,1],R) de sa norme | - ||, (i.e. la norme

induite sur £ de la norme de la convergence uniforme de 4°([0, 1], R)) et on considére |'application :

¥ (E7HHoo) - (Rv||)
) :
[ olf) =S af (x)da
1. Montrer que ¢ est linéaire et continue et que [|¢|| < 2.

2. Montrer que I'on a précisément : ||¢|| = 2.

Considérer la suite (f,,), . de E dont le terme général f, : [0,1] — R est défini par :
folz) == 22" =1 (Vz e]0,1]).

Exercice 8.22 (Examen de 'année 2017-2018).
Soient E le R-e.v.n E := ¢'([0,1],R) et ||,
définie par : | f| := sup |f(x)| (Vf € E). Considérons N : E — R* I'application définie par :

z€[0,1]

sa norme de la convergence uniforme, qui est

N(f) = |F(0)] + f Folde (VfeB).

1. Montrer que N est une norme sur F.

2. Montrer que l'on a || - |, < N (c'est-a-dire : Vf e E : | f|_, < N(f)).
- Qu'est ce que cette inégalité entraine a propos des topologies de E engendrées par les normes
|-l et N7

3. Soit
w - (EvN) - (R"D

o o) = £0)— £(3) + £(1)
(a) Montrer que ¢ est linéaire et continue.

(b) Montrer que I'on a précisément ||| = 1.
Exercice 8.23. Soit I/ un R-e.v.n et soient f et g deux endomorphismes de F, vérifiant I'identité :
fog—gof = idp (*)
1. Montrer par récurrence que pour tout n € N*, on a :
fog"—g"of = ng" (x*)

2. (a) En utilisant (**), montrer que g ne peut &tre nilpotent°.

(b) En déduire, en se servant toujours de (%) et du résultat de (2)(a), que I'un au moins

des deux endomorphismes f et g est discontinu.

9. On dit que g est nilpotent s'il existe k € N* tel que ¢g* = 0.
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(c) Conclure que E est forcément de dimension infinie.
— Retrouvez ce résultat plus simplement en utilisant seulement de |'algébre linéaire.

Procéder par I'absurde et utiliser la notion de « trace d'un endomorphisme ».

RN
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Quelques sujets d examens des années précédentes

Interrogation de I'année 2017-2018

Durée : 1 heure
Baréeme sur 15

Proposée le 8 février 2018 par |'auteur

Exercice 1 (3 points) : Soient X et Y deux espaces topologiques, avec Y séparé et soit

f + X =Y une application continue et injective.

— Montrer que X est séparé.

Exercice 2 (6 points) : Pour ce qui suit, on note par d,s la distance usuelle de R (i.e. la
distance induite sur R* de la distance usuelle de R). Soit
d: R" xRt — R*

R |
(z,y) — d(z,y) ~—m

1. Montrer que d est une distance sur R™.

2. Montrer que d et d,, sont topologiquement équivalentes mais qu’elles ne sont pas équi-

valentes.

3. Montrer que I'espace métrique (R*,d) n'est pas complet.

Exercice 3 (6 points) : Soient (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X.

1. Montrer que |'application
f: X — R
x — d(z,A)

est lipschitzienne (ou R est muni de sa distance usuelle).

2. En déduire que pour tout € > 0, le sous-ensemble U, de X, défini par :
U: = {zeX: dz A <e}

est un ouvert de X.

3. Conclure que toute partie fermée de X peut s'écrire comme une intersection dénombrable

d’'ouverts.
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Examen de I'année 2017-2018
Durée : 1 heure 30 minutes
Bareme sur 20

Proposé le 25 février 2018 par I'auteur

Questions de cours (5 points) : Pour ce qui suit, K désigne I'un des corps commutatifs R

ou C et e.v.n est I'abréviation de I'expression « espace vectoriel normé ».
Citer les propriétés vues en cours des K-e.v.n de dimensions finies.
Que peut-on dire sur la dimension d'un K-e.v.n de Banach?

Donner (sans démonstration) un exemple d'un K-e.v.n qui n'est pas de Banach.

= o hpo

Rappeler I'énoncé du théoréme de Baire puis utiliser le pour montrer (immédiatement)

que I'ensemble R des nombres réels n'est pas dénombrable.

Exercice 1 (7 points) : Soit £ un espace topologique.

1. (a) Montrer que pour tous A, Be #(E), on a :

AUB = AuB.

(b) Dire (sans démonstration) comment cette propriété se généralise par récurrence.

2. Donner un exemple d'un espace topologique £ et d'une famille (4;),., de parties de E

tel que :

3. On suppose dans cette question que E' est séparé.

(a) Montrer que si A est une partie compacte de E et x est un point de E qui n'appartient

pas a A alors il existe un ouvert U de E tel que :

Ac U e x¢U.

(b) En déduire que si E est compact alors pour tout x € E et tout ouvert O de E

contenant z, il existe un fermé F' de F tel que :
o
reF cFcO.
. Appliquer le résultat de la question précédente pour A = CO.

Exercice 2 (8 points) : Soient F le R-e.v.n £ := €'([0,1],R) et || - ||, sa norme de la

convergence uniforme, qui est définie par : | f||, = sup |f(z)] (Vf € E). Considérons
z€[0,1]

0

N : E — R* |'application définie par :

N(f) = |£(0)] + f Fold (Ve B).
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1. Montrer que N est une norme sur F.
2. Montrer qu'ona |- |, < N (c'est-a-dire : Vf e E : | f||, < N(f)).
— Qu'est ce que cette inégalité entraine a propos des topologies de E engendrées par les

normes | - | et N7

3. Soit
2 (EvN) - (Rv‘b

fo— elf) = FO0) = F(G) + F(1)
(a) Montrer que ¢ est linéaire et continue.

(b) Montrer que I'on a précisément ||| = 1.
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Examen de remplacement de I'année 2017-2018
Durée : 1 heure 30 minutes
Bareme sur 20

Proposé le 7 mars 2018 par |'auteur

Exercice 1 (4 points) : Soit (£, 7) un espace topologique fini et séparé.

— Montrer que 7 est forcément la topologie discréte de E.

Exercice 2 (6 points) : Soient E un espace topologique séparé et (K, ),  une suite de parties

compactes emboitées et toutes non vides de E. On pose K := ﬂ K,.
neN

1. Montrer que K est non vide et en déduire qu'il est compact.

2. Montrer que si €2 est un ouvert de F contenant K alors il existe ng € N tel que :

Exercice 3 (10 points) : Soient R[X] le R-espace vectoriel des polynémes a coefficients
réels et | - ||, la norme de R[.X| définie par : |P|_ = sup |P(t)| (VP € R[X]). Considérons
te[0,1]

I'application :
N: R[X] — R*
P +— N(P):=max|P®(0)] "
keN
1. Montrer que N est une norme sur R[X].

2. Montrer que N est plus fine que | - |, (i.e. il existe a > 0 tel que |- |, < a- N) mais

que N n'est pas équivalente a | - || .
3. (a) Montrer que |'application linéaire :
1
P — o(P):=§,P(t)dt
est continue.

(b) Déterminer la valeur exacte de ||¢]|.
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Examen de rattrapage de |'année 2017-2018
Durée : 1 heure 30 minutes
Bareme sur 20

Proposé le 17 septembre 2018 par |'auteur

Exercice 1 (5 points) : Soit 7 la famille constituée de parties U de R qui satisfont 'une ou

I'autre des deux conditions suivantes :
(i) 0¢U;
(i) |- 1,1[c U.
1. Montrer que 7 est une topologie sur R.
2. (a) Caractériser les parties fermées de I'espace topologique (R, 7).
(b) Caractériser les parties de R qui sont ouvertes et fermées a la fois dans (R, 7).

3. Montrer que I'espace topologique (R, 7) n'est pas séparé.

Exercice 2 (8 points) :
Partie | :

Soit d : R? — R™ I'application définie par :
d(z,y) = In(1l+ |z —y|) (Vz,y € R).

1. Montrer que d constitue une distance sur R.

2. Montrer que d est topologiquement équivalente a la distance uselle de R.
: Vous pouvez utiliser I'inégalité : « In(1 +¢) <t (Vt = 0) ».
Partie Il :

On munit R de la distance d’ définie par :
d'(z,y) = | —¢Y| (Vz,y € R).

1. Déterminer explicitement la boule ouverte By (0, 1).

2. Montrer que l'intervalle | — o0, 0] est une partie fermée et bornée mais non compacte de

I'espace métrique (R, d’).

3. Montrer que |'espace métrique (R, d’) n'est pas complet.

Exercice 3 (7 points) : On munit le R-espace vectoriel E := ¢°([0,1],R) (constitué des

fonctions réelles continues sur [0, 1]) de ses deux normes | - |, et | - ||, définies par :

Iy = [ sl e 1l = s sl (vfeB)
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et on considére o I'endomorphisme de E défini par :

e (BN — Bl e [01] — R
f— o(f)=g = (o

1. Montrer que ¢ est continue et que I'on a : ||| < 1.

2. Soit (fn),cy la suite de E dont le terme général f, : [0,1] — R (n € N) est défini par :

folz) == (1—2)" (Vx € [0,1]).

(a) Pour neN, caleuler | f,||; et [|o(fn)l -

(b) En déduire que I'on a précisément : [|¢]| = 1.

121



B. FARHI Quelques sujets d'examens des années précédentes

Interrogation de I'année 2016-2017

Durée : 1 heure

Baréeme sur 15

Proposée le 2 février 2017 par |'auteur

Exercice 1 (5 points) : Soient E un ensemble infini et p un point fixé de E. On considére 7

la famille des parties O de E qui satisfont I'une ou l'autre des deux conditions suivantes :
(i) p¢O.
(i) pe O et CgO est fini.

1. Montrer que 7 est une topologie sur F.
2. On prend dans cette question £ = N et p = 0.

(a) Décrire soigneusement les ouverts et les fermés de |'espace topologique (E, 7).
(b) Soient A = {0,1,2,3} et B = N\{0,1}. Déterminer A et B.
Exercice 2 (5 points) : Soit (£, 7) un espace topologique.
1. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Tout singleton de E est un fermé.
(i) Vz,y € E, avec = # y, il existe un voisinage de x qui ne contient pas y.
2. En déduire que si E est séparé alors tout singleton de E est un fermé.
Exercice 3 (5 points) : Soit (F,d) un espace métrique et soit d' : E* — R*, définie par
d :=1n(1+d).
1. Montrer que d’ est une distance sur E.
2. Montrer que d et d’ sont topologiquement équivalentes.
3. On prend dans cette question £ = R et d sa distance usuelle.
(a) Montrer que d et d’' ne sont pas équivalentes.

(b) Montrer que I'espace métrique (R, d’) est complet.

. Pour I'exercice 3, vous pouvez utiliser I'inégalité « In(1 + z) < = (V&
en cas du besoin.
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Examen de I'année 2016-2017
Durée : 2 heures
Bareme sur 20

Proposé le 11 mars 2017 par |'auteur

Questions de cours (3 points) :
1. Citer les propriétés vues en cours des espaces vectoriels normés de dimension finie.

2. (@) Montrer briégvement que dans un espace vectoriel normé, toute partie compacte est

un fermé borné.

(b) Quelle est la condition nécessaire et suffisante que doit vérifier un espace vectoriel
normé pour qu'on ait équivalence entre « une partie compacte » et « une partie

fermée bornée ».

Exercice 1 (5 points) :
Soient X et Y deux espaces topologiques, avec Y séparé et soient f : X - Y etg: X - Y

deux applications continues.
1. Montrer que |'ensemble
Fimf{zeX: fz)=gx)}
est un fermé de X.

2. Soit A © X une partie dense dans X.
— Montrer (en s'appuyant sur le résultat de la premiére question) que si f et g coincident

sur A alors elles coincident sur X.

Exercice 2 (6 points) :

Soient (F,d) un espace métrique et f : E — R une application continue, vérifiant :

[f (@) = fly)l = dz,y) (Va,y € E) (1)

Pour tout n € N*, on définit :

F, = {er: f(m)é%}

et on suppose que ces parties F),, de E sont toutes non vides.
1. Montrer que (F},), .y« est une suite de parties fermées emboitées de .

2. On suppose dans cette question que E est complet et que [ est positive (i.e. f(z) =0,
Ve e E).
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(a) Montrer qu'on a : §(F,) < 1 (Vne N¥).
(b) En déduire qu'il existe un unique o € E tel que f(zq) = 0.

3. On suppose dans cette question que F est compact.

— Montrer qu'il existe x; € E tel que f(z;) < 0.

Exercice 3 (6 points) :
Soit E := €¢*([0,1],R), muni de la norme de la convergence uniforme | - |. On définit N :
E — RT par:

N(f) = sup |f'(z)] +[f(0)] (Vf € E).

z€[0,1]
1. Montrer que N est une norme sur FE.

2. Montrer qu'on a pour tout f € E : ||f|, < N(f).

Utiliser le théoréme des accroissements finis.
3. Montrer que N n'est pas équivalente a | - || .

4. Soit
p: (E,N) — (R,[])

‘ .
) :
fo—elf) =2’ f(z) da
(a) Montrer que ¢ est linéaire et continue.

(b) Calculer [|¢]|.
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Examen de rattrapage de |'année 2016-2017
Durée : 1 heure 30 minutes
Bareme sur 20

Proposé le 16 septembre 2017 par |I'auteur

Exercice 1 (8 points) :
Soit (X, 7) un espace topologique. L'ensemble des nombres réels R est considéré comme espace
métrique (muni de sa distance usuelle).

1. Ecrire soigneusement la définition de la continuité d'une application A : X — R en un

point @ € X en utilisant la structure topologique de X et la structure métrique de R.

2. Soient f: X > Ret g: X — R deux applications continues et soient U et F' les deux

sous-ensembles de X définis par :
U = {zeX: f(@)<g(0)},
F = {zeX: f(x)<g(x)}.

(a) Montrer que I'application f — g : X — R est continue.
(b) En déduire que U est un ouvert de X et que I est un fermé de X.
(c) Montrer que U  F.

(d) Montrer, a I'aide d'un contre exemple, que I'égalité U = F n’a pas toujours lieu.

Exercice 2 (7 points) :
Soient (£, d) un espace métrique compact et f : F — E une application vérifiant la propriété
suivante :

Ve,ye B d(z,y) < d(f(x), f(y)) (*)

Etant donné a € E, on considére (z,,) _ la suite d'éléments de E, définie par :

neN
To = Qa
Tpe1 = f(xz,) (YneN)

1. Justifier le fait que (z,,),, posséde une sous-suite convergente de E. Pour la suite, on notera
(Zy(n)), o Cette sous-suite convergente de (z,),, (o (¢(n)),,oy est une suite strictement

croissante d'entiers natu rels) )

2. Soit
v(n) == en+1)—pn) (YneN).

(a) Montrer que la suite (), €st convergente vers a.

N
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(b) En déduire que f(F) est dense dans E.

Exercice 3 (5 points) :
Dans ce qui suit, le R-espace vectoriel E := ([0, 1], R) est muni de sa norme | - |,, définie

par :
Ifl, = f f@lde  (VfeE).
Soit
o (B — (Bl elf):01] — R
f— o(f)

Y

1. Montrer que ¢ est linéaire et continue sur E et que I'on a : ||o]| < 2.

2. Montrer que I'on a précisément ||pl| = 2.
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Interrogation n°1 de I'année 2015-2016
Bareme sur 15

Proposée par M" Benmeziane

Exercice 1 (6 points) :

On munit I'ensemble E :=]0, +oo| de la topologie 7 donnée par :
7 = {d; 0, :=]a,+o[,a >0}

1. Déterminer les fermés de |'espace topologique (E, 7).

2. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :
(i) A=]o,1[; (i) A=[1/2,+o]; (iii) A=N.
3. Montrer que I'espace topologique (E,7) n'est pas séparé.

Exercice 2 (4 points) :
Soit (F,d) un espace métrique et soient A une partie de F et x un élément de E. Montrer

I'équivalence suivante :

reA = Yr>0: Bla,r)n A+ J.

Exercice 3 (5 points) :
Soit E un ensemble muni de deux distances équivalentes d; et ds et soit A une partie de E. On

considére f I'application définie par :

f+ FE — R
r — f(z):=2d(x,A) + 3dy(x, A)

ol R est considéré comme un espace métrique (muni de sa distance usuelle).
— Montrer que f est uniformément continue.

Vous pouvez montrer que f est lipschitzienne.
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Interrogation n°2 de I'année 2015-2016
Bareme sur 15

Proposée par M" Benmeziane

Exercice 1 (6 points) :
Soit (E,d) un espace métrique et soient (), .y €t (Yn),y deux suites de E telles que

lim d(x,,y,) =0.

n——+o0

1. Montrer que si la suite (), est de Cauchy alors la suite (y,), est également de Cauchy.

2. Montrer que si (z,),, et (y,), sont toutes les deux convergentes alors on a :

lim z, = lim y,.
n——+ao0 n—+ao

Exercice 2 (5 points) :

On munit I'ensemble des nombres réels R de la distance d définie par :
d(z,y) = le" —e’| (Vz,y € R).

— Etudier la complétude de |'espace métrique (E, d).

(Indication supprimée).

Exercice 3 (4 points) :
On munit le R-espace vectoriel E := €°([0, 1], R) des deux normes || - |, et || - |, dont nous

rappelons les définitions :

1
Il = | 1@ ds
0 (Vf € E).
[l == sup |f ()]
z€[0,1]
— Montrer que ces deux normes | - ||, et | - |, ne sont pas équivalentes.

(Indication supprimée!).
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Examen de I'année 2015-2016
Durée : 2 heures
Bareme sur 20

Proposé par M" Benmeziane

Exercice 1 (5 points) :

On munit I'ensemble E :=]2,4[ de la topologie 7 donnée par :
7= {a:=]3-0a,3+a[,0<a<1}.

1. Déterminer les fermés de |'espace topologique (£, 7).

o —_—
2. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :

(i)Az]g,;[; (i) A — {3} ; (iii)A=]2,g].

Exercice 2 (7 points) :
Soient (F,d) un espace métrique compact et f : E — E une application vérifiant la propriété

suivante :
Ve,ye B d(z,y) < d(f(z), f(y))

Soient aussi a un élément de E et (x,), .y la suite de E définie par :

{ Tpi1 = f(z,) (YneN)

1. Montrer que la suite (), posséde une sous-suite (7, (), . qui est de Cauchy

(bien entendu, (p(n)),,y st une suite strictement croissante d'entiers positifs).

2. Pour tout n € N, on définit :

Y(n) == p(n+1) —pn).

(a) Montrer que la suite (zy(n)), converge vers a.

(b) En déduire que f(E) est dense dans E.

Exercice 3 (8 points) :

Soient £/ un R-e.v.n et ¢ : E — R une forme linéaire.

Partie | : Montrer |'implication :

© est continue = Ker @ est un fermé de E.
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Partie Il : Dans cette partie, on se propose de montrer |'implication inverse de |'implication
précédente. Pour ce faire, on procéde par |'absurde en supposant que Ker ¢ est un fermé

de E mais que ¢ n'est pas continue. Nous allons chercher donc une contradiction !

1. Montrer qu'il existe une suite (z,,), .y« d'éléments de E qui vérifie la propriété :
Vne N*: |p(x,)] > n|x,|.

Pour la suite, on définit pour tout n € N* :

2. Calculer @ o(yn); ©(zn); limy, i o0 yp et lim,, 1o 2.

3. En déduire une contradiction, puis conclure.
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Examen de remplacement de I'année 2015-2016

Durée : 2 heures
Bareme sur 20

Proposé par M" Benmeziane

Exercice 1 (5 points) :
On munit I'ensemble E :=] — 2,6[ de la topologie 7 donnée par :
7= {la:=]2— 0,2+ a0 <a<4}.
1. Déterminer les fermés de |'espace topologique (£, 7).

2. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :
() A=10.4[ : (i) A={2}; (i) A=]-2,0].

Exercice 2 (7 points) :
Soit (F,d) un espace métrique et soient f : £ — R et g : E — R deux applications continues.
Pour tout n € N, on définit :
F, == {xe E: nf(x)+ g(x) <0}.
1. Montrer que pour tout n € N, la partie F,, de E est fermée.
2. Supposons dans cette question que :
(i) E est compact;
(i) VneN: F, # ;
(i) Yxe E: f(x)=0.

(a) Montrer que pour tout n € N, on a:

(b) En déduire que I'intersection ﬂ F,, est non vide.
neN
(c) Siage ﬂ F,,, montrer qu'on a f(x) = 0.

neN

Exercice 3 (8 points) :
Soient F un R-e.v.n et ¢ : E — R une forme linéaire non identiquement nulle.

1. Montrer |'implication :

o est continue = Ker ¢ est un fermé de E.

On se propose maintenant de montrer |'implication inverse. Supposons donc pour toute

la suite que Ker ¢ est une partie fermé de E et montrons (a travers les questions

qui vont suivre) que ¢ est continue.
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2. Montrer qu'il existe un vecteur a de E tel que ¢(a) = 1.

3. Montrer que pour toute suite (z,,), . de E telle que lim z,, = 0g,ona lim ¢(z,) = 0.
n—+0o0 n——+0o0

Raisonner par |'absurde et introduire v, :== a — ﬁxn (pour certains n € N, bien
choisis).

4. En déduire que ¢ est continue.
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Interrogation n°1 de I'année 2014-2015
Bareme sur 15

Proposée par M" Benmeziane

Exercice 1 (6 points) :
Soit E := [0, 1] et 7 la famille de parties de E, donnée par :

7 = {0,:=[0,a[,0<a<1}.

1. Montrer que T constitue une topologie sur E.
2. Déterminer les fermés de |'espace topologique (F, 7).

o J—
3. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :

oa-fol] @a- {2} @a- [l

4. Montrer que |'espace topologique (E, 7) n'est pas séparé.

Exercice 2 (3 points) :
Soient F, F' et G trois espaces topologiques et f : E — F et g : ' — (G deux applications.
— Montrer que si les applications f et g sont continues alors I'application composée g o f est

également continue.

Exercice 3 (3 points) :
Soient E un espace topologique et A une partie propre” et non vide de FE.

— Montrer que si A est a la fois un ouvert et un fermé de £ alors sa frontiére est vide.

Exercice 4 (3 points) :
Soient E et F' deux espaces topologiques et f : £ — F' une application continue et injective.

— Montrer que si F' est séparé alors E |'est également.

*) Une partie propre de E veut dire une partie de F, autre E lui méme.
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Interrogation n°2 de I'année 2014-2015
Bareme sur 15

Proposée par M" Benmeziane

Exercice 1 (5 points) :
Soit (E,d) un espace métrique et soient A une partie de E et = un point de E. Montrer que
I'on a :

dz,A) = d(x,A).

Exercice 2 (5 points) :
Soit E' un ensemble non vide, muni de deux distances d; et dy qui sont équivalentes. Montrer
I'équivalence :

(E,dy) est complet <= (E,d,) est complet.

Exercice 3 (5 points) :
Soit (E,d) un espace métrique complet et soient (x,), .y €t (Yn),oy deux suites de Cauchy de
E. Pour tout n € N, on pose z, := d(z,, yn).

— Montrer que la suite réelle (z,), . est convergente (dans R).
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Examen de 'année 2014-2015
Durée : 2 heures
Bareme sur 20

Proposé par M" Benmeziane

Exercice 1 (5 points) :
Soit E :=] — 1,1[ et 7 la famille de parties de F, donnée par :

T = {0, =] —a,af,-1 <a<1}.

1. Montrer que 7 constitue une topologie sur F.
2. Déterminer les fermés de |'espace topologique (F, 7).

o J—
3. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :

1 11
N A4 . N 1 TN e
Oa=10hs @ a=log] s Giya- |55
Exercice 2 (7 points) :
Les parties |, Il et |1l de cet exercice sont complétement indépendantes.
Partie | :
Soient E :=]0, +[ et d : E* — R I'application définie par :

d(z,y) =

i (V(z,y) € E?).

11‘

1. Montrer que d est une distance sur E.
2. Etudier la complétude de I'espace métrique (E,d).
(Indication supprimée).
Partie Il :
Soient (£, d) un espace métrique et (), une suite de Cauchy de FE.
— Montrer qu'on a équivalence entre :
(i) La suite (x,), est convergente.
(i) La suite (z,,), posséde une sous-suite convergente.

Partie Il :
Soient (E, d) un espace métrique et A une partie compacte de E. Soit aussi (a,), .y une suite
de points de A, possédant une unique valeur d'adhérence ¢ € E.

— Montrer que (ay,),, converge vers /.
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Exercice 3 (8 points) :
On munit le R-espace vectoriel E := ([0, 1], R) (constitué des fonctions réelles continues sur

[0,1]) de sa norme || - |

|+ définie par :

1
7= [ sena wrep
et on considére o I'application linéaire définie par :

o: F — FE vec g: [0,1] — R

f— olf)=9 r — g(x):zggf(t)dt'

1. Montrer que ¢ est continue et que [|o|| < 1.

2. Soit (fy),,y 1a suite de E dont le terme général f,, : [0,1] — R est défini par :
folz) = ne™™  (Yx € ]0,1]).

(a) Pour n e N, calculer | f,|l, et [¢(fu)ll;-
(b) En déduire que [|¢| = 1.
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Examen de remplacement de I'année 2014-2015
Durée : 2 heures
Bareme sur 20

Proposé par M" Benmeziane

Exercice 1 (5 points) :
Soit E :=] — o0, 0[ et 7 la famille de parties de E, donnée par :

T = {0, =] — 0, af,a <0}.

1. Montrer que 7 constitue une topologie sur E.
2. Déterminer les fermés de |'espace topologique (F, 7).

3. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :

1
() A=]—oo,—1[; (ii) A= {—5} ;o (i) A=2".
Exercice 2 (9 points) :
Les parties |, Il et Il de cet exercice sont complétement indépendantes.

Partie | :
Soient E :=]0, +[ et d : E* — R I'application définie par :

11 ,

d(l‘,y) =

1. Montrer que d est une distance sur F.
2. Etudier la complétude de I'espace métrique (E,d).
(Indication suppriméel).

Partie Il :
Soient (F, d) un espace métrique et (), une suite de Cauchy de F.

— Montrer qu'on a équivalence entre :
(i) La suite (x,), est convergente.
(i) La suite (z,), posséde une sous-suite convergente.

Partie Il :
Soient (£, d) un espace métrique et A une partie compacte de E. Soit aussi (a,,),, une suite
de points de A, possédant une unique valeur d'adhérence ¢ € E.

— Montrer que (a,),, converge vers .
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Exercice 3 (6 points) :
Dans ce qui suit, le R-espace vectoriel E := ¢*([0,1],R) (constitué des fonctions réelles qui
sont de classe ¢’ sur I'intervalle [0,1]) est muni d'une norme quelconque, notée || - |. Soit ¢

I'application linéaire définie par :

p: B — FE
fo— elf)=1r

et soit (f,),y la suite de E dont le terme général f,, : [0,1] — R est défini par :
fo(z) == €™ (Vz € [0, 1]).

1. Exprimer |o(f,)] en fonction de | f,||.

2. En déduire que ¢ n'est pas continue sur F.
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Examen de rattrapage de |'année 2014-2015
Durée : 2 heures
Bareme sur 20

Proposé par M" Benmeziane

Exercice 1 (5 points) :
Soit E :=]0, +o[ et 7 la famille de parties de F, donnée par :

T = {E; 0, :=]0,a[,a = 0}.

1. Montrer que 7 constitue une topologie sur F.
2. Déterminer les fermés de |'espace topologique (F, 7).

o J—
3. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants :

(i) A=]0,1]; (ii)A:{g}; (iii) A = N*,

Exercice 2 (6 points) :
Soient (F,dg) et (F,dr) deux espaces métriques etsoient f : £ — F,g: E — Feth: E - F
trois applications de E dans F'.

1. Supposons que f et g sont continues et considérons A le sous-ensemble de £ défini par :

A= {xeE: f(zx)=gx)}.

— Montrer que A est dense dans F si et seulement si A = F.

2. Supposons qu’on ait pour toutes suites (z,,),, et (y,), de E :

n—>+00 n—>+00

— Montrer que h est uniformément continue.

Exercice 3 (9 points) :
On munit le R-espace vectoriel E := ([0, 1], R) (constitué des fonctions réelles continues sur
[0,1]) de sa norme || - |

|+ définie par :

£l = j fOld (Ve B

et on considére o I'application linéaire définie par :

o: FE — E vec g: [0,1] — R

f— olf)=9 r g(x):zggf(t)dt'
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1. Montrer que ¢ est continue et que [|o]| < 1.

2. Soit (fy),en la suite de E dont le terme général f,, : [0,1] — R est défini par :
ful®) = n(1—2)"' (Voel0,1]).

(a) Pour n e N*, calculer | f,[, et [o(fn)l;-

(b) En déduire la valeur précise de ||¢]|.
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