Analyse vectoriel

Opérateur nabla V en coordonnées cartésiennes de vecteurs unitaires (7, J, ﬁ) :
- 0 0 L7 0
dy 0z
Opérateur laplacien A en coordonnées cartésiennes de vecteurs unitaires (T, 7 ﬁ)
02 9% 097
o Tayr T oz
Opérateur d' alembertien o en coordonnées cartésiennes de vecteurs unitaires (7, 7, k)
62+62+62 162_A 1 92
dx2  dy? 0z2 c?ot? c? dt?
Ou c est lavitesse d’ une onde é ectromagnétique dans le vide (ou la vitesse de lalumiére)

A

O =

Applications :
Le gradient d’ une fonction scalaire U est un vecteur :
ou ,oU -dU

a +7J @ + k E =
Ladivergence d’ un vecteur A (Ax,Ay, AZ) est un scalaire (produit scalaire) :
Vﬁzan+aAy+aAz

' ox 0y 0z

Le rotationnel o’ un vecteur A de composantes (A,, Ay, A,) est un vecteur (produit vectoril) :

L (0A, 0A)\. (0A, 0A,N. (04, 9A\- —
VAA_(ay_¥>‘+<az_ax>’+ x oy )K= ro

VU=1 grad U

= divA

Laplacien d’ une fonction scalaire U : divﬁf U=V.VU=V2U =AU
02U 0%*U 0%U
dx? * dy? * 0z?
Laplacien d’ un vecteur Ade composantes (Ax,Ay, AZ) :

024 024 024

AU =

A= d0x? + dy? + 0z

D’adembertien d’ une fonction scalaire U :
1 9%U
oU = AU __ZF

D’ alembertien d’ un vecteur 4 de composantes (Ax, Ay,AZ) :

A =M 1 6%4
OA = - =
c? ot?

Théoreme d’ Ostrogradsky :
Soit uns surface fermée S délimitant un volume  :

ﬁ%ﬁ)dfzﬁg.d—s
T S

L’intégrale de la divergence d’ un vecteur A, éendue aun volume 7, est égale au flux de ce vecteur sortant
delasurface S qui limite ce volume.

Théoreme de Stokes :
Soient un contour fermé C, un élément de déplacement dl sur ce contour et une surface S s appuyant sur
ce contour :



55 Adi= ff(W)d—s
. Cc S
La circulation d’un vecteur A le long d’une courbe fermée C est égale au flux de son rotationnel sortant

de lasurface S délimitée par C.

Applications :

Soient f un champ scalaire et Aun champ vectoriel. Vérifier les relations suivantes :

V.(fA) = f(V.A) + A.(Vf) ; VA(FA) = (VF)NA+ F(VAL) ; VA(VAA) = V(V.4) — A4
VA(VF)=0 ; V.(VAA) =0
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CHAPITRE |
EQUATIONS DE MAXWELL DANSLE VIDE

1 Le champ dectromagnétique

Soit dans un repére galiléen une densité de charge p(r,t) en mouvement qui lui est associée une
densité de courant J(r,t). L’éectromagnétisme se propose d étudier les interactions des particules
chargées. Il faut admettre que I’ action de la distribution des charges en un point de position r et a une date
t peut toujours étre caractérisé par un champ C(r,t) = (E,B) appelé champ éectromagnétique : c'est un
ensemble de deux champs vectoriels E(r,t) et B(r,t)

Historiguement les champs électrique E(r,t) et magnétique B(r,t) ont évolué séparément. En
réalitéils forment un ére mathématique ; (E,B) forme un tout indissociable.

Le champ éectromagnétique est accessible par ces effets : Une charge électrique q animée d’'une
vitesse v placée dans un champ électromagnétique (E,B) est soumise a une force F dite force de Lorentz :

F = q(E + vA\B)

Lathéorie de I’ él ectromagnétisme sera compléte si I’on sait calculer le champ (E,B) a partir de sa
source (p,J), ains nous proposons 04 relations locales appelées équations de Maxwell qui vont nous
permettre de calculer le champ éectromagnétique (E,B).

2 Les équations de Maxwell
Premiére éguation de Maxwell (équation du flux magnétique) :

V.B=0
Deuxieme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Faraday) :
JoB
V/\E = _E
Troisieme éguation de Maxwell (équation de Maxwell — Gauss) :
p
V.E =—
€o

Quatrieme équation de Maxwell (éguation de Maxwell — Ampere) :

J0F
VAB = Ho (] + & E)
On peut distinguer deux couples d’ équations :
- Lal1% et la 2™ équations expriment |es propriétés intrinséques du champ é ectromagnétique (pas

de terme source)
- La3"™™ et 1a4°™ équations expriment le lien entre le champ éectromagnétique (E,B) et sa source
(p.J).
N.B.
0E d(V.E)
ot ot
g0p
=V.J+ T 0
D’ou I’ égquation de la conservation de la charge électrique :
ap
V]=——
J at

2.1 Contenu physique de I’ éguation du flux magnétique

Soit un fil conducteur rectiligne de longueur infini et parcouru par un courant continu I. Il crée un
champ magnétique B dans tout I'espace. Soient dT un tube de flux et S une surface fermeée
guelconque.
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B est constant le long du tube. dT transporte un flux constant et découpe la surface S en un nombre
paire d’' éléments de surface identiques dS,, dS;, dS;, dS,, ...etc. le flux qui sort de ces ééments est

donc nul, il y’aaternance de signes + et —
# B.dS =0
Appliquons |e théoreme d’ Ostrogradski :
d):# B.dS=J:I-f V.BAV =0=V.B=0
S 14

Ou V et le volume fini délimitée par lasurface S fermée.
|7.B=0<=># B.dS =0
S

Cette éguation exprime que le champ magnétique B est a flux conservatif. Les lignes de B ne
peuvent pas diverger comme le font leslignes du champ électrique E a partir d’un point source.

E oui Point source
B non

La 1% et la 3°™ équations de Maxwell ont des structures mathématiques identiques mais la 1€ ne
contient pas de terme source.

2.2 Contenu physique de |’ équation de Maxwell — Faraday
En électrostatique |le champ éectrique E(r) dérive d’'un potentiel scalaire V(r) :
E=-VV
D’ ou en régime permanent :
VAE =0

Ce qui exprime que la circulation de E est conservative en régime permanent (régime indépendant du
temps).

Dans le cas généra, examinons la circulation de E aladatet le long d' un contour (C) fixe. Soit S une
surface quelconque s appuyant sur le contour (C) et appliquons le théoréme de Stokes.



VAE

E

§ e[ onpras- [ (-2 as)=-2([[ n.as)--2

Avec: ¢ = [[. B.dS leflux deB atraverslasurface S.

VAE = aB(:)ngdl— 99
Y T ot

Cette relation exprime que tout champ magnétique dépendant du temps donne naissance a un
champ éectrique a circulation non conservatif. L’ éguation de Maxwell — Faraday rend compte du
phénomene d'induction éectromagnétique.

En régime permanent : B/ dt =0 < VAE =0

2.3 Contenu physique de |’ équation de Maxwell — Gauss
Rappel du théoréme de Gauss
Soit une surface fermée (S) délimitant un volume V contenant une charge Q :

o= [ o

Le flux électrostatique @ sortant de S s’ exprime :

o-ff nas-2 L[ pav

En appliquant le théoreme d’ Ostrogradski on obtient :

f vas= ]| @.ow =L s

D'ou:V.E =p/ey

V.E = L = E.dS = g
& S &
Cette éguation est plus générale que le théoréme de Gauss, car elle prend en compte toutes les

charges (chargelibres et charges liées) contenues le volume V délimité par la surface fermée (S).



2.4 Relaxation de charges dans un conducteur
Pour examiner |’ évolution de charges p al’intérieur d un conducteur parcouru par des courants on
partirade I’ équation de la conservation de la charge

dp
v=-
et delaloi d Ohm locale
J =0FE
p dp
V.J=V.(cE)=0(V.E)+ E(V.0) =0(V.E) = o —=—=
0
D'ou:
dp o
ot "l T
t 80

p=po€ ° avec T = -

L’ expression de p exprime qu’un éventuel excédent de charge dans un conducteur disparait au bout
d un temps éga aquelquest.
Ex : pour le cuivre s = 6.10" S.m et &, = 8,85.10™ F/m on obtient t = 10*° S.

t

p = poe 10 = pyet10" = e+ff019 =0
Physiquement si des charges positives s accumulent en certains points et des charges négatives
saccumulent en d autres points, des forces électriques de rappel s exercent entre les régions de
charges opposées. Si le milieu est suffisamment conducteur tels que les métaux le déséquilibre tend
rapidement a disparaitre. A I'intérieur d'un conducteur métallique la densité de charge peut étre
considérée comme nulle dans tout le domaine des fréquences hertziennes (domaine allant du
régime permanent f = 0 Hzjusqu’a I’infrarouge).

2.5 Contenu physique de |’ équation de Maxwell — Ampere

Rappel :
Soit un contour (C) sur lequel s appuie une surface S. le théoreme d’ Ampere de la magnétostatique
exprime que :

c

Ou | est le courant enlacé par le contour (C). | est le flux de la densité de courant J qui traverse la
surface S.

3

SN



jg B-dl:lloff J.dS =po(ly — I + I3 — I3) = uo(ly — I)
c S

On constate qu’il N’y a que les courants | et |, qui contribuent a la circulation. Ce sont les courants
enlacés par le contour (C).
Utilisons laformule de Stokes :

§na= | @nmas[ ras

Cc

Cette formule est valable uniguement en régime permanent (magnétostatique) c’'est le théoreme
d Ampéere de la magnétostatique. Le champ magnétique tourbillonne autour des courants qui
I”engendrent.

En régime non permanent, calculons la circulation de B aladatet le long du contour (C).

3§C B.dl=]f5 (V/\B).dSzu(,US ].ds+ﬂ5 (eog—f).db‘l

| étant I’intensité du courant qui traverse Sal’instant t :

1=HS J.dS

J0E
Jp =& Fr
D’ou laformule générale du théoreme d’ Ampere :
VAB = po(J +Jp)

VAB:MO(]+£OZ—5)<:>£ B.dl:u0<l+f_fs ]D.dS>

Le flux du terme Jp intervient de laméme maniére que le flux de J d'ou I’ usage est de conserver a Jp
le nom que lui adonné Maxwell : densité du courant de déplacement.

Un champ électrique dépendant du temps est, au méme titre qu’un courant, une source de
champ magnétique.
Z—f donne naissance a un champ éectrique E rotationnel

JE . N Ly .
€05, donne naissance a un champ magnétique B rotationnel.

D'ou:

On pose :

Conclusion :

- En statique le champ électrique E peut exister en absence du champ magnétique B. Exemple : un
condensateur portant une charge Q.

- En magné&ostatique le champ magnétique B peut exister en absence de champ éectrique E.
Exemple : un conducteur parcouru par un courant continu |.

- Quand les champs varient avec le temps, e champ magnétique B ne peut pas existe sans un champ

électrigue E, de méme que E ne peut pas exister sans un champ B correspondant. Les termes Z—l: et
£ ‘;—f réalisent le couplage entre les deux champs. Ce couplage est a I’ origine de la possibilité
d’ une propagation du champ éectromagnétique (E,B) (ondes él ectromagnétiques).



CHAPITRE 11
PROPAGATION DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE DANSLE VIDE

1 Equations de propagation du champ éectromagnétique

A partir des équations de Maxwell on cherche deux équations découplées ne contenant
respectivement que le champ éectrique E et que le champ magnétique B. De la 2eme et de la
4eme nous obtenons :

VA(VAE) = V(V.E) — AE = V/\(— a—B) _ —%(7/\3)

Jat
|7<p> AE = 9 < + 6E>
e =~ MoJ + €olto 3t
D’ou:
AE O°F = ! Vp + o] 1
Eolbo at2 —80 P Moat (1)
Si I’on prend le VA(VAB) on obtiendra :
d’B
AB — g9l 2~ Mo (VA (2)
En dehorsdelasourceoup =0etJ=0onaura:
d*E
AE — g9 Fr e 0 3)
AB 0°B =0 4
Eollo Y R (4)

1.2 Rappel : Equation de d’ Alembert

Soit S(x,t) une grandeur fonction de |’ abscisse x et deladatet. L’ équation de D’ Alembert s écrit :
a’s 19°S
ox?  v?ot?

Ou v est une constante.

C’ est une équation différentielle qui admet comme solution générale :

S(x,t) =f(t—§)+g(t+%)

L es solutions particulieres sont :
x
160 = f(e-7)
x
S;(x,t)=g (t + ;)

Si:
Ax = vAt
=>f(t——) f(t+At———At) f(t+At—x+mt>
f(t—%)=f<t+At— J;Ax)
g(t+%) g(t+At+——At) g(t+At+x_mt>
g(t+%)=g(t+At+x_vAx>



1 f(t —x/v
( ) II< X = vAt >
XL
datet date t + At
A
t+ x/v
g( )l'< X = VAt ;:
XL
datet + At datet

On constate que les grandeurs f et g se propagent sans déformation. f (t—%) et g(t+$)
représentent ce qu’'on appelle des ondes progressives. f (t — E)se déplace dans le sens positif de

I’axe ox alavitessevet g (t + E) se déplace dans le sens oppose alavitesse - v.

La solution générale de I’équation de D’Alembert & une dimension peut sinterpréter comme la
superposition de deux ondes progressives de vitesses opposees.

1. 3Equation de d’ Alembert a 3 dimensions

S(x,y,zt)
AS 10 =0 5
_ o vZ otz ®)
L es solutions particulieres sont :

i =f(t-2) ; ;00 =F(t-2) ; si@=f(t-2)

_ Xy _ AN _ z
S;(x,t) =g (t +;) ; S (y,)=g9 (t + v) ; Sa(z,t)=g (t + v)
A une date t donnée ces six fonctions ont méme valeur en tout point d' un plan x = constante, y =

constante et z = constante. Elles représentent des ondes planes progressives se propageant avec la
célérité v respectivement le long des axes ox, oy et oz.

1. 4 Conclusion
Maxwell remarqua que, compte tenue des équations (3) et (4), les six composantes du champs
électromagnétique (E,B) vérifient, dans la région de I’ espace située en dehors de la source (p = 0 et J
= 0), des équations qui s identifient &’ équation (5) en posant v? = 1/gyu,. Ceci implique que le
champ éectromagnétique est susceptible de se propager avec une célérité dont la valeur numérique
est v=./1/gopo = 3.108 m/s.
Par ailleurs, I'analyse des phénoménes lumineux et les mesures donnaient pour la lumiere un
caractere ondulatoire et une céérité dans le vide une vaeur c trés proche de v. Maxwell tira les
conclusions de cet ensemble en affirmant la nature électromagnétique de la lumiére, ce qui revient a
identifier vac d ou lacélebrerelation :

goMoc® =1



En introduisant I’ opérateur d’ alembertien :
_ 1 02
7 - 7 Y D - C2 atz - yd .
Les équations du champ électromagnétiques (3) et (4) dans |’ espace vide de charges électrique et de
courants peuvent s écrire sous laforme :

oE=0 ; oB=0
2 Ondes planes électromagnétiques dans le vide
2. 1 propagation unidimensionnelle
Dans le cas d une propagation unidimensionnelle dans le vide (de permittivité &, et de perméabilité
Ho) les champs E et B ne dépendent que deladatet et par exemple de la coordonnée x :
X X
E(x,t) = E, (t—;) +E, (t+z)
X X
B(x,t) = B, (t—;) +B, (t+z)
E et B sont représentés par la superposition de deux ondes progressive de vitesse opposées. E; et B;
se propagent dans le sens positif de I’ axe ox et E; et B, se propagent dans le sens négatif.
(E1,B1) et (E2,B,) caractérisent une onde électromagnétique plane progressive se propageant

paralélement al’ axe ox.
OE,  10E; 6E1_0  OE;

ax cat ' ady a7 0
Sous laforme opérationnelle :
10
=7 1 d
cat — _ 4
%4 0 =V cax 5 (D
0

Ou & est le vecteur unitaire de |’ axe ox.
Pour le champ E; on obtiendra :
v 1 0 1 9
e ™ 2)
Ou ay et le vecteur unitaire de |’ axe ox’ orienté en sens contraire de ox. On peut donc généraliser les
équations (1) et (2) pour un axe quelconque :

v 1 0

= ——Uu —

~ - - - c at .
Ou u est le vecteur unitaire de I’ axe, valable uniquement pour une onde plane progressive.

3 Structure de |’ onde plane progressive

Soit un axe défini par le vecteur unitaire u et une onde électromagnétique (E,B) se propageant dans la
direction positive :

En dehors de la source p = 0 et J = 0. Les équations de Maxwell peuvent s écrire de la facon
suivante :



VB=0 = ——u—=0 (1°7¢)
c 0t
VAE = 0B _ 1 /\aE _ 0B (2¢me
=T T MMt T )
rE=0 = —u2f_ (3eme)
1 0E 1 0B 10E
VAB ——u = (4e™e)

= — et N— = ——
. c? at c dt c?ot .
Les champs indépendants du temps ne sont pas pris en compte. En intégrant les équations (2) et (4)
ou les constantes d’ intégration sont nécessairement nulles on obtient :

1
B=—uNE
c
E=—-—cuAB
A
E
u

VQ;_’

B et E sont perpendiculaires a la direction u de propagation. B et E sont perpendiculaires entre eux.
Letriedreu, E, B est directe.

|E| = c|B|

Remarque
- Une particule de charge q placée dans un champ électromagnétique, est soumise a une force F

dont e rapport des composantes F¢ et Fg delaforce de Lorentz est :
Fgp qF ¢B c

Fg quAB vB v

v<<cdou:
Fg _c¢ Fp.>F
—_——_— D
Fg v E B

4 Ondes planes progressives sinusoidales
Si ox est I’axe de propagation de |’ onde, celle-ci est définie par :
E,=0
X
E = Ey = E,,ycos[w(t—z) +(p2]

E,=E,, cos [w (t - ;) + (Pg]

=
R
Il

Almalm o ~—_ _
L

1 0
1 1 =
B=—u/\E:—<0>/\ E,|= B,
c c
E,

3o
<
\_



Ou o est lapulsation de |’ onde, liee alapériode T par :

wT =2x
o(xt) = w(t—f) + ¢; défini la phase de I'onde plane progressive de pulsation w. On pose
k=w/c:

o(x,t) = wt — kx + @;

k est le vecteur d’ onde.
Les points tels que ¢(x,t) = constante définissent a chagque instant un plan perpendiculaire a ox. En
tous les points d'un plan d’onde E (ou B) a méme phase au méme instant t. les différents plans
d onde sont paralléles entre eux et se distinguent par lavaleur de o(x,t).
Soit M de cordonnées x, y, z un point du plan d’onde posons: k =k uy et r =OM
Laphase ¢ s écrit :

@ = wt — kr + @;
Le vecteur d’onde k indique le sens de propagation et les plans d’ onde sont perpendiculaires a k et
définis par :

¢ = wt — kr + @; = constante
La vitesse de phase (ou vitesse de propagation de la phase) est 1a vitesse de déplacement d’'un plan
d onde dans la direction de propagation. Entre les instants t et t + dt pour un méme plan d’ onde, on
a:
ox,t) = @px+dx,t+dt) = ot — kx + ¢; = wt + wdt — kx — kdx + ¢@;

= wdt—kdx =0
D'ou:
_dx
Vo Tdt Tk
Danslevidek = w/c d'ou:
Vy,=C
Longueur d’onde A

Pendant une période T, un plan d’ onde se déplace dans la direction de propagation dans le vide de :

szq,T:cT
1=2 C_21l'
Tt Tk

A un méme instant t les plans d’ onde distants de 4 correspondent & une méme valeur de la phase (a
2n prés). 1l y’adonc une périodicité spatiale de période 4 pour les phases a chaque instant.

Une onde plane progressive sinusoidal e possede donc une double périodicité : périodicité temporelle
de période T et une périodicité spatiale de période A.

2w 1 i
W= T v = T fréquence
21 1
k=— ; o0=—- nombredonde

.
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CHAPITRE 111
RESOLUTION DES EQUATIONS DE MAXWELL DANSLE VIDE

1 Introduction des potentiels
L’introduction des potentiels V et A en fonction desquels les champs éectrique E et magnétique B
s expriment sous forme de dérivées premieres permet d’ aboutir a des équations différentielles du
second ordre (éguations de Poisson) dans lesquelles les sources p et J sont découpl ées.
La 1%¢ équation de Maxwell 7. B = 0 exprime que le champ magnétique B est a flux conservatif,
donc on peut lui associer (voir le TD N° 1) un champ de vecteur A tel que :

B=VAA
On dit que B dérive d'un potentiel vecteur A.

Remplacons I’ expression de B dans la 2°™ équation de Maxwell :
JdB d(VAA) 0A dA
VAE = —— = VAE = — =—V/\—=>|7/\(E+—)=o
at at at at

Un vecteur dérive d’un potentiel scalaire si et seulement si son rotationnel est nul (voir TD N° 1).
d0A 24
V/\<E+E) =0=>E+—-=V¢
Onpose ¢ = -V
Le champ scalaire V(r,t) est appelé dans le cas général des régimes non permanents potentiel scalaire.
Le champ électromagnétique (E,B) dérive des potentiels (V,A) par lesrelations :

0A
B=VAA ; E=-VV——
at

2 Indétermination des potentiels

Soit un champ électromagnétique (E,B) dont on connait un couple (Vo,Aq) de potentiels. Existe-il
d autres couples de potentiel autre que (Vo,Ao) qui Vérifie :

B=VMNA : E=—-VV o4
B T at

Ao vérifiel’ équation précédente et tout champ A = Ay + V¢ vé&ifie auss cette équation car :
VAA = VA(Ag + Vo) = VAAy + VA(VY) = VAA,
E=—pv-2A_ _py, %%
= = — —_—— — —_—
at 0 ot

dA 04y (A +V¢) 94, 0(V9)

= VW=V =5~ at at at
V(V 09 V) =0
O ot B
La solution possible est
V=V 09
0 ot

@(r,t) étant un champ scalaire quelcongue. Si (Vo,Ao) est un couple de potentiel du champ (E,B), on
peut obtenir d autres couples (V,A) de potentiels de ce champ par |a transformation de jauge :

d¢
Condition de jauge de Lorentz :
V.A+ LoV _ 0
' cz ot

3 Equation de Poisson
Introduisons les expressions de E et B en fonction de V et A dans les équations de Maxwell —
Ampere et Maxwell — Gauss :

A
V.E=V. (—VV——) = -2y
at

av.A)
at ot £

B (V.A) P




A — j—
= AV —— a2 T g 0
Equation de Poisson
aV + P 0
€o
d0A
d (—VV - W) av a%A
VAB = po(J + & ot = Mol — ﬂ0807<a> ~Hofogz
) av a%A
V(VA+ . aV)—VZA . 62A+
T ezat) c2 dt? Ho
ZA
AA — zﬁ + H()] =0
Equation de Poisson
0A+ o) =0

Ces deux équations sont une conséquence des équations de Maxwell et de lajauge de Lorentz.

Remarque
En électrostatique p est fixe (indépendant du temps) o = A

AV + £=0
€o

Equation de Poisson
Danslarégion del’ espace ou p = 0 on obtient :

AV =0
Equation de Laplace
En magnétostati gue (champ magnétique crée par des courants continus) o = A

En régime permanent (les charges sont mobiles mais pas d’ accumulation de charges dp/dt = 0) on
obtient les mémes équations :

AV + §=0 s M+ pJ =0
0

4 Résolution des équations de Poisson
4.1 En éectrostatique

Soit (D) une distribution de charge caractérisée par une densité volumique de charges p continue et
fixe.



V(M)
M E(M)

v

Zz

On se propose de calculer le potentiel électrique V(M) et le champ électrique E(M) correspondant
crées par la source p au point M de coordonnées r = SM. En résolvant I’ équation de Poisson. On
suppose que V() = 0 qui est une solution physiqguement acceptable. Si la distribution (D) est

d’ extension finie la solution est :
1 p
V= f ff L
41 r

L’ intégrale est étendue a (D) ou atout I’ espace.
En prenant les coordonnées de M on obtient :

b0 =t =i [ )= [ ora (B

1 pu
E= gy || ()
Remarque

L’ expression ainsi déduite de I’ équation de Poisson est bien en accord avec laloi de coulomb pour
une charge ponctuelle g. En effet, si distribution (D) ne contient qu’une seule charge ponctuelle :
[f] pdv = q on obtient dans ce cas :

1 q
 4megr? v

En régime permanent les charges peuvent étre mobiles mais la densité de charge p(r) est
indépendante du temps autrement dit il n'a pas de cumule de charge: dp/dt = 0 et dJ/dt = 0.
Toutes les lois d’ électrostatique restent valables sauf laloi de Coulomb.

Dans n’importe quel domaine de la physique, si on rencontre une éguation de structure
mathématique identique a I’équation de Poisson alors on peut utiliser directement la solution
précédente pourvu que les conditions aux limites soient identiques.

4.2 En magnétostatique
C’ est le domaine des champs magnétiques crées par des courants continus

AA+ o =0



Cette équation est identique a celle de I’ électrostatique et les conditions aux limites sont identiques
car A(«) = 0, donc par simple substitution on obtient :

it Lo

L’ intégrale est étendue a (D) ou atout I’ espace.

A

y
AM)
M B(M)
r
dv
(D)

Pour calculer le champ B(M) on calculeralerotationnel de A(M) :

300 -~ 02 ] 2 ()

B(M) = %’Tﬂf E(VM/\]) + Uy (;) /\]] dv

Puisque on dérive par rapport aux coordonnéesde M donc: VyAJ = 0. D’autrepart ona: 7y, (1) =

B:Z—;;Jﬂ(]/\%)dv

Cette expression de B est générale, elle est connue sous le nom de loi de Biot et Savart.

U o, o~
—r—deU.

4.3 En régime général (régime non permanent)

On se propose de calculer le potentiel dectrique V(M t) et le potentiel vecteur A(M,t) crées par la
source [p(t),J(t)] au point M de coordonnéesr = SM. En résolvant les deux équations de Poisson. On
suppose que V(xo,t) = 0 qui est une solution physiquement acceptable. Si la distribution (D) est
d extension finie la solution est :

vono = [[[2 ",




y
V(M)
M A(M,)
r
Slp,J] | W
(19 X

(D)
p4

Ce sont les solutions des potentiels retardeés, elles sont physiquement acceptables. Ce sont les valeurs
dep et de J aladate antérieure t — r/c qui interviennent c'est-a-dire un observateur placé en M est
informeé des modifications survenues ala source S avec leretard At = 1/c.

5 Approximation des régimes quasi — permanents(ARQP)
Ce régime est défini comme étant un régime ayant des structures lentement variables dans le

temps. Les phénomenes € ectromagnétiques connus avant Maxwell étaient décrits par des équations
qui ne différent que par leterme :

_ JE
]D_g()at
V.B=0
VAE = 9B
ot
veE=L
)
VAB = uoJ

Ce nouveau systeme constitue une approximation des lois générales de I’ électromagnétisme valable
pour le régime lentement variable. Les champs sont liés aux potentiels par :

B=VMAA : E=—-VV 4
B T at

Conséquences du régime ARQP

a) Le couplage entre E et B introduit par Jp est a I’ origine du phénomene de propagation. Si I’on
supprime Jp on néglige la propagation.
b) V.(WAB) = uoV.] =0 =V.J =0



1=ﬁ;s ].ds=jffv v.jdv=0

Ou V et le volume fini délimitée par la surface S fermeée.

Vj=0c 1=# J.dS=0
S

Ceci exprime que I’intensité du courant est conservative. Cette propriété est a la base de toute
I’ électrocinétique (loi des neeuds), c'est-a-dire on peut définir un méme courant i(t) a chague
instant en n’importe quel point d’un méme circuit non bifurqué.

Exemple d un conducteur de section circulaire :

Ids

d J WS

1
1 |

-_—— - . T o
\ 1

I=#- J.dS=].dScosm+].dScos0 =0
s

I = — Ientrant + Isortant = 0

Le courant entrant dans le conducteur par |I’une de ses extrémité est égal au courant sortant par
I”autre, autrement dit il N’y a pas d’ accumulation de charges.
Pour un circuit bifurqué, o montre facilement que le courant obéit & la loi des nceuds

suivante :
11 == 12 +I3

_Z

ds J1 I

J2
ds
- Jan = =
« -, > h— 5
\
ds
J3

Cc) La premiére équation et la quatriéme équation de Maxwell sont identiques a celle de la
magnétostatique on retrouverala méme équation de Poisson et |a condition de jauge :
V.A=0
VAB = VA(VAA) = V(V.A) — V?A = —AA = u,J

D’'ou:
Ko J(®)
A) _411'][ r dv
dA d(V.A
|7.E=|7.<—I7V——>: 2y _9V-A) _p
ot at &o

Avec V.4 = 0 on obtient :



AV+£=0
€o

0=

Si I’on compare les expressions de A(t) et V(t) avec celle de A(M,t) et V(M,t) on remarque que I’ARQP
revient notamment a négliger le retard At = r/c. la condition At = r/c permet de définir le domaine de
validité de ce nouveau régime (ARQP) dans le cas d’ une distribution dont les densité p(t) et J(t) varient
dans le temps de fagon périodique.

Au point M il faut avoir :

D'ou:

SM
At = T LT
T est lapériode de I’ onde électromagnétique. Elle est reliée alalongueur d onde 4 par larelation :
A=cT
SM A
:>At:T<<E:>SM KA

Exemple :
Lesignal afréquenceindustrielle : f =50 Hz, d'otl T = 1/f = 2.10? s

A=cT=3.108%x2.10"2=6.10°m

Ladimension SM de n'importe quel systéme électrique est négligeable devant A.
Lesignal defréquenceradiof =1 MHz T=10°¢

A=cT =3.108%x10"°=300m

1) Pour lescircuits de dimension usuelles (transformateur, moteur ....etc.) I’ ARQP est justifiée.

2) Dans|’ARQP B se calcule de la méme fagon qu’en magnétostatique, par contre E differe de
celui desrégimes permanents par la présence du champ éectromoteur de Neuman : - dA/ét.

3) L’ARQP néglige le phénomene de propagation mais pas les phénoménes d’induction
électromagnétique.



CHAPITRE IV
ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE DANSLE VIDE

1 Rappe
Soit une distribution continue de charges.
Son énergie électrostatique W s exprime :

w [ 2= [[[ oves

L’intégrale est étendue a tout I’ espace ou régne le champ éectrostatique E. cette énergie est localisée
dans ce champ. La densité volumique w de |’ énergie électrostatique est ains :
_daw 1 2
- - - dT - 2 80 - - - -
Exemple : Le champ éectrique maximum (au dela duquel il y'a rupture diélectrique de I'air) est E =

3.10° V/m

1
w = 2 x 8,854.1071%2 x 9.10'? ~ 40 J/m3
C'est unevaleur tres modeste. C’est un inconvénient dans le stockage de I’ énergie électrique.

2 Energie du champ éectromagnétique
L’ énergie se trouve localisée dans le champ éectromagnétique (E,B). Le transport d’énergie par un
champ é ectromagnétique est appel é rayonnement. Exemple :

1) L’énergie solaire nous parvient par I’ intermédiaire d’ ondes €l ectromagnétique.

2) Une particule électrisée (chargée d’ éectricité) en mouvement accéléré rayonne del’ énergie.

3 Puissance et vecteur de Poynting

A partir de la4®™ équation de Maxwell :

VAB = ( + aE><=>V/\B 45,2
= po(J €057 Ho_] €057

effectuons le produit scalaire suivant :
E(V/\B> JE+E OF = (V/\E) (E/\B> ]E+1 i
: — =] LE0— — - — =] —&0——
Ho %ot Ho Ho 27 at

D’ aprés la 2°™ équation de Maxwell :

dB B OB 1 9B?
VAE = —E = ”— (V/\E) E <— E) = _Z_[JOW
D’'ou:
1 9B? B 1 OE?
—Z—MOW— V(E/\E)—]E-FEE()W
1 O0E* 1 0B? B

E=—= —~ - . (E —)
] 2 €0 at 2”0 at /\ﬂo
En intégrant sur tout le volume = on obtient :

[ o=~ [ (et 2 )ae [ (o))

En appliquant le théoreme d’ Ostrogradski on obtient :

] o= (i o)
I 0ae=—3 ] (et oo (en5) s

S étant la surface qui délimite levolume z :
JIf, U.E)dr : estlapuissance dissipée dans le volume 7 sous forme de chaleur par unité de temps.

JIT G goE? + i BZ) dt : est I’ énergie stockée dans le champ électrique E et magnétique B.
0



— % IIf. G goE? + i BZ) dt peut étre interprétées comme une diminution de |’ énergie emmagasinée.
0

— g‘:ﬁs (E/\ ”ﬁ) dS : doit représenter la puissance évacuée vers |’ extérieur atravers la surface S. ¢’ est une
0

P(t) =j€£ (E/\%).dSz#s 1.ds

B
II = EN—
. . o . .
IT est |e vecteur de Poynting. 1l représente la densité de puissance instantanée, ¢’ est un vecteur radiant.

fﬂ; (].E)dt+ff§f9 n.ds = - fff £0E2+2i11032 d‘l’— ff wdrt

En appliquant le théoreme d’ ostrogradski on obtlent
d
ff (].E)dt+ff (Vv.IhHdt = ——ff wdt
T T at T

ow V.IN+].E
6t_ J.

C'est I'’éguation de conservation de I'énergie. Elle a la méme structure mathématique que
I’éguation de la conservation de la charge éectrique: — Z—‘:’ =V.] avec (p,J]) & (w,IT) mais on
remargue que I’ équation de la conservation de |’ énergie contient un terme de dissipation de chaleur J.E.
Autrement dit, I’ énergie électromagnétique N’ est pas totalement conservee.

Exemple : Dans la protection des animaux et des humains contre le danger des ondes é ectromagnétiques
on doit évaluer le DAS (Débit d’ Absorption Spécifique) ou le SAR (Specific absorption rate). Si M, est la
masse volumigue du corps on aura :

pui ssance rayonnée :

D'ou:

J.E oE?

SAR = DAS = 3= (W/kg)

Lanorme pour le cerveau humain lors de |’ utilisation d’ un téléphone mobile collé al’ oreille est DAS< 2
W/kg.




CHAPITRE V
CHAMP ELECTROMAGNETIQUE DANS LESMILIEUX DIELECTRIQUES

[I.1 Chargeslibreset chargesliées

On entend par charges libres, les charges capables de se déplacer sur des distances supérieures aux
distances atomiques : exemples les électrons de la derniére couche des métaux, les ions issues de la
dissociation de sels dans un liquides.

On entend par charges liées, les charges qui ne peuvent se déplacer qu’'a I’ échelle de la molécule :
exemple les dipdbles éectriques.
[1.1. 1 Molécules polaires et molécules non polaires

Si les molécules constituant un matériau possedent un centre de symétrie, les barycentres des charges
positives et négatives sont confondues en |’ absence de champ extérieur. Ces molécules sont dites non
polaires. On peut citer quelques exemples :
» desgaz: He, Ar, Hy, N>
» des composeés chimiques : CHy4, Ccl4
» une macromolécule : [ -CH,-CH,- ]

Par contre, d autres molécules, dépourvues de centre de symétrie, présentent un moment éectrique
permanent ; elles sont dites polaires. On peut indiquer :
» des composeés chimiques : HF, Hcl, HBr, HI, CclH3
» une macromolécule : [ -CHcl-CHcl-] (polychlorure de vinyle)

Chague molécule peut étre assimilée a un dipdle électrique actif en ce qui concerne leur action a des
distances supérieures a ces dimensions.

FigureV. 1 : Potentiel d’un dipdle
Pour > [

pa,

A= 41rE(T?
p = ql est le moment éectrique ou le moment dipolaire de lamolécule

[1.1. 2 Polarisation d’un diélectrique
Dans un milieu a structure moléculaire, chagque molécule est une distribution dont la charge totale est
nulle mais elle peut étre assimilée a un dipble éectrique actif. Si le milieu contient N molécules ayant
chacune un moment éectrique dp, on peut caractériser ce milieu par un champ vectoriel P(r,t) définissant
le moment éectrique par unité de volume.
dp
P(r,t) = —
dt
P(r,t) est appelée lapolarisation du milieu
La charge liée d’'un milieu peut ére assimilée a une distribution de moments électriques. 1l existe
plusieurs types de polarisation (voir cours de matériaux diélectriques).
Dans un milieu linéaire et isotrope la polarisation s exprime en fonction du champ éectrique extérieur
appliqué au milieu par larelation :
P=y,¢E



xe €t la susceptibilité électrique
P caractérise les charges liées du milieu :
—V.P = Pliées

[1. 2 Equations de Maxwell
[1.2.1 Premiéreéquation de Maxwell (équation du flux magnétique)
V.B=0
On amontré au chapitre | que cette égquation est équivalente a:

# B.dsS =0
s

Elle exprime que le champ magnétique B est a flux conservatif. Les lignes de B ne peuvent pas
diverger comme lefont leslignes du champ éectrique E a partir d’un point source.
[1. 2. 2 Deuxiéme équation de Maxwell (équation de M axwell-Far aday)

dB
V/\E - —E
On amontré également au chapitre | que cette équation est équivalente a:
da¢p
E.dl=——
jg at

Elle exprime que tout champ magnétique dépendant du temps donne naissance a un champ
électrique a circulation non conservatif. L’ équation de Maxwell — Faraday rend compte du phénoméne
d induction éectromagnétique.

En régime permanent : 0B/ dt = 0 & VAE = 0
[1. 2. 3Troisiéme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Gauss)
p
VE=—
€o
p est ladensité de la charge totale dans le dié ectrique :

P = Plibres + Piices VP
Piib .
V.E = g_ (plibres + pliées) ===
0

& &
V.P P ;
V.E+—-= V.(E +—) _ Plibres
€o €o €o
V. (SO-E + P) = Plibre

On pose :
D=¢y.E+P
et on obtient :
V.D = piipre
D est un champ vectoriel auxiliaire, on |’ appelle I’ excitation éectrique ou I’ induction éectrique.
V.E =p‘:—';‘"e(:>v.u = Dlibre
Si le diélectrigue est isotrope, sans charges électriques libres on obtient :
V.D=0
D=¢y.E+P=¢yE+¢yxeE=¢6p.1+y.)E
On pose :
1+xe=¢&
E =& &

& est lapermittivité relative du milieu

¢ est lapermittivité absolue du milieu

xe €St la susceptibilité électrique du milieu (voir cours de matériaux diélectrique)
Larelation entre les grandeurs électriques D et E est :

D=¢y&.E=¢E



[1. 2.4 Quatrieme équation de Maxwell (équation de Maxwell - Ampére)
Pour un milieu diélectrique de permittivité &, non magnétique u = uo, |’ équation de Maxwell — Ampere
S écrit :

. aD ) )]
V/\B:uo(]+—)<:>l7/\H:]+—

at at
Si le diélectrigue est isotrope et de conductivité nulle, on obtient :
abD
VAH = —
A at

I1. 3 Conditions aux limites entre deux milieux diélectriques

Soient deux milieux diélectriques séparés par une surface S et caractérisés par des permittivités
relatives &1 €t &». On suppose que dans le milieu (1) régne un champ éectrique E; et dans le milieu (2)
regne un champ éectrique E,.
[1. 3. 1 Composante tangentielle du champ éectrique

Cdculons la circulation du champ éectrique E le long d'un rectangle ABCDA au voisinage de
I"interface S entre les deux milieux comme’indique lafigure V. 2.

jg E.dl = —aa—(f

Si le rectangle ABCD est aplati (AD = BC = 0), la surface qui S appuie sur le contour est nulle ains

que le flux magnétique. En outre, les composantes normales du champ éectrique forment un angle de z/2

avec AB et CD, leur circulation est donc nulle. La circulation du champ éectrique se réduit ainsi a:
B D

. . A Cc
d ou larelation importante :
Ey=Ep
Il'y a continuité de la composante tangentielle du champ électrique a la surface de séparation S de
deux milieux diélectriques.

Milieu (1)

ér1

B
-------------------- Interface S

/

Milieu (2)

Figure V. 2 : Conditions aux limites de deux milieux diélectriques

L’induction éectrique est reliée au champ éectrique par D = go.6,.E. On obtient larelation :
Dy &4

Dy &

[1. 3. 2 Composante normale del’induction électrique

Disposons a l'interface S des deux milieux diélectriques un petit cylindre fermé (figure V. 3). Sur la
surface AS délimitée par le cylindre et I'interface S des deux milieux, plagons une charge libre de densité
o. Appliquons le théoréme de Gauss :



#D.dSzﬁa.dS
S

S

Milieu (1)

ér1 A

Interface S

Dy /

ér2

Milieu (2)

Figure V. 3 : Conditions aux limites de deux milieux diélectriques

S le cylindre est aplati, la surface latérale du cylindre est nulle. En outre, les composantes
tangentielles de I'induction éectrique forment un angle de n/2 avec les surfaces de base du cylindre, leur
flux est donc nulle. Le théoreme de Gauss se réduit a:

#D.dS:ffDl.dS+ffD2.dS:Dnl.AS.c050+Dn2.AS.cosn=0.AS

S
d oularelation :
Dnl - Dnz =0.n
Si I'interface est dépourvue de charges électriques (¢ = 0), on obtient larelation importante :

Dnl = Dn2

Il'y a continuité de la composante normale de I’induction électrique a la surface de séparation S de
deux milieux diélectriques dépourvue de charges éectrique.
L es composantes normales du champ électriques vérifient ainsi larelation :
€0-&r1-En1 = €0.&r2- Ena
dou:
Enl _ €r2

E,, &1

Les angles d’incidence a; et a, des champs éectriques (ou des inductions éectriques) par rapport ala
surface de séparation S des deux milieux sont tels que :
P o tana, = m2
Eu ’ E¢,

Delarelation E; = Erp, on obtient larelation importante :

tana; =

tan aq &2

tan a, €1



CHAPITRE VI
CHAMP ELECTROMAGNETIQUE DANS LES MILIEUX MAGNETIQUES

[11. 1 Matiere aimantée
C est un fait d’ expérience que la matiere dans certains cas peut étre une source de champ magnétique
(voir cours de matériaux). Par analogie aux diélectriques, I’amantation J d’un milieu aimanté est définie
comme étant une distribution de moments magnétiques par unité de volume.
dm
J = to T
On défini aussi de laméme fagon que les densités de charges liées une densité de courant liée :
. J
Jice = VA o

[11. 2 Equations de Maxwell pour le champ magnétique
En régime permanent ou d /dt = 0 on peut ecrire :
V.B=0
Le flux magnétique est aflux conservatif.
L’ équation de Maxwell — Ampére devient :

VAB = o.j = to- Gripre + Jiige) = Ho-Jiipre + VA

Ho 0
B—]
VA <H—o) = Jlibre
On pose :
B —
H = J
Ho
et on obtient :
VAH = jlibre

. VAB = MO] < VAH = _jlibre .
Jiibre €t le courant de conduction dans le matériau. Cette équation est équivalente au théoreme d’ Ampere,
on démontre facilement (voir cours de théorie du champ éectromagnétique) que :

% H.dl =I5
H est un champ auxiliaire, on I’ appelle I’ excitation magnétique.

0
B=po.H+]=ugH+poXm-H=pho. (1 + xm).H
On pose :
1+ xm =ty
1= Ho- Uy

ur est laperméabilité relative du milieu ; u est la perméabilité absolue du milieu
xm €st la susceptibilité magnétique du milieu (voir cours de matériaux magnétique)
Larelation entre les grandeurs magnétiques B et H est :

B=upo.pu.H=uH

[11. 3 Conditions aux limites entre deux milieux magnétiques

Soient deux milieux magnétiques séparés par une surface S et caractérisés par des perméabilités
relatives ur1 et urp. On suppose que dans le milieu (1) régne un champ magnétique H; et dans le milieu (2)
regne un champ magnétique Ho.

[11. 3. 1 Composante tangentielle du champ magnétique
Cadculons la circulation du champ magnétique H le long d'un rectangle ABCDA au voisinage de
I"interface S entre les deux milieux comme I’indique lafigure VI. 1.



% Hdl :Itotal
Milieu (1)

Hr1

B
____________________ Interface

________

Hre Milieu (2)

Figure VI. 1 : Conditions aux limites de deux milieux magnétiques.

Si le rectangle ABCD est aplati (AD = BC = 0) et que I'interface des deux milieux est dépourvue de
nappe de courants (I = 0) alors la circulation totale devient nulle. En outre, les composantes normales
du champ magnétique forment un angle de z/2 avec AB et CD, leur circulation est nulle :

B D

fH.dl :le.dl+fH2.dl=Ht1.AB.cosO+Ht2.CD.cosn:O

A c
d ou larelation importante :

Hy = Hy,

Il'y a continuité de la composante tangentielle du champ magnétique a la surface de séparation S
de deux milieux magnétiques dépourvue de nappe de cour ants.
L’ induction magnétique est reliée au champ magnétique par B = uo.u:.H, On peut obtenir larelation :

By _Hn
B, Wy

Dans le cas ou I'interface entre les deux milieux est pourvue d une nappe de courant de distribution |
(A/m), on obtient :
B D

B
A c

d'oulareation:
Htl - th - I/\n

n est le vecteur unitaire normal al’interface S

Il 'y a discontinuité de la composante tangentielle du champ magnétique a la surface de
separation S de deux milieux magnétiques pourvue d’ une nappe de cour ants.
[11. 3. 2 Composante nor male deI'induction magnétique

Disposons a I’interface des deux milieux magnétiques un petit cylindre fermé de section 4S, (figure
V1. 2). Appliquons le principe de la conservation du flux magnétique :

V.B=O@#B.d5=0
S



Milieu (1)

Bnl‘
Hr1 A
ds, By
................... i Interface S
2N /
iBof
B> ds,
A 4
Hr2
Bn2

Milieu (2)

Figure V1. 2 : Conditions aux limites de deux milieux magnétiques.

S le cylindre est aplati, la surface latérale du cylindre est nulle. En outre, les composantes
tangentielles de I'induction magnétique forment un angle de #/2 avec les surfaces de base A4S, leur flux
est donc nulle. On peut écrire :

#B.dS:ffBl.dS+ffBz.dS=Bn1.AS.cosO+Bn2.AS.cosn=O

S
d ou larelation importante :
Bn1 = Byz

Il'y a continuité de la composante normale de I'induction magnétique a la surface de séparation S
de deux milieux magnétiques.
L es composantes normales du champ magnétiques vérifient ainsi lareation :
Ho- Ur1-Hn1 = o Ura- Hp
dou:
Hypy Wy

HnZ Hr1

Les angles d’incidence a; et a, des champs magnétiques (ou des inductions magnétiques) par rapport ala
surface de séparation S des deux milieux sont tels que :
tana, =M ot tana, = on2
| o Hao © Ho
Delarelation Hy; = Hyp, On obtient larelation importante :

tana,

tana; pq

[11. 4 Equations de Maxwell-Gauss dans un milieu conducteur

Dans un conducteur d’ électricité pjine €St 1a densité volumique de charges des éectrons de conduction
et piige la densité volumique de charges des cations du réseau cristallin. Dans un conducteur la densité de
charges totale, en régime permanent et dans tout |e domaine des fréquences hertziennes, est donnée par :

P = Piibre T Price = 0
L’ équation de maxwell — Gauss S écrit dans ce cas :
V.E=0

Dans les métaux dits ferromagnétiques tels que le fer, le cobalt et le nickel la densité de courants liée
jliee €St assimilée au comportement de spins des électrons (voir cours de matériaux magnétiques).

Dans les métaux usuelstels que I’ aluminium et le cuivre jjige = 0



[11. 5 Equations de Maxwell dansle cas genéral
Les gquatre équations de Maxwell dans |e cas général s écrivent :
Premiére équation de Maxwell (éguation du flux magnétique) :

V.B=0
Deuxieme éguation de Maxwell (équation de Maxwell — Faraday) :
0B
VAE = ——
A at

Troisieme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Gauss) :

1
V.E = — (Piibre + Piice)
&o

1 pl'b V P
V.E = P, (Piibres T Pliges) = ;(:"es T e
V.P P\  pu
V.E+—= V.(E +—) _ Pibres
) €o €o

V.(&0-E + P) = piipre
V.(eg.E +P) =V.(g.E + &p.xe- E) = (1 + x.)&0.V.E = £,69.V.E = €. V.E = piipre

Plibre

1
V.E = PR (Piibre T Plice) & V.E =

Quatriéme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Ampeére) :

J0E
V/\B Ho (]llbre +]llee + & 6t>

OE . ] 0E
VAB = py (]llbre + jlige + €5 ) Ho. (]libre + V/\ + £E>

Jat
VA 5 VA— / + ok
Lo Lo }llbre €, at
B—] ) (i)
V/\( e ) = Jlibre T €ar
D'autrepart ona:
B—]
H =
Ko

et on obtient ainsi :
0E

VAH = jlibre + SE

D’autrepartona:
B=ypo.H+]=ugH+poxm-H=pio-(L+ x)-H
- 1+ xm=u et p=pophr
et on obtient ains :
B=puy.u..H=puH
dou:
. . 0E . OE
VAB = p, (]libre + Jlice + SE) < VAB = p. (]libre + €a>



CHAPITRE VII
PROPAGATION DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE DANSLESMILIEUX
MATERIELS

V. 1 Equationsde propagation du champ éectromagnétique

On considére un milieu quelconque de permittivité ¢ et de perméabilité 4. A partir des équations de
Maxwell on cherche deux équations découplées ne contenant respectivement que le champ éectrique E et
que I’induction magnétique B.

Dans tout ce qui suit on désignera piinre par p (la densité de charges libres) et jjine par j la densité de
courant de conduction dans le matériau. On peut obtenir des équations de Maxwell générales :

0B 0
VA(VAE) = V(V.E) — AE = VA (— —) = _E(W\B)

d ataE

p _ Y. i

v<s) AE = at(“]Jr”Eat)
dou:

AE azE—lv + 9j

Rz — e/ PTHG;

SiI'on prendle VA(VAB) on obtiendra :
2

d’B _
AB —pe— o = pu(VA))

V. 1. 1 Propagation danslesmilieux diélectriques

On considére un milieu diélectrique de permittivité ¢, de conductivité nulle, sans charges éectriques et
non magnétique de perméabilité uo. Les équations de propagation du champ éectrique E et d’induction
magnétique B s écrivent :

AE O°F =0
d’B
AB — [loew =0
Cette équation est identique a1’ équation de D’ Alembert ou la vitesse de propagation de I’ onde est :
1 1 1 1 c

=

\/Hog - \/ﬂoeogr - \/#080\/8_r Ve

Les solutions sont de laforme :

=3 mfesd
E(y.0) :E1<t_%)+E2(t+%>
E(z,t) :E1<t_g)+E2(t+§>

X X
B(x,t) =B1(t—;)+B2 (t+;)
NS

z z

E et B sont représentés par la superposition de deux ondes progressive de vitesse opposees. E; et B; se
propagent dans le sens positif et E; et B, se propagent dans e sens négatif.



Application au cable coaxial

On considere un cable coaxial idéal (sans pertes) de longueur | uniforme, figure VII. 1. La permittivité
de I'isolant est ¢ et sa perméabilité est uo. La capacité C; et I'inductance L, du céble sont données
respectivement par (voir TD de théorie du champ €lectromagnétique) :

c, =2 F) . L—(”"l RZ): H
l_ln& ; 1= 21rnR1 (H)
R,

La capacité linéique C (capacité pour | = 1 m du céble) et I'inductance linéique L (inductance pour | =
1 m du cable) sont respectivement :

2me Ho . R
C = R (F/m) ; L= (—ln—) (H/m)
lnRZ 21 R1
1

Si I’ on considere une portion de cable de longueur dx modélisée par une ligne a constantes réparties et
Supposée sans pertes (résistance des conducteurs = 0 et résistance du diélectrique (R = ).

I(X,t) I(ﬁr> dx,t)

Ldx .
V(x,1) cdx — V(x+dx,t)

X+dx

Figure VII. 1 : Propagation d’ une onde électromagnétique le long d'un céble coaxial.

Laloi desmailles:
dl(x,t)
V(x,t) =V(x+dx,t)+ Ldx 5%

V(x,t) —V(x+dx,t) _ dl(x,t)
dx -7 ot
av(x,t) _ Lal(x, t) o

ax at

Laloi desnceuds:
aV(x,t)
I(x,t) =I(x+dx,t) + Cdx 5%




I(x,t) —I(x + dx,t) aV(x,t)
=C
dx Jt

ol(x,t) CaV(x, t)

ax Jat
En dérivant I’ équation (1) par rapport ax et I’ équation (2) par rapport at on obtient :

(2)

0%V (x,t) . 9%1(x,t)

ox2 dxot
0%1(x,t) Can(x, t)
oxot ot2

D'ou:
%V (x,t) *V(x,t)
=LC 3
_ . _ ax? _ at? (3)
En dérivant | éguation (1) par rapport at et I’ équation (2) par rapport ax on obtient :

0%V (x,t) _ 0%1(x,t)

oxot ot?
0%1(x,t) B Can(x, t)
ox2 dx0t

D'ou:
%I(x,t) %I(x,t)
=LC 4
. . . . axz atz. ( )
Les équations (3) et (4) sont identiques a I|'éguation de D’Alembert (voir le cours
d é ectromagnétisme) en posant :

Ou v est dans ce cas la vitesse de I’onde éectromagnétique. En remplacant les expressions de L et C
trouvées précédemment on obtient :
1 1 1 c

N \/.uOEOST N \/ﬂogo\/e_rz\/a
Cc
bV

v

D’ou larelation importante :

Avec:c =3 x108m/s

Remarqgue _importante: La mesure de la vitesse v de propagation de I’onde permet de déduire la
permittivité relative & du diélectrique.

Les équations (3) et (4) peuvent admettre comme solution :

Vix,t) = Voejw(t_%) et I(xt)= Ioej‘"(t‘%)

aV(x,t) W ol(x,t) .
=—j—=V(x,t) et =jwl(x,t)
0x v
aV(x,t) _ dl(x,t)
ox ot

D’ou:
)
—j ;V(x, t) = —Ljwl(x,t)



Z_V(x,t)_L 1 1 L
"Ik VT R|Le T Jc
Z est I'impédance caractéristique du cable. En remplacant les expressionsde L et C on obtient :

1 R
o 1,2 (g

Z =—
2T |&0&r Ry

On remargue que Z ne dépend pas de lalongueur du céble

Coefficient de réflexion entrel’onde incidente et I’ onde réfléchie

Si Vi désigne I’onde incidente et V; désigne I’ onde réfléchie on peut écrie :
Volx, t) = ZIy(x,t) et Vi(x,t) =ZIL(x,t)
En un point M quelcongue du céble de coordonnée x on peut écrire :

I(X, t) = IO(-X! t) - Il(x! t)
En bout du cable de longueur | :

Vo(l,t) = ZI,(I,t) et Vi(Lt) =ZI,(l,t)
I(Lt) =1,(Lt) —1L(Lt)
V(,t) =R ILE) =Vo(Lt) + V(L t)
= Ry(I(Lt) =1, (LY) = ZI,(Lt) + ZI, (L, t)
(Ry — 2)Iy(L,t) = (Ry + 2)11(L, t)
D’ ol le coefficient de réflexion : a = 1, (L, £) /I, (1, t)

R,-Z
" R,+Z

a

» S le céble est en court — circuit a son bout, R, = 0, @ = -1 I’onde est réfléchie avec inversion
d amplitude.

» Silecébleest encircuit ouvert, R, = 0, @ = 11’ onde est réfléchie sansinversion d’ amplitude.

» Si lacharge est adaptée, R, = Z I’onde est compléetement absorbée par la charge.

Remar gue importante : L’ adaptation de la charge permet de mesurer I'impédance caractéristique Z du
céble.

V. 1. 2 Propagation dansles milieux conducteurs
Les éguations de propagation du champ éectromagnétique (voir cours de théorie du champ
électromagnétique) dans un milieu de perméabilité u et de permittivité & quelconques sont :

’E 1 aj



Zp
AB — ps—— = u(VAj
Heo s u(VA))
Dans les milieux conducteurs et dans tout le domaine des fréquences radio (le domaine des

hyperfréquences est exclu), laloi d Ohm est supposée vérifiée. Ceci entraine que la densité de charges p
est nulle al’intérieur de ces conducteurs. Ces deux équations s écrivent dans ce cas comme sulit :

AE 0°E _ 9j
Heaer = Hae
d0*’B )
AB —pe— o = pu(VA))
Delaloi d Ohmlocale, j = 0. E et del’ éguation de Maxwell — Faraday VAE = — dB/adt on obtient :
AE d’E OE _ 0
Heqer ~H9Ge =
AB o°B + i =0
Regez THO G =

V. 1. 2. 1 Effet de peau ou effet Kelvin

On considere un métal de conductivité ¢, non magnétique de perméabilité uo, de permittivité &y et
occupant le demi-plan x > 0 (en coordonnées cartésiennes). Soit une onde éectromagnétique plane
progressive sinusoidale dans le vide et considérons uniquement la propagation unidimensionnelle dans le
sens positif vers le conducteur, par exemple selon I’axe ox comme I’indique lafigure VII. 2. A la surface
du conducteur une partie de cette onde est réfléchie et une autre partie est transmise au métal suivant la
méme direction. Le champ éectrique E de I’ onde transmise, en notation complexe, s écrit sous la forme
suivante :

E = Eoei(wt—kx)_ay

Ou w est lapulsation et k le vecteur d’ onde dans le conducteur.
On retrouve facilement le champ d’induction magnétique B par |’ équation de Maxwell — Faraday :

VAE = o5
ot

B = Boei(“)t_kx).az
Avec:

B—kE
0= 5o

Etudions |’ évolution du champ éectrique transmis lorsqu’il pénétre dans le conducteur x > 0)

a;
ayx

Xx=0 Vide

X

v
Figure V1I. 2 : Propagation de |’ onde électromagnétique dans |le conducteur.



L’ équation de propagation unidimensionnelle du champ éectrique s écrit dans ce cas comme suiit :

d*E d*E dE_O
i dx? Fofogz ~ o =
—dE——sz : —dE——wZE : d—E—in : € —i
dx” N e T T g T 0 et T
, W _ L w _UoOC
k —C—Z—quoa—c—z 1—1i ”

k = f(w) est larelation de dispersion dans le métal.
A des hautes fréquences (domaine des hyperfréquences exclu) I’ inégalité suivante est vérifiée:
Hooc?

> 1

w
Cette approximation revient a dire que la densité de courant de déplacement est négligeable devant |a
densité de courant de conduction. On peut ainsi écrire :

wWUyO
k? = —iwpyo = —2i /;0
(1—i)2=1+i2-2i=-2i
dou
WUyO wWUyO
k= [—2i2897 = 41— ) [2E0
En posant :
2
S =
’wuoa
on obtient :
k_l—l
45

L’ expression du champ électrique devient ains :

E = Eoei(wt—%x). ay — EQg(iwt—i%—%). ay

E = E,. e75.l(“75), a,

Lefacteur réel e s traduit I’ atténuation de I’ onde dans le conducteur.

Le facteur e"("’t‘ﬁ) traduit la propagation de I’ onde dans le conducteur.
o représente la profondeur de pénétration du champ éectrique dans le conducteur. On appelle &
|’ épaisseur de peau.

Delaloi d Ohm j = ¢. E on peut obtenir la densité de courant :

j=Jo- e3, ei(“’t%).ay =](x).ei(“’t_§)_ay

avec :
x
jo=0Ey, et J(x)=jo.es

Les amplitudes des grandeurs j et E sont maximales a la surface du conducteur (x = 0) et diminuent de
facon exponentielle en pénétrant dans le conducteur.

pour x =0 — J(0) = j,

] 1)
pourx=6—>](6)=]zo:>]§_—)z37%
0

Pour une profondeur de quelques ¢ la densité de courant s annule dans le conducteur, figure VII 3.



Surface du conducteur : x=0

—_— e e

T

Sens de |’ écoulement du courant

Conducteur

(6, &0, po)

D

Figure VII. 3: Variation de |I'amplitude de la densité de courant dans le conducteur (valablement aussi
pour le champ)

Application au calcul delarésistance d’un conducteur cylindrigue

A
A\ 4

Figure VII. 4 : Conducteur cylindrique

En courant continu la densité de courant j est uniforme et le courant | est donné par :
I=j.S=0ES=—U
Donc larésistance du conducteur est :
P l
~0.§
En courant aternatif la densité de courant j n’est plus uniforme et on distingue deux cas :

1. Si lerayon du conducteur est trés grand devant |’ épaisseur de peau a >> §, |’ onde pénetre sur une
tres petite distance et la densité de courant j n’est plus uniforme. La section utile a prendre est
uniquement la couronne extérieure S, = 2mad et larésistance est :

l
T 0.2mad

u

2. Si lerayon du conducteur est petit devant I’ épaisseur de peau a < ¢ , la section aprendre est celle
du conducteur S = ma’et larésistance est :



L arésistance est donc proportionnele a v

Pour un conducteur en cuivre de rayon a = 1 mm on obtient :

Exemple du cuivre : o = 42,107 F/m; ¢ = 6.10’ S/m
e w=2af=314radls—-=93mMm; R, =R
e =2nf=10%rad/s— ¢ =0,0163mm : R, =30,5R

A
Y

i

! : \T\%

5 i s ]
!

Figure VII. 5: Section utile dans un conducteur cylindrique

V. 1. 2.2 Vitesse del’onde électromagnétique dans le conducteur
Laphasedel’onde est :

(6,8) = wt — =
px,t)=w 5

La vitesse de phase (ou vitesse de propagation de la phase) est |la vitesse de déplacement d'un plan
d’ onde dans la direction de propagation. Entre lesinstantst et t + dt pour un méme plan d’ onde, on a:

X x+dx
(p(x,t)=(p(x+dx,t+dt):>wt—§:wt+wdt— 5
dx
= wdt — 5 0
Lavitesse de phase est dz/dt, d’'ou :
Vy,=6.w

Danslevidek = w/c d'ou:



1
Koo
Le rapport a des vitesses de phase de I'onde dans le métal et danslevide est :

dw ’ 2 /Zsow
CZ—T— wMOO'.w.””OgO_ p

IV.1.2.3 Champ d’induction magnétique dans le conducteur
Le champ d’induction magnétique donné au paragraphe 1V.1. 2. 1 peut se mettre souslaforme :

1—1i .
= E et@t=k0) g

Vy, —=C=

P

B = B,,. 5. ellw57%). a,

P 2=1; B °_E
= ; EnC = ; = —_—
OO Ho€o 0 £0C2w 0

On remarque que le champ d’induction magnétique B est en retard de phase sur le champ éectrique E
de #/4 dans le conducteur. L’induction magnétique B suit la méme loi d' atténuation que la densité de
courant et du champ électrique dans le conducteur. Le rapport des amplitudes de ces deux champs est :

avec .

Bl [ o
IEN = eoc?w

V2 _V2

2w QC
c. /—
o

DanslevideB et E sont en phase et le rapport de leur amplitude est :

Bl k1

IEl @

V. 1. 2.4 Longueur d’onde dansle conducteur
Lalongueur d’ onde de I’ onde transmise dans le conducteur est :

2= = ome
G

et lalongueur d’ onde danslevide est :

d ou le rapport des longueurs d’ onde :




L’ onde transmise dans le conducteur ne pénétre que sur une profondeur de quelques J et sa longueur
d'onde est A = 2t6~64, donc cette onde est quasiment morte avant méme qu’il n'y ait une longueur
d onde complete :

A

v

\
E
A

Figure VII. 6 : Longueur d’ onde dans le conducteur

V Effet de peau ou effet Kelvin dans un matériau magnétique conducteur
Les équations de propagation du champ éectromagnétique dans un milieu de perméabilité u et de
permittivité & quelcongues sont :

AE o°F = 1 Vp + 2] 1
oz =Vp+ugs (1)
92B _
AB — ep— = u(VA)) (2)

Dans les milieux magnétiques conducteurs et dans tout le domaine des fréquences radio (Ile domaine
des hyperfréquences est exclu), la loi d Ohm est supposee vérifiée. Ceci entraine que la densité de
charges p est nulle & I'intérieur de ces conducteurs. Ces deux éguations s écrivent dans ce cas comme
suit :

AR 0°E 0] 3
oy = Koy 3)
0°B _
AB —ep— = w(VA)) 4)
Delaloi d Ohmlocae, ] = a. E et del’ équation de Maxwell — Faraday VAE = — dB/dt on obtient :
0B
u(VAj) = u(VAoE) = uoVAE = —Ho o
AE 0°E 0F _0 .
AB o°B + 9B =0 6
oz THI G T (®)

On considere un matériau de conductivité o, de perméabilité u = ugu; €t de permittivité & et occupant
le demi-plan x > 0 (en coordonnées cartésiennes). Le champ électrique E (supposé a une seule
composante selon Oy) s écrit en notation complexe sous laforme suivante :

E = Egel @tk q, (7)
Ou w = 2xf est la pulsation et k le vecteur d’ onde dans |e matériaul.
On retrouve I'induction magnétique B par I’ équation VAE = — dB/dt aprésintégration :

B = Byellwt=kx) q, (8)
AVec:
B, = k E 9
0o=—-E ©)

Etudions I'évolution du champ éectrique dans le matériau (x > 0). L’éguation de propagation
unidimensionnelle du champ électrique s écrit dans ce cas comme sulit :



d’E d’E dE
TxZ ~ Eokobtr Tz~ Moy — =0 (10)

Del’équation (7) on obtient :

dZE_ W2 E dZE_ 2 g i E
) dx2 = . ; dt2 = —w". ; dt = lw.
AVeC uyey = — eten remplagant ces expressions dans I’ équation (10) on obtient :
w? w?
—k%E + 'urcz E —iwpuou, 0E = 0= k? = MTCZ — Wy O
2 2
@ HoOC
= 1-— 11
(1-)
L’inégalité suivante est vérifiée (sauf au-dela des hyperfréguences) :
fooc?
> 1
On peut ainsi écrire :
WHoly O

k? = —iwugu,0 = —2i

(1—i)2=1+i2—2i=32i
dou
En posant :
8= - (13)
WHolyr O
on obtient :
I = 1-1i
)

L’ expression du champ électrique devient ainsi :
_ i(wt—lT_ix) _ (iwt—i%—%)
E =Eje .a, = Ege .ay
2wt
E=Eyes.e\" 5.a, (14)
L’ amplitude du champ éectrique s écrit sous laforme :

X
E(x) = Eoe_g
Delaloi dOhm ] = o. E et en remplacant dans |’ équation (14) on obtient la densité de courant :

] =0E = an.e%.ei(“’t%).ay

J=1Jo. 5. e(95), a, (15)



avec ]0 = O-EO
L’ amplitude de la densité de courant dépend de x (profondeur dans le matériau) et s écrit sous laforme :
X

J(x) =]Jo.€' 8 (16)

X
Lefacteur réel e s traduit I’ atténuation de I’ onde dans |e matériav.

. X
Lefacteur e l(wt_g) traduit |a propagation de I’ onde dans le matériau.
o représente la profondeur de pénétration de la densité du courant dans le matériau. On appelle 6
|’ épaisseur de peau.
L’ amplitude de la densité de courant J est maximale a la surface du matériau (x = 0) et diminue de
fagon exponentielle en pénétrant dans le matériaul.
pour x =0 — J(0) = J
)
pour x = 8§ — J(6) =]?0 :JE—) ~ 37%
0
Pour une profondeur de quelques d la densité de courant s'annule dansle matériau (d’ou vient le

mot effet de peau C'est-a-dire que le phénomene est superficid).

Sensdel’ écoulement du courant
»

Matériau

(O', €0, Holtr)

X

4--—---——- - - —— - -

I nduction magnétigue dansle matériau
L’ induction magnétique donnée par I’ équation (8) peut se mettre sous laforme :

k ; 1-—1 .
B = B.Eoe‘(“’t‘kx).az == Eget@t=k0 q,
E , 11— E ) ] .
B =22l 5 iy = L el E) V2oL,
Sw g Sw
. X T X

B = \/Eﬁ el(wt_S_Z)_e_S_ a, (17)
En remplacant I’ expression de § donnée par |’ équation (13) et avec pyey = 6_12 on obtient de I’ équation
(17) :

B = ’—U .Eo.ei(wt%_%).e_%. a, = BO,e%,ei(“’t%‘%)az

£9C%W

avec :
By = ? E
07 Jgoc?w’

L’ induction magnétique peut S écrire aors sous la forme suivante :

X . X T
B =B,.e 3. e'(“’t_ﬁ_i)az (18)
L’ amplitude de I’ induction magnétique B dépend de x (profondeur dans le matériau) et suit la méme loi

d’ atténuation en exponentielle comme la densité de courant :
X

B(x) = By.e & (19)



X
Lefacteur réel e ¢ traduit |’ atténuation de I’ induction magnétique dans le matériau.

. X T
Lefacteur e l(wt_g_Z) traduit la propagation de I’ onde dans le matériau.

Les expressions des amplitudes de I'induction magnétigue et de la densité de courant sont

également valables aux basses fréguences ou la propagation du champ éectromagnétique est

négligeable.

Conclusion:

Lorsqu’une onde éectromagnétique arrive sur une surface métallique, le champ éectrique de
I’onde crée dans le méal un courant de densité j = ¢E sur une profondeur de I’ordre de o
puisque sur une profondeur plus grande E = 0. Cerésultat traduit I’ effet de peau.

Dans le cas des métaux usuels (fer, cuivre, aluminium, ...) une partie de I’ onde est transmise pour
le métal et une autre partie est réfléchie (réflexion partielle). Ce courant pelliculaire rayonne une
onde éectromagnétique a I’ origine de I’ onde réfl échie.

S I'épaisseur € du conducteur est trés grande devant |’ épaisseur de peau 6 (e » 0) alors |’onde
transmise est complétement amortie dans le métal. Dans le cas ou e < ) |I’onde transmise est
amortie partiellement et continue sa propagation a la sortie du conducteur.

Dans la limite d’ une conductivité ¢ — oo (supraconducteur) I’ épaisseur de peau est 6 = 0 I’onde
incidente est compétemment réfléchie (réflexion totale). Dans ce cas les amplitudes des ondes
incidente et réfléchie sont égales ainsi que les amplitudes de leur vecteur d onde, ce qui donne
naissance a une onde stationnaire qui fera |’ objet du prochain chapitre.

En pratique ce phénomene de réflexion d’ onde él ectromagnétique est quantifié par un coefficient de
réflexion (voir TP sur les ondes € ectromagnétiques dans un cable coaxial).



CHAPITRE VIII
REFLEXION D’ONDES SUR UN PLAN CONDUCTEUR PARFAIT
ONDES STATIONNAIRES

V.1 Ondeincidente

Les relations de passage du champ éectromagnétique entre deux milieux diélectriques différents et
entre deux milieux magnétiques différents sont établies aux chapitres Il et 111. Ces relations peuvent étre
également appliquées au passage du champ électromagnétique entre le vide, milieu (1) et un conducteur
parfait (milieu 2) non magnétique. Ces deux milieux ont une permittivité gy et une perméabilité ug. On
obtient :

Ou | est le courant de conduction, p la densité de charges libres a la surface du conducteur et n e vecteur
unitaire normal a cette surface.

On considere un conducteur parfait de conductivité ¢ —oo, non magnétique de perméabilité uo, de
permittivité & et occupant le demi-plan x < 0 (coordonnées cartésiennes). Soit une onde
électromagnétique plane progressive sinusoidale dans le vide et considérons uniquement la propagation
unidimensionnelle dans e sens négatif vers le conducteur, par exemple selon I’axe ox comme I’indique la

figure ci-dessous :
E l B
Ondeincidente Ki > a,
B/ X

Vide conducteur

A I'intérieur du conducteur parfait le champ éectrique est nul. Le champ d’induction magnétique dans
ce conducteur peut étre obtenu a partir de |’ équation de Maxwell — Faraday :

0B
VAE = _E: 0 = B = constante
En absence de champ d’induction magnétique stationnaire : B= 0
L’ onde incidente E; est donnée par :
E,=0
E;| Eyi = Ey cos(wt + kx)
E,,=0



L’ onde incidente associée B; est donnée par :

B, =0
B; Eyi=0
B,;i = —B, cos(wt + kx)
En appliquant les relations de passage entre le vide et e conducteur on obtient :
Ey =E, =0

By1 — By = By = ol An

A la surface du conducteur parfait et en absence de champ magnétique permanent les champs

électrigue et magnétique sont tels que :
E:gﬁ.n et B =puglAn
0

Le champ incident E; ne vérifie pas |’ éguation précédente, il faut donc admettre |’ existence d’ une onde

réfléchie de champ électrique E; et de champ d’induction magnétique B; telles que :
E, +E, = eﬂ.n et B;+B, = uglAn
0

(Er,Br) est une onde plane progressive de pulsation w, son vecteur d’ onde est k; perpendiculaire au
plan du conducteur.

e Sik nestpas.L auplanaorsB; neserapas || au plan conducteur

e B.1ln ,B.li eilplan

E.. est tangent au plan
{r s P } E;=—E.,=p=0

B, est tangent au plant

o« |kl=k
EXT = 0 BXT = 0
E,| Eyr = —E, cos(wt — kx) et B, Eyr =0
Ezr =0 Bzr = _BO cos(wt - kx)

A x =0 lecourant est :

Iy = %cos wt
| = Ho

I,=0

Ce qui montre |’ existence d'un courant superficiel engendré par I’onde. Dans le cas limite du méta
conducteur parfait, un tel courant ne dissipe aucune puissance par effet Joule. Le champ électrique E; de
I”’onde incidente met en mouvement les éectrons du métal (suivant |I’axe oy). La nappe de courant
sinusoidale ainsi engendrée est a son tour la source d’ une nouvelle onde.

e Pourx<OE=0etB=0
e Pour x >0, I’onde créée par la nappe de courant constitue I’ onde réfléchie

V. 2 Interférence del’onderéfléchie et del’ondeincidente
Dans le vide a x > 0 les ondes incidente et réfléchie se superpose. Leur amplitude ainsi celle de leur
vecteur d’ onde sont égales et hous avons :

E=E+E. et B=B;+B,
E. =0
E =| Ey = Eq cos(wt + kx) — E, cos(wt — kx)
E,=0



B, =0
B = Ey =0
B, = —B, cos(wt + kx) — B,y cos(wt — kx)

d'ou:
E, =0
E =| E, = —2E;sinkx.sin wt
E,=0
B,=0
B = E,=0
B, = —2B,cos kx .cos wt

Les amplitudes de E et B dépendent de x :
e Lesnceuds (amplitude nulle) de E sont tels que : sin kx = 0

_om A
x—nk—n2

e Lesnceuds (amplitude nulle) de B sont telsque : cos kx = 0

_ AL
X=noTy

e Lesventres (amplitude maximale) de E sont telsque : sinkx = +1

_ T[+ T /1+/1
T T2y
e Lesventres (amplitude maximale) de B sont telsque : cos kx = +1

via A
X = nE = nE
1. Deux ventres consécutifs ou deux neeuds consecutifs de E (ou de B) sont distants de 4/2

2. Unnceud et un ventre consécutifs de E (ou de B) sont distants de /4

La phase de E (ou de B) ne dépend gue du temps, il ny a pas de propagation de la phase. Cette phase
est stationnaire d’ ot le nom d’ onde stationnaire donné al’ onde résultante (E,B).
e Une onde stationnaire est caractérisée par un produit : f(x).g(t)
e Uneonde progressive est caractérisée par : f(t — x/v)

V. 3 Aspect énergétique del’onde stationnaire
V. 3.1 Densitédel’énergie

Ladensité de |’ énergie de I’ onde stationnaire est :

1 1
w= ESOEZ + ﬁBZ = 2¢0E2(sin? wt .sin? kx + cos? wt . cos? kx)
0

Lamoyenne temporelle de w est donnée par :

B§

(W) = 2¢,E¢ (1 sin? kx + lcos2 kx) = goEf = —
2 2 Ho

Cette moyenne est indépendante du point considéré.



V. 3. 2 Vecteur de Poynting
Le vecteur de Poynting dans |’ onde stationnaire s’ écrit sous laforme :

B 1 0 0
I1 = EN—=—| —2E,sinkx.sinwt |\ 0
Ho  Ho

0 —2B, cos kx.cos wt
EoB, . )
sin2kx.sin 2wt
|l Ho
0
0

Le vecteur de Poynting /7 est nul aux ventres et aux neeuds de E et de B ce qui empéche la propagation
de I’ énergie électromagnétique de I’ onde stationnaire. La valeur moyenne du vecteur I7 et nulle en tout
point :

(I =0



RECAPITULATION

A) Cas général : lorsgue les phénomeénes dépendent du temps
Premiére équation de Maxwell (éguation du flux magnétique) : V.B = 0
JdB

Deuxieme équation de Maxwell (équation de Maxwell-Faraday) : VAE = — e

Troisieme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Gauss) : V. E =

o D

Quatrieme équation de Maxwell (éguation de Maxwell - Ampere) . VAB =pn (j + Sz—f)

Loi deforcedeLorentz: F =q(E+vAB) ; f=-—=pE+j\B

Equation de la conservation de la charge (ou équation de lacontinuité du courant): V.j = — %
Potentiels: B = VAA E=-vv-2

Jaugede Lorentz: V. A + IZ'Z 0

Equations de Poisson : AV+;= 0o ; A +uj=0

B) En régime quasi-per manent : lorsque les grandeurs dépendent du temps mais le phénomeéne de
propagdation est négligeable.
Premiére éguation de Maxwell (équation du flux magnétique) : V.B = 0

0B

Deuxieme équation de Maxwell (éguation de Maxwell-Faraday) : VAE = — e

Troisieme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Gauss) : V. E = ’—’
Quatrieme équation de Maxwell (éguation de Maxwell Ampére) : |7/\B uj

Loi deforcedeLorentz: F = q(E + vAB) ; f =—= pE + jAB

Equation de la conservation de la charge (ou equatlon de lacontinuité du courant): V.j = 0
Potentiels: B = VA4 ; E=-pv-2

Jaugede Coulomb: V.A =0

Equations de Poisson : AV + ’—s’ =0 ; AM+puj=0

C) En régime permanent lorsgue les charges électriques sont mobiles mais les grandeurs sont
indépendantes du tempe —=0

Premiére équation de Maxwell (équation du flux magnétique) : V.B = 0
Deuxieme équation de Maxwell (éguation de Maxwell-Faraday) : VAE = 0

Troisieme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Gauss) : V. E = ;

Quatriéme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Ampere) VAB = uj

Loi de ForcedeLorentz: F = q(E + vAB) ; f=—=pE+jAB

Equation de la conservation de la charge (ou éguation de Iacontl nuité du courant) : V.j = 0
Potentiels: B = VAA ; E=-VV

Jaugede Coulomb: V.A =0

Equations de Poisson : AV + ’—s’ =0 ; A+ puj=0

D) En éectrostatique : lorsgue les charges électrigues sont fixes

Deuxieme équation de Maxwell (équation de Maxwell-Faraday) : VAE = 0

Troisieme équation de Maxwell (équation de Maxwell — Gauss) : V. E = ;

Loi deforcedeLorentz: F=qE ; f= % = pE

Potentiel : E = —VV

Equation de Poisson : AV + ’—s’ =0

E) En magnétostatique : lorsgue le champ magnétique est cr ée par des cour ants continus
Premiére équation de Maxwell (éguation du flux magnétique) : V.B = 0

Quatrieme équation de Maxwell (éguation de Maxwell Ampére) : VAB = puj

Loi deforcedeLorentz: F = qvAB ; f=-—=jAB




Equation de la conservation de la charge (ou équation de la continuité du courant): V.j = 0

Potentiel : B = VAA

Jauge de Coulomb: 7.A =0

Equation de Poisson: AA+ uj = 0

p est la densité de chargeslibres, j la densité du courant de conduction, ¢ la permittivité du milieu et u
la perméabilité du milieu.



