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TD 2 : vecteurs ; produits scalaire, vectoriel et mixte

T Exercices théoriques :

1. Dans un repére orthonorm®;T, k), on considére les vecteulis=i — j+ 2k etV = — — 2]+ k.
Donner leurs normes, leur produit scalaire, I'angle qubisnent entre eux.
Calculer la projection dd surVv.
2. Dans un repeére orthonormé, on considére les vecigdrg, —2) etV(—1,3,4).
Déterminer, de deux manieres différentes, un vecteur gothal ail et V.
3. Enrepeére orthonormé, on dorni@, 2, —1), V(0,—1,1) etw(2,1,1). Calculert.v, UAV et U, V, W].
4. On considere un triangkBC de cotés, b etc et d’anglesy, 3, .

(a) Montrer quea? = b? + ¢ — 2bccosa (formule d’Al Kashi, ou de Pythagore généralisé).
b a

(b) Montrer que l'aire du triangle eébcsina ; en déduire qugi%—y = Sinp — sna-
5. Soit(D) une droite de vecteur directetirA un point de(D). SoitM un point quelconque.
Donner une expression, a I'aide d’un produit vectoriel,aldistance d& a (D).
Application numérique 1 (D;) définie parA(1,0,—1) ett(1,—2,1), M1(1,—-1,3).
Application numérique 2(Dy) intersection des planx3-2y—z="7 etx+3y+z=0,M2(2,1,-1).

P Exercices pratiques :

1. Elingage

On attache une charge de masse 50 kg par deux cébles reliés de
maniéere a faire un angke entre eux, puis on suspend le tout par un
autre cable.

On suppose que chague cable, individuellement, suppogetenasse
de 50 kg. Le montage est-il solide ?

2. Champ magnétique
Une particule de chargget de massen est soumise a un champ magnétique condtémio, B).
Elle subit alors la force de LorenEz= qv A B, et son mouvement est décrit par I'équatiosi= F
(Vdésigne la vitesse de la particuleget %7 son acceélération)
Ecrire en fonction des coordonnégs, vy, V) deV les équations correspondantes. Les résoudre.
A quoi ressemble la trajectoire de la particule ?

3. Force de Coriolis(plus difficile)
SoitQ le vecteur rotation de la Terre. Déterminer ses coordon@es un repére bien choisi.
Tout mobile de massmse déplacant & la vitesgsubit la force de Corioli§ = 2mvA Q. Décrire,
puis calculer la force de Coriolis exercée sur un planeur2fekg volant dans I'hémisphere nord

a 100 km/h d’ouest en est. La comparer a la force de pesaftearse passe-t-il si le trajet a lieu
d’est en ouest? Ou dans I'hémisphere sud ?
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CORRECTION DU TD 2 : vecteurs ; produits scalaire, vectogtamixte

T Exercices théoriques :

1. Onalld]| = [|¥]| = V&.
Comme de pludj.Vv=—1+42+2 =3, on trouve co@l,V) = \HHHVH =1/2. l'angle entre les deux
vecteurs est donc d&/3, soit 60.

La projection orthogonale désurv est 4Ly =

[VI[2

2. On cherche un vecteur(x,y,z) orthogonal &i etV.
On peut écrire cette condition avec le produit scalairer pbtenir un systeme de deux équations
dv=0etuw=0,dou4+2y—2z=0et—x+3y+4z=0. lly a une inconnue de trop : on peut
fixer par exemple = 1, alorsx = 1,y = —1 (tout autre choix de donne un vecteur colinéaires
qui est, bien sar, solution lui-aussi).
Plus direct, et plus simple : le vectein V est automatiquement une solution : en effet, le produit
vectoriel de deux vecteurs est toujours orthogonal a ceu calculel AV = (14, —14,14).
Les vecteurs calculés par ces deux méthodes sont colisgeti@micun n’est un "meilleur” choix...
tout dépend du contexte, de I'exercice.

3. 0V=—3,0AV=(1,—1,—1) et(d,V,W) = 0.(VAW) = (1,2, —1).(-2,2,2) = 0.

4. (a) On utilise le produit scalaire et la relation de Chask? = ||BC||2 = ||BA+AC||2 = (BA+
AC).(BA+AC) = ||BA||?+||AC||?+ 2BA.AC = ||BA| |2+ ||AC| |2 — 2AB.AC = ¢ + b? — 2bccosa,
d’ou le résultat.

(b) On utilise le produit vectorlel I'aire du trlanngC est Ia m0|t|e de celledu parallelogramme
construit surAB, AC, soit 1
donc cette aire est positive).

On peut la calculer de méme avec les vect&ASBC puisCA,CB. En identifiant les trois résul-
tats, on obtient les égalités cherchées.

5. AppelondH la prOJectlon orthogonale dd sur( ). Alors MH est la distance cherchée. On peut
décomposer le vectedivl enAM = AH +HM, et on aAM AT = AH AT+ HM A 0. Maist et AH

sont colinéraires, don&M A T = 0+ HM A T. Et commell et HM sont orthogonaux, finalement,
[|AM AU|| = [[HM]].||T]|. D’ou la formule

||AM A T|

d(M.D) = [JHM]| = "=

Pour le premier exemple, il s’agit d’'une application dieede la formule précédente. On trouve
d(Mla Dl) = H'(‘l? 4211HH = \/_1

Dans le deuxiéme exemple, la difficulté est de trouver unewgatirecteur et un point d®,). La
droite est définie comme intersection de deux plans, planslés vecteurs normaus, 2, —1) et
(1,3,1) sont orthogonaux & la direction de la droite. Par consédieérgxercice T2), le vecteur
(3,2,-1)A(1,3,1) = (5,—4,7) est un vecteur directeur d

Pour trouver un point de la droite, il faut fixer une de ses doonées librement puis résoudre un
systéme pour trouver les deux autres. Par exemple chertdnpomtA dont la cotezvaut O : ses
coordonnées ety vérifient X+ 2y =5 etx+ 3y =0, d'oux=3 ety= -1 :A(3,—-1,0).

Ainsi, d(M,D5) = W — JT4/3.



P Exercices pratiques :

1. On appelled le poids de la chargd, la tension du cable principal, & et T les tensions des
deux cables de gauche et droite.

AlorsT = —PetT+T1+T,=0.
T et T» ont la méme composante verticale, donc

IT||?=—T.(Ta+T2) = —2T.T1 = 2||T||.|| Ta| | coga/2),

- Foll — Mg
et finalement|T1|| = 7c04072)"
Pour que le systéme tienne, il faut qlig || soit supérieur ang, donc 2cotn/2) > 1, ce qui est
possible si et seulement si/2| < T, donc il faut et il suffit que 'anglex soit inférieur a 2/3,

soit 120.
2. On calcule® = (gBvy, —0BV«, 0). Commema = (%, %, %), on obtient le systéme :

dVX — q va

éjvy -

éj = —0Bw
mi@ = O

vz est donc constante, et de plus en dérivant deuxvois a : dt2 quVy = —(gB/m)?w.

Il s’agit d’'une équation différentielle homogene du secondre a coefficients constants. Elle
admet donc comme solutio(t) = Acogwt + ¢), ou w = gB/met A, ¢ sont des paramétres
réels.

On obtient en dérivantwvy, = —quAoosin(wt +¢), soitvy = —Asin(wt +¢).

Les primitives dev, v, v, donnent les coordonnées du vecteur position. Et ce qui gedoentre
que, selorx ety la particule décrit un cerclty sont respectivement un cosinus et un sinus de
méme amplitude, méme pulsation, méme phase), alors quezsgle a un mouvement rectiligne
uniforme : finalement, la particule dans ce champ magnétiéadt une hélice.

3. On fixe un repére orthonormé dire(@;T, T,R) "naturel” : le centreD est le centre de la Terre,
Kk dirige I'axe de rotation de la Terre, de sens Sud-Nord, gtsont des vecteurs du plan de
I'équateur.

Alors dans ce reper@ a pour coordonnég®, 0, w) ou w est la vitesse angulaire de rotation de
la Terre, 50|t86400 rad/s.

La force subie par le planeur est orthogonale a sa trajectbia I'axe de la Terre, et orientée de
telle maniére quév, Q, If) soit direct : la force est orientée vers la droite du planeucela, que

le planeur se déplace d’ouest en est, ou d’est en ouest,’i@nssgphére nord.

Dans I'hémisphére sud, le planeur est dévié vers la gauche.

On calcule I'intensité de la forcev:et Q étant orthogonaux|F || = 2mvaw, soit ici 1,293 N, alors
gue la force de pesanteur estmg, soit 3139 N : la force de Coriolis est tres faible devant la
pesanteur...mais ses effets ne sont pas pour autant redgége



