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Les calculatrices programmables ne sont pas autorisées

Exercice 1. (4 points)
On considere la matrice suivante :

—2- =4 =1
A=10 -1 ©
=] gt =i

a. |Calculer le déterminant de la matrice A.

b. | A est-elle inversible ? Si oui calculer son inverse.

|
Exercice 2. (6 points)
A B C

1. Déterminer les constantes réelles A, B et C qui vérifient : ——— = — + ot :
z(z*—<1) 2 241l 2=l

3
2. Calculer la primitive de la fonction ————.
z(z? - 1)
3. Résoudre I’équation différentielle suivante : ydz — z(z® — 1)dy = 0.
Exercice 3. (6 points) |
Soit I’équation différentielle suivante :
y' — 4y + 3y = (8z + 1)e* (B)

1. Résoudre I’équation homogene associée a (E).

2. Trouver les constantes réelles a et b pour que y, = (az? + bxr)e®® soit une solution particuliére de

E).
3. Déduire la solution génerale de (E).

4. Trouver la solution vérifiant y(0) = 1 et 3(0) = 0.

- Exercice 4. (4 points)
I) En utilisant une intégration par parties, calculer fol In(z + 1)dz.

II) i) Déterminer les constantes o > 0 et 5 > 0 telles que z2 + 62 + 25 = (z + a)? + A2
: %

ii) A I’aide du changement de variable = + o = S, calculer [ = [ md:c

Bon Courage
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Exercice 1. (4 points)

1. Considérons la matrice suivante :

-2 —4 -1
A9 ~1 0
-1 -3 -1
a. Calculons le déterminant de la matrice A. Il vient, en développant par rapport a la deuxieme
ligne. 3
ST 2 e | /\<
sacaret 12 22 3ea AN

b. La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est différent de 0, On a

det(A) = —1 # 0, donc imvendible. Calculons I’inverse de A, on a
A1 = st (comA). \OW :

0 -1 1 -1 -1
-1 1 -2 donc  *(comA)=| 0 1 0
-1 0 2 -1 -2 2
d’on O D
1 fi = =1 =1 -1 1 if
e 7 P 0 l=el 0 =8
2 -1 -2 2 1 2 =2
Exercice 2. (6 points) )
1. Déterminons les constantes réelles A, B et C' qui vérifient :
1 g o B i C
g(z?-1) =z =z+1 =z-1
A B C (A+B+C)2*+(C—-B)z—A
Ona— + S =
$: 2%l -1 z(z+1)(z—1)
1 1
En identifiant, on obtient: A = —1, B = 3 = 3
-1 1 1
donc —

z(z2 — 1) w——1+2(z+1)+2(w—-1)'

2. Calculons la primitive de la fonction ————-
z(z?2 - 1)

1 —1 il 1
fz(xz—1)‘“':f?‘i“fz(xﬂ)d“fz(x-1)d‘”

1



= —In|z| + In/|z + 1| + In/|]z — 1] + K, KeR
vV lz+1 , .
=] llwr|+lm/|x—l|+K, KeR

3. Résoulution de 1’équation différentielle suivante : ydz — z(z? — 1)dy = 0.
remarquons ¥y = ( est une solution évidente.

1
Soity # 0,onaydr — z(z® — 1)dy = 0 = ;dy =

|

est une équation différentielle a variable séparable.
En intégrant

1 1
—dy = [ ——d
Iy =) s —p*
et d’apres la question précédente on obtient :

lnlyl - ln\/m +iny/|x—1]+k  keR
\/:Z?\/lea k € R

Y= :te"\/llzlﬁm, k € R*

Doy =k YEHETN et eRr

e
Finalement, la solution génerale de I’équation ydz — z(z? — 1)dy = 0 est

C\/lz:+1H.z‘ 1] CeR

|| g

Exercice 3. (6 points)
Soit I’équation différentielle suivante :

y' — 4y +3y = 8z +1)e*® (E)

1. Résoudre I’équation homogeéne associée a (E).
Résolution de I’équation homogene

y'—4y +3y=0 (Eo)
L’équation caractéristique associée a (E;)

2 —4r4+3=0 @

admet deux racines réelles distinctes 7, = 1 et 7y i, la solution générale de (E)

est
Yo = C'le”" o 02631:
ouCy,Cy € R.
2. Trouvons les constantes réelles a, b pour que y, = (az? + bz)e’* soit une solution
particuliere de (E). -
onay, = (2ax + b)e* + 3(az? + bz)e*, R WA
et

Yy = 2ae® + 3(2az + b)e®® + 3(2az + b)e3® + 9(ax? + bx)e®®
p
En remplagant yp et y, dans (E) on obtient :

#J



2ae> + 3(2az + b)e3® + 3(2az + b)e3® + 9(az? + bx)e*® — 4(2ax + b)e>® — 12(ax? +
bz)e*® + 3(az? + bz)e® = (8z + 1)é?
qui donne 4oz +2b+ 20 =8z +1

En identifiant, on trouve a = 2 et b _/P_Ou,_,.r"")
Yp = L

= (222 — 3z)e**

3. Déduire la solution génerale de (E). Onayc = yo + v, O \)
donc
yo = C1e” + C2e> + (227 — 2z)e, o0 C1,C; € R.
Yo = CLe* + (2.’1,'2 — g.’lf e 02)631:, ou C,Cy € R. 0
4. Trouvons la solution vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 0.
Commengons par
y(0) =1 == C1e® + (20> — 20 + ()0 =1 :
onobtient C; +Cy =1 ...ueeuueenenee (1)
Ensuite dans la dérivée de y on aura 4
y'(0) = 0 = C€° +(4><0 $)e30+3(2%x 02— 2 x 0+ Cp)e** =0
on obtient C; +3Cy — 2 =0 ceeuvnnee (2)
de (1) et (2) on trouve
Cl = %7 . C2 o %
Finalement,
3 3 1
Yo = Zez + (222 - 5% + Z)es’”. O \

Exercice 4. (4 points)

I) En utilisant une intégration par parties, calculer fol In(z + 1)dz.
On pose
Ulz) =1 =" THEy=2x
Viz) =lfz+1) = V)=

:c+1
Jo In(z + 1)dz = zln(z + 1)|o 0 il
=In(z+1 fo z;lqldx
hl .’E + 1 IO JO
=In(z+ 1))} - (z —1n(w+ 1))|
=2In(2) -1

II) i) Déterminons les constantes o > 0 et § > 0 telles que 2 + 6z + 25 = (2492 + 2.
onaz? + 6z + 25 = (z + 3)% + 4 N
T

ii A I’aide du changement de variable z + o = f3t, calculons I = [ _-2:6——|-25d$
T z

En posant z + 3 = 4¢ et donc dz = 4dt
z ¥

Faa e F o
f:c2+6a:+25$ f:r+3) T2
= 4t — 3
= [ ———=4dt
f42t2+1)

3



t 3
=) —=dt — [ ———dt
/ "+ 1) J 4(t2 + 1)
=lln(t2+1)——3-arctant+c, ceR
: : N
Finalement, ,
z 1. 2°+63413. 3 z4+3
I= fmdx = gln(—T)-Zarctan( y )+c, 5



