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Examen de remplacement de Maths IT

(Durée 2h)
Les calculatrices programmables ne sont pas autorisées

Exercice 1. (4 points)
On considére les matrices suivantes :

4 -2 6 3 0 2 17 =20
A=|3 -1 5|, B=|-25 1|, L={01 0
o S e I i | 0 01

a. Calculer le déterminant de la matrice A et déduire que la matrice A est inversible.

b. Calculer la matrice A x (B — 2I3) puis déduire la matrice inverse de A.

Exercice 2. (6 points)

. : " Gl 2z +1 a- b €
1. Déterminer les constantes réelles a, b et ¢ qui vérifient : ——— = — + — 4 ——
?(z+1) z 22 =z+1

1
2. Soit z > 0, calculer la primitive F(z) = | = In(z® + z)dz a I’aide d’une intégration par parties.
2
3. Résoudre I’équation différentielle y — ~y = In(z? + z), z>0.
T

Exercice 3. (5 points)
Soit I’équation différentielle suivante :

y// 3 3y ke xe2z (E)
1. Résoudre I’équation homogéne associée a (E).

2. Trouver les constantes réelles a et b pour que y, = (az + b)e?® soit une solution particuliére de
(B).

3. Déduire la solution génerale de (E).

Exercice 4. (5 points)
Soit

In=/1x—ndz, n € N*
o €
1. En utilisant une intégration par parties,
i) Calculer I;.
ii) Montrer que [,,.; = —% + (n+1)1,.
2. Calculer I et I
3. En déduire la valeur de

I:/l—a:3-i-2:1:2~:1:d:lc
0 e*

Bon Courage
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Exercice 1. (4 points)
Considerons la matrice suivante :

4 -2 6
S e h
ol e

a. Calculons le déterminant de la matrice A. Il vient, en développant par rapport a la deuxicie

ligne.
=L -5 0 . 3 -1
P ‘4~ = H el ‘JFGI ik
La matrice A est inversible si et seulement sf'Soh déderminant est différent de 0, On a
det(A) = —4 # 0, donc A est inversible. O \N

b. Calculons la matrice A x (B — 2I3).

ona
4 -2 6 30D 1220 %0
AXx (B-2L) = e 5 -2 5 1 =2 0==1550
-1 1 =3 =1k 1 IR EEE o
4 -2 6 1= Sl =2
= 3 ~—li =D —2 3.
-1 1 -3 -1 —
2 0D
— O 2 0 —2]3
07 02
En déduire la matrica inverse de A.
vk Ax (B-2I
AX(B—2I3)=2I3——;?>—X—(—2;"L):I:3
B —2I
—— A(———i) = J;onadel’autrecoté A x A=l =1,
1 0.2 10 1
£ 2
e AT 2213)=§ 23 1]=|-12%1
-1 -l \+ §
Exercice 2. (6 points)
7



1. Déterminons les constantes réelles a, b et ¢ qui vérifient :
1 . b
(z—1)(@z—2)2 ﬁ s (zf2)2'
i _ (atb)z?+(—4a—3b+c)z+(4a+2b—c)
Ona Y+ 5 +o5Hp= @—1)(=-2)
En identiﬁant on obtient:a=1,b=—-1,c=1 =

donc 1

1 Jat 3 3 ?
e g s T (:r—2)2' /

b

A Y

2. Trouver les primitives des fonctions =5 1, poo m :
[dz=In|z —1|+cravecc; ER. ——nu
f—l—darzzlnlac—2|—i—czavecczE]R‘__,___7 /\~

f(x 2)2 2 (x = + c3avec c3 € R. /
On déduire la primitive de la fonction m :
fmdz—lnlx—1|+cl ln|$—2‘62 (1 @-2) + @3
= In|z— 1| —lnlx 2| — (112) +K
=ln|Z=3| - +K

DXK =1 +c+c3 €R

12)

1
(==1)"

ona(z—2)y —y= = 1) = (z—2)(z — 1)y — (z — 1)y = 1....(I) est une équgtion
différentielle non homogene (ou avec second membre). Résolution de I’équation
homogene (z — 2)(z — 1)y — (z — 1)y =0

3. Résoulution de l’équatlon différentielle suivante : (z — 2)y" —y =

@Dy~ (- y=0— L =
et par suite
Inly| =InjJz — 2|+ CiouC; €R
Do y(z) =C(z — 2),C = Fexp(C1). ——
Résolution de 1’équation avec second membre ((z — 2)(z — 1)y’ — (z — 1)y = 1)
Méthode de la variation de la constante : Soit y(z) = C'(z — 2) la solution générale de
I’équation homogene. On fait varier la constante C, et la solution générale de I’éqution
avec le second membre (I) sera : y(z) = C(z)(z — 2).Ona
y'(z) = C'(z)(z — 2) + C(x). En remplagant y et y’ dans I’équation (I), on obtient
C'(z) = Gne=ap
par conséquent C(z) = In|Z=5| — (I 5+ K
Finalement la solution generale de l’equatlon ) est
y(z) = (Inl =] — 2 + K)(z — 2). A

Exercice 3. (5 points)
Soit I’équation différentielle suivante :

| T~

Y + 3y = Tre** (E)

1. Résoudre I’équation homogene associée a (E).
Résolution de I’équation homogene

y'+3y=0 (Eo) *



L’équation caractéristique associée a (Ej).
r+3=0

admet deux racines complexes distinctes r; = 0 + iv3etry = 0 — /3. Ainsi, la %
solution générale de (E) est S

Yo = €%(C} cos V/3z + Cy sin v/3z),

ouCy,Cy € R

2. Trouvons les constantes réelles @, ur que y, = (azx + b)e®® soit une solution
particuliere de (E). 9\ ;
onay), = 2ae’ + 2(az + b)e?
et
Yy = 2a€™® + 2ae® + 4(azx + b)e**
En remplagant y;, et y, dans (E) on obtlent
2ae%® + 3(2azx + b)e % + 3(2az + b)e® + 9(az? + bzx)e — 4(2az + he2ic 12(az? +
bz)e? + 3(az® + br)e™ = (8z + 1)e** 3

qui donne Tax +4b+ Ta =Tz
En identifiant, on trou Tetb = ’74. D’ou /
b = @ - 42)e=. (O \
3. Déduire 1a solution génperalede (E). On a yg = o + ¥p
donc

ye = C; cos V/3z + Cysin v/3z + (z — 2)e**, ou C1,Cy € R.

Exercice 4. (5 points)
Soit
1 "
e / —dr, neN
0o €

1. En utilisant une intégration par parties,

i) Calculons I; = g ”e’f dx.
On pose
Ulz)=¢=* = Ulz)=-€"
V(x) =F = V’( y=1
fl i dzx ze~[g +fo e *dz

=L —1‘|0

l
| o=
==
_I_
s

ii) Montrons que I,,41 = —1 + (n+ 1)I,..
posons
UVigy=e™ =% UiE)=-—c"
Viz) =2 = V)= (n —’r 1):c
In+1 $n+l —2‘1 <& (TL-|—1) fo -
— _E =2 (Tl == 1)]



2 Calculons Iz et I3
fO _IdI = ——+2Il

fl _’”dx =-1+30L

0
g [

3. En déduire la valeur de




