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Examen de rattrapage Maths 1.
Durée 2 heures.

Exercice 1. (4 points)
1. Montrer par récurrence que vn € N,3" > 1+ 2n.

2. Soit z € R. Montrer par contraposition que : i z°+z <2 ‘alorsT < il

Exercice 2. (05 points)

1. On définit sur R* la relation binaire R par :

vz, y € R, :c’Ry«(z#y(a:ZJrl) =z(y* + 1).

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(b) Donner la classe d’équivalence de 2.

Exercice 3. (6 points)

Soit f : R — Rune application définie par : ey =27 +2°52

1. Déterminer I’image directe par Iapplication f de ’ensemble A = [1,3].

7 Déterminer I’image réciproque par J’application f de ’ensemble B = [—2,4].
3. Considérons I’application g définie par :

g :]——al,+oo[——»]:£1—9,+oo[
g —wglz) = Jia).

Montrer que g est bijective et déterminer son application inverse g .

Exercice 4. (5 points)
Soientt a € Reth: R — Rla fonction définie par :

* sin(2z)
h{z) = *

o gl m—=10

st x#b

(a) Déterminer o pour que h soit continue sur R.

(b) Montrer que 1’équation h(z) =0 admet au moins une racine réelle sur [%, %]

Bon Courage -



Université A/ Mira de Béjaia Septembre 2019
Faculté de Technologie

Département de Technologie

1¥¢ année ST
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Exercice 1. (4 points)

1. Montrons par récurrence que : Vn € N, 3" > 1+ 2n.
Pour n € N, notons par P(n) la propriété 3" > 1 + 2n. -
Pour n=0, on a 3° = letl + 2 x 0 = 1 donc 30> 1+42x0. Cestadire P(0) esTVraie.
Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie (i.e, 3" > 1+ 2n) et
montrons que P(n + 1) est vraie (i.e., 3" >1+2(n+ 1)).

Ona

I >1+2n=3"x3>(1+2n)x3
= 31 > 34 6n
montrons que 3 + 6n > 1+2(n + 1) ona /\ \\
3+6n—(1+2n+1)=3+6n—-1-2n-2 v
=4n >0
On a montré par récurrence que : Vn € N, 3" > 1+ 2n.
2. Soit z € R. Montrons par contraposition que si 2+ <2 al

La contraposée de la proposition est z > 1 = z°+z2>2.
Ona

x X i (1) et
r>1l=2z221

=git>1

=3 2° > L. (2)

Par le principe de contraposition, on a démon
si 2°+z<2, alorsz <l

proposition



Exercice 2. %)oints)
On définit sur R* 1a relation binaire R par :

Vz, yeR*, zRy<+=y(z®+1)=z(y?+1).

(a) Montrons que R est une relation d’équivalence. ~
(i) Réflexivité de R : soitz € R*. Ona
z(@®+1)=z(z2+1). 4

Donc Vz € R*, zRz. D’otl la réflexivité de R.
(if) Symétrie de R : soient z,y € R*, tels que zRy. On a
TRy = y(z? + 1) = z(y*> + 1)
= z(y>+1) = y(z% + 1)
= URY
Donc Vz,y € R*, 2Ry = yRx. D’ol la symétrie de .
(ii1) Transitivité de R : soient z,y, z € R*, tels que Ry et yRz. On a

aRy y(@?+1) = 2(y* + 1)
et —— X >
yRz 22+ 1) =y(22+1) /1 \ \
ona W+ 1)
z
y(z?+ 1) =2(y* + 1) =>y=-(‘j;+—1)

On remplace dans la deuxiéme et on on aura

2P+ 1) =y(22+1) = 2(4%+1) = 3255/2“_:'11))(22 +1)
=>z= ($2+1)(22+1)
= 2(2? 4+ 1) = z(22 + 1)
= TRz

Donc Vz,y,z € R*, 2Ry et yRz = zRz.D’ou la transitivité de R.
De (i), (i), (iii), on a R est une relation d’équivalence.
(b) La classe d’équivalence de 2.
2= {z eR*:zR2}
={zeR*:2(z?+ 1) =z(2? + 1)}
={zeR*:222 -5z +2=0}

1

={zeR*:2=2 ou a,=§}
1
- 5 i
{’2}

Exercice 3. (6points)

Soit f : R — R une application définie par : f(z) = 2% + z — 2

1. Déterminons I'image directe par 1’application f de I’ensemble A = [1, 3].
f([1’3]) = {y € R/EIJJ € [173] : f(:l)) _—_y}
ona f'(z) =2z +1let f'(z) =0 =z =3}

Alors f([1,3]) = [£(1), £(3)]) =0, 10]. {\/




flx) s )

2. Déterminons I’image réciproque par I’application f de I’ensemble B = [—2, 4].
f7'(B) ={z e R/f(z) € [-2,4]}
={ze€R/-2< f(z) <4}
={zeR/-2<z?+2-2<4}
={zcR/0<2?2+2 et 2’+2—-6<0}

S v 1 o +Co
X - D = D+
x+1 e, C L +
x(x+1) + e %
D q
X 3 2 .
“@ ; ; +Q
X2y ! :
¥ 3 b & +
6 C‘P 0
st N
Donc f~1([-2,4]) = [-3,-1] U [0,2] A
3. Considérons I’application g définie par :
s -9
4 ]—2—, +oo[—->]—4—-, +00|
z — g(z) = f(=).

. (1) Injectivité de g :
Soient z1, To 6]_7, +oo

g(z1) = g(x2) = 224+ 7, —2=23 + T — 2
=>(.’L'1—l‘2)($1+$2+1)=0
.’131—.’52:0
=5 -Fiol
T1+22+1=0
pourz; + 22 +1=0= 7z, = -2, -1
ona

- —1
To E]—z—,+00[=> 5 > -2—




-1
= -1 -2y < —
-1 = -1
=Tt . (impossible car z; > 7)
Donconauraze — 1 =0= 22 =21
Donc g est injective.
(2) Surjectivité de g :

-9
Soit y E]T’ +o0|

gz)=y=22+r-2=y
=2’+z-2=y
= z2+z2-2-y=0

A=9+4y
-9
A>O<:>9+4y>0¢>y€]—4—,+oo[
—-14++94+4
les racines sont £; = _i—2—+—£, et 2o =
ona
—1++/9+4y _ -1
.’1/'2:——’2———>_é_

—1
= Ty E]—z—,+00[

et
-1-9+4y -1
T, = ———5.———‘ < —é—
-1
— I :¢]7,+m[

-1
—2-,+oo[ telque g(z) =y

=9 -1++/9+4
donc Vy G]T, +OO[, Sk ——i—z—‘—g E]

ce qui implique g est surjective.
De (1) et de (2) g est bijective.
L’application réciproque de g est :

-9 -1
g ]—4—, +oo| ——>]—2—, +o0|
- -14++49+4
y - )=
Exercice 4. )@points)
Soientt a € K%t soit h : R — R la fonction définie par :
sin(2
ot o RS
hz) = s
Q si z=0.

(a) Déterminons « pour que h soit continue sur R
sin(2z)

h est continue sur R* car z — 1 — est continue sur | — oo, 0[U]07F55]. Il reste donc

T
3 étudier la continuité en z = 0. On a h(0) =

4



En utilisant la régle de 1’hospital on obtient

lim h(z) = 1

z—0

La fonction est continue en O si et seulement si h

0

_ sin(2z)

Donc h est continue en 0 < o = —1

Finalement la fonction A est continue sur R si et

e lim [1 — 2cos(2z)] = —

ment si o = —1.

(b) Montrons que I’équation h(z) = 0 admet au moins une racine réelle sur [Z’ 5]

onaz+— h(z)=1-—

composition de fonctions contmues.

- sin(2%)
%
SIH(E)
e 7
4
e é 25
7"

des valeurs intermediaires, elle s’annule a

Ece[ ]tq h(c) = 0).

z)

sin(2

i
est une fonction continue sur [—, 13

donc h( ) X h( 2) < 0, et la fonction & est continue sur [%, %] Donc d’apres le théoréme

oins’en up point de I’intervalle [%, g] (c-a-d



