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Exercice 1. (4 Poins)
l. Monuer par Écurrence que : Vn € N' 3' Z I * 2n'

2. soitr €lR..Montrerparcontrapositionque: 
si r5 + t 12"alors r <I'

Exercice 2. (05 Points)

l. On définit sur R'* la relation binaire R pu :

Vr, !/ € R* 1 n'l?g ë Y(r' + 1) : n(Y' + 1)'

(a) Montrer que R est une relation d'fuuivalence'

iùi o"*er la classe d'équivalence de2'

Exercice 3. (6 Points)
soitJ : IR + IRFneapplicationdéfiniepar: /(r) 

--I)2 *r -2

1. Déterrniner l,lmage air""t"pÀîæ9ll"tt"" i â" 1'"nsemble 
4 : '[1' 3]'

2. Déterminer l, image ,c.iproà* p* i' upptication / de l'ensembl e B : l-2 ' 41'

3. Considérons I'apflication g défrnie par : 
-t . -g r

s , l ;, *oot+lr7' +ool

r  +  g@) :  , f  ( 1 ) '

Montrerquegestbijectiveetdéterminersonapplicationinverseg-^.

Exercice 4. (5 Points)
Soientt o a til O t, t n * lR la fonction définie par :

r ' t " l  : {1 - ' i " : " )  
s i  *+ 'a

l  o t  s d .  t r : o '

(a) Déterminer û Pour que h soit continue sur IR'

(b) Montrer que l'équation h(r) : 0 admet au moins une racine réelle t* ti' i\'

Bon Courage
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O n a
g ' >  L * 2 n 4 g u  x 3 ) ( 1  + 2 n ) x 3

l - 3 n + r 2 B * 6 n
montrons que 3 * 6n, > 1 + 2(n + 1) on a

3 + 6rz - (1 *2(n+ 1)) - 3 * 6n - 1 - 2n - 2
- 4 n ) 0

On a montré par récurrence que : Vn € N, 3' 2 t * Ztt"

2. Soit r € IR. Montrons par contraposition que si 16 + n < 2,

Lacontraposéedelapropositionestr ) 1 + x6 +x22'

O n a
r 2 t .  .(1) et

r à L + x 2 > I
+ r a > t
=4 s5 > 1. . . . . - . . . (2)

( 1 ) + ( 2 ) + 7 . 6 + r )
proposition

s i  x 8 + r 1 2 ;  a l o r s s < L .

Septembrc20L9

Cordgé de I'exameh de rattrapage de Mathsl

Exercice 1. (4 Points) ,-]
l .  Mont ronsparrécur renceque:Vn '€N,3 ' )L*Zn '  (  ô , (  )
Pour n € N, notons par P(n) la propriêté}" 7I + 2n' -X#
pournd ) ,  ona30  - l e tL *zxb :  rdoncg0  >  L+2  x  0 . . c ' es tàd i re  P (0 )

Soit n € N. Supposons que P(") est vraie Q:"',9" >].* 2n').et

montrons qo" F(", + 1) est vraie (l'"', 3tz*1 > 1 + 2(n + L)) '



Vs, g € R*, r&y e) y(r' + 1) - r(y' + 1).
(a) Montrons que R est une relation d'équivalence.

(i) Réflexivité deP-: soirr € IR*. On a
r(r '+ 1) -  r (r2 + 1) .

Donc Vs € lR*, sRr. D'où la réflexivité de 1t,.
(ii) Symétrie de?': soient ï,U € IR*, tels que rRy. On a

sRy a y(x2 + 1) - r(y, + 1)
+ r ( f  + 1 )  : y ( r z  + 1 )
1y'lls

Donc Yr,y € R*, tRy a y'lls. D'où la symétrie de 7à
(iii) Transitivité deP-: soient r,U,z € IR*, tels que sfuy ety&z.On a

Exel:cice Z. Çeoinæ)
On définit sur IR* la relation binaire R par :

o n a

y(x'+ IJ : r(y'+ 1) + y : *r(E 
! =7)

on'remplace dans la deuxième et g'"T lL"
z(y2+ 1) - y(22+ 1) a 2(y2+ 1) : ",@l^ ! rlJ e2 + t),  - t  

( x 2 + 1 1

{r'
t YRz

. - a  r y -  
t

- z :  
( " ' + 1 ) @ 2 + L )

1 s ( a 2  + 1 )  _ r ( 2 2 + 1 )  ë
q sJlT

Donc Yx,y,z € lR*, s&y et yRz I sJl2. D'où la transitivité de R.
De (i), (ii), (iii), on a 7t, est une relation d'équivalence.

(b) La classe d'équivalence de 2.
2 - {x € lR* : x?Pc?}

: {? € IR* : 2(r2 + 1) : s(22 + 1)}
: { r € l R - : 2 x 2 - . 5 r + 2 : 0 }

- { x € l R * : r : 2  u L t ,  f i  
1 '

. '  
, ' . D : Z  q U  r : r l

- -  {2, ; }

Exercice 3. (6points)
Soit/: lR -> IR uneapplicationdéfiniepar: f (s): n2 * r -2
l. Déterminons I'image directe par I'application / de I'ensemble $ - [1, B].

/([1,3]) : {y e R/3r € [1,3] : /(r) : y] -^. \ôti"f ' ' t" l :-z*+i et t 'èj: 0 ; ": + {)l
Alors /([1,3]) = [/(1), /(3)]) -[0, l0]. ( A 

i I

J



2. Déterminons I'image réciproque par I'application / de I'ensemble B : l-2,4J./-' (B) : 
:tï$|,! :;',:#î "i\ ; :)" - u < o)

Donc f-t(I-2,41) -11 u [0,2]

3. Considèrons I'application g définie par :

g :
- 1  - O

l ; ,+*[->); ,+ool

n -, ï@): r(ù.
(1) Injectivité de g :

Soient rr,r2 rlt,+*[
g(*r) : g(*r) 1 

"? 
* xt - ) -- *7 +

=a (r1 - sù(q * rz *
(  r 1 -  r z : 0

= * {  *

[  " ,  
* s z + 1 = 0

p o u r T t * r z * 1 - 0 + r L - - r 2
o n a

, - 1  - L
xre lT , *æ[+  s r>  T

f r z - 2
1 ) : o

x



- 1
= = + - 1  - f i 2 < -

2 - 1

+ nt. +(impossible car nt ) +,z
Donc on aura lz - tt : S =4 frz : frL

Donc a est injective-
(2) Surjectivltê de g :

-o
Soit y el;,+oo[

g ( x ) - y + 1 2 + n - 2 : U
1 s ; 2 * r - 2 : U
+ 1 2 * r - 2 - y - 0

A - 9 + 4 y  
- _ g  r

A > 0 <+ 9 *  4y> 0 e y e lT,*ool

les racines sont fir : ry, 
et n2:

ona -1 + ,ffi - -1
' x 2 : T -  

z
- 1

+ rz el;, +oo[
e t  

- 1  -  - - L' r L : T =  
2

- 1
+ ïL -41;,+oo[

-e -1+ F*y ; -L  ,
doncVyeJ  i , * *1 ,3* r :  ï  

e l  Z , *oo l
ce qui implique I est surjective.
De (l) et de (2) g est bijective.
L application réciPtoque de I est :

l+,+oo[ ->]#,**'

Exercice 4.
Soientt a €

oints)

t  r -s inL2r)  s i  n+o
n("):1 r 

^\t  a  s i ,  r : 0 '  /  l l
(a) Dérerminons c pour que h soit continue sur IR (. O ,Y )

lr, est continue sur IRF cat nr+ 1 - ry est continue sur ] - oo, Otu)FrælJf neste donc
æ

à étudier la continuité en s : 0. On a h(0) - a



En utilisant la règle de I'hospital on obtient

sin(2r)

(b) Montrons que l'équatio n h(x): 0 admet au moins une racine réelle ror f 1. 
î].

lin', h(r) - lim 1 -
æ---+0 u -r0

fi
composition de fonctions continues.

: 
,lgolt 

- 2cos(Zr)] : -t

La fonction est continue en 0 si et seulement si l%h(ff h(0).
Donc à est continue en 0 e u : -L *jf.O fl/
Finalement la fonction h est continue sur IR, si et beuJeafent si a - -1.

on a r + â(r) - I - ry est une fonction continue sur [{, 1l "* 
c'estr*dffi

f r  t 4 ' 2 '  /

- - - \ o ,  
I  z l

: ^ -  
T r  I  z l
-  |  - 1 > 0

4 4- 1 - : < 0
1l

donc nfil 
" 

h(i) ( 0, et la fonction h est continue r* [T,f,].non" d'après le rhéorème

des valeurs intermediaires, elle s'annule point de I'intervalr.li, f,l tr-a-o
rc € ti,iltq: h(c) - 0).

; | - sin(2{


