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Département de Technologie

1°7¢ année ST

Examen de Maths 1. Durée 2 heures.

Exercice 1. (4 points}
1. Montrer par récurrence que : Vn € N, 3k € N: n® + (n+1)° + (n + 2)° = 9k.

: o ) a+ 3b
2. Soient a, b > 0. Montrer par contraposition que : st 3 < +/3," alors s S > /3.

Exercice 2. (04 points)
1. On définit sur Z la relation binaire K par :

Yz, y € Z, :cRy<=>3k€Z:o:2—y2:3k.
(a) Montrer que R est une relation d’équivalence ?
(b) Donner la classe d’équivalence de 0.
Exercice 3. (6 points)
On considere Iapplication f : R —» R définie par : f(z) = z* + 3z + %
1. Calculer f(0), fF(—3)et f~1({-1}).

2. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
3. Donner des intervalles I, J pour que f : I — J soit bijective ; puis donner la réciproque

flde f.

Exercice 4. (6 points)
I) Soit f : Dy C R — R la fonction définie par :

sinz

fla) = =+
(a) Déterminer D le domaine de définition de f.
(b) Calculer l'mn0 Fx
(b) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en ”(0” ?.5i oui, donner son

prolongemcnt noté f.
1) 1) Enoncer le théoréme des valeurs mtcrmcdlaxres
2) Considérons la fonction g définie par :

sinx

z st —=t<w <0
o e ) 4
gz =
1+In(l+4+=x
18I bE) s

z+1
(a) g est-elle continue sur [—%, 1]?
(b) Peut-on appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction g sur [—g, 1}?

Bon Courage
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Exercice 1. (4 points)

1. Montrons par récurrence que : Vn € N,k € N:  n® + (n+1)3 + (n + 2)® = 9k.
Pour n € N, notons par P(n) la propriété n®+ (n+1)*+ (n+3)> =9, keN.
Pour n=0,0ona 0% 4+ (0 + 1)+ (0+2)> =9 =9 x O donc :

Jk=0eN: 03+ (0+1)+(0+2)3=09k. Cestadire P(0)est vraie. .=

Soitn € N. Supposons que P(n) est vraie (i.e, 3k € N: n®+ (n+1)°+ (n+2)° = 9k) et o
montrons que P(n + 1) est vraie(,(\ e
(e, eN: (n+17°+((n+1)+ 13+ ((n+1)+2)° =9F). B

Ona
n+124+n+232+n+3P°=m+1>3+(n+2)°%+n3+9n?+27n 427
=nd+(n+1P°+(n+2)3+9n?+27n +27
=M+ (n+1)°%+(n+2)°%) +9n +27n + 27

(hypothégé de récurrence) A ) (

=9k+9n2+2Mm+27, keN
=9(k+n®’+3n+3), keN
=9k k=k+n24+3n+3,k,keN

On a montré par récurrence que : Vn € N,Ik e N: n3+(n+ 1>+ (n+2)3 =9. /

2. Soient a,b > 0. Montrons par contraposition que si % < /3, alors . _:_?;)b > /3.
a
a+3

b<\/§ s %2\/3 (

La contraposée de la proposition est

arlh
Ona 3
szib <V3 = (a+3b)<(a+b)V3
— (a+3b) <aV3+b/3
= (a—av3) < (bv3 - 3b)
= a(l —V3) <b(v3-3)
o (V3-3)
_ - > car (1 —v3) <
ey L )
=5 -C—L > ————-\/3(1 = \/3_)
b~ (1-3)
= % >3
Par le principe de contraposition, on a démontré la proposition
s & a+ 3b ,
si E<\/§’ alors a+b>\/§' /



Exercice 2. (h,points)
I. Dans Z, on définit la relation binaire R par :

Ve, y€Z, zRy<=3IkecZ:z?—y? =23k

(a) Montrons que R est une relation d’équivalence.
(1) Réflexivité de R : soitx € Z. On a
= r=0=3x0doncIk=0cZ:2* 22 =3
Donc Vz € Z, zRz. D’ou la réflexivité de R.
(i) Symétrie de R : soient z,y € Z, tels que zRy. On a
sRy=3Jk€Z: 2" — =3k -
= Jk € Z: —y* + 2% = 3k (x(-1)) / )
= 3Jk € Z:y?—z* = 3(—k) / A
— I = (—k) € Z: y? — 22 = 3K’ £
—— iz i
Donc Vz,y € Z,zRy = yRz. D’ou la symétrie de R.
(ii1) Transitivité de R : soient z,y, z € Z, tels que zRy et yRz. On a

TRy keZ:x? -y =3k.
el - et
yRz I e€Z:y?:—22=3k..

= Jk,k €Z:2% —y? +y* - 22 =3k + 3k
=Rk kcl -0t
=3k, =(k+k)EZ: 22— 22 =3k
—
Donc Vz,y,z € Z,zRy et yRz =—> xRz. D’ou la transitivité de R.
De (i), (i), (iii), on a R est une relation d’équivalence.
(b) La classe d’équivalence de 0.
0={z €Z:zR0}
={s €L REL T -0=3k} :
={ccd . dkelb: =3k &=
={z=2V3k/keN et z€Z}
={..,—6,-3,0,3,6,...}

Exercice 3. (6points)
On considere I’application f : R — R définie par f(z) = 2% + 3z + g
1. Calculons f(0), f(-3).

9 9
0) = 0243 s
f(0) -+ ><O+4 7

F(=3) = (=37 +3 x (-3) 4 =
FH{-1}) = {z € R/f(x) € {~1}}
= {z €R/f(z) = -1}

:{xeR/x2+3x+§=—1}

2

-

= | ©




z{xeR/x2+3x+14—3=0}<—///"”/

=0

e 9 i
2. e Injectivité de f : f n’est pas injective car y = 1 admet deux antécédents (d*apres;

: S
question précédente) f(0) = f(—3) = 7 mais 0#£ -3 O \\/ :
e Surjectivité de f : f n’est pas surjective car y = —1 n’a pas d’antécédent (¢*a
question précédente). ’
e Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas surjectiy

3. Donnons des intervalles I et J tels que f : I — J soit bijective et déterminons
I’application réciproque f~1.
Résolons 1’équation y = f(z) ou y € J et z a déterminer d’une maniére unique dans I.

e

9 9
y=x2+3x+2=>x2+3x+z—y=0

9
A=9—4(Z—y)=4y
A>0=4y>0=y € [0,+00]

; -3+ /4 =3 -3 — /4 =3
lesracmessontxl:%:7+\/—, etx2=“2g:7_\/g

Le tableau de variation

x - -3/2 0
< [T = lo _'_
fix) \ /
(¢}
’ = =J s i
Il est facile de vérifier que f : [ = [7, +o00[— J = [0, +o0] est une bijection.
f71s B0 — [, oo
= —3+Vdy =3
y '—>f1(y)=—2——=7+\/?3
3 =~ A -3
Remarque : on peut aussi considérer la bijection f : [ =] — oo, —2—] — J = [0, +o0] et dans
ce cas
_1 -3
f ! [O, +OO[ —)] = 0O, 7]
= -3—-Vdy -3
Y '—>f1(y)=—2**=7—\/?7



Exercice 4. (6 points)
I) Soit f: Df C R — R la fonction définie par :
sinx
Jer= 2+’
(a) Déterminons Dy le domaine de définition de f.
f est définie si et seulement si le dénominateur (z? + z) est différent d

Orz?+x #Osietseulementsiz # —letx #0
On écrit Dy = R\ {—1,0}

(b) Calculons limO Fla)

sinx

2 z sinz 1

Jim — zhm( x ——) =1
z—02x* + I z—0 T 1
Remarque on peut utiliser la régle de I’hospital.
I sinz . cosT

im

5 == =
z—01%2 + =09 |

(c) La fonction f est-elle prolongeable par continiuté en ”0” ?
Par définition, la fonction f est prolongeable par continuité en 0 si limo f(z) existe et es
z—>

finie. -
sinz

Comme lim — = 1, on déduit que f est prolongeable par continuité en 0.
z—0 % 4+ I

Son promogement s’ecrit :

sinz
Tl { = si z € R\{-1,0}
1 st =0

II) 1) Le théoréme des valeurs intermédiaires. :
Soit f : [a,b] — R une fonction telle que
1. f est continue sur [a, b], _
2. f(a).f(b) <O. L
Alors
3 zg€la, bk flzo) =0

2) Considérons la fonction g définie par :

sinx ;
¥ st =l =)
z?+z
9(z) = -
1
___+n( e, & x50
z+1

(a) g est-elle continue sur [—%, 1]?

T _ : T
T —3 est continue sur | — 1, 0[ donc elle est continue sur [_Z’ 0]

x2

4



1+ In(1+2)

etz P est continue sur [0, +oco[ donc elle est continue sur [0, 1], il reste
14+In(1+0
donc 2 étudier la continuité de g en z = 0. On a g(0) = %-—2 —
: : sinz : . d+In(l1+2x) : ‘ :
) vy O LG ;}*—* i
Ona lim g(z) = Iim+ g(z) = g(0)..Donc g est continue en 0.
730 .

T ol <_§‘_7\¥ . ;
Finalement la fonction g est continue sur [_Z’ 1]. e | )

: P A : e 5 x ™
(b) Peut-on appliquer le théoreéme des valeurs intermédiaires a la fonction g sur [——,1] ?

7r) sin(——)
= ~— T
. g g T £ 220
s s
= 1 +1n(2)
ahisied e
5 4 Z
= £ T
2(m2 — 4)

Vif
La fonction g est continue sur [—g, 1], mais g(—Z).g(l) > 0, donc on ne peut pas

. PR . Sisetis o 4 m
appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction ¢ sur [——, 1].



