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Maths 1 Primitives et Intégrales

1 Série N1 Maths 11

Exercice 1 1. Calculer les primitives suivantes :
—4

P

:1:2—2:U—|—3

On a,
4or — 4 2c — 2
/i”—dx _ 2/3“"—653;
2 — 2z + 3 2 — 22+ 3
= 2In|2®—2r+3|+c, c€ER.

Leutilisation de [ L4 ; de =In| f(z) | +c.

1+Inz

On a,

dzx.

141 1 1
/—l—nxdx _ /( nx)d
T
|
_ / dx+/ﬂdx
= / —dx + = /2—1nxdw
2 T

= In|x| —|—§(lnx)2+c, ceR.

J;g;dlen]f( | +c et [ f'(x) ()do = L@ 4 ¢

L utilisation de [ .

3. [ cos(bz)dz.
On a,

/cos(5a:)da: = %/5608(51’)d$

1
= sin(5z) +¢, c€R.

Loutilisation de [ f'(x)g(f(x))dx = G(f(z)) + ¢, ot G est la primitive de g.

4. [(2x — 2)v/a? — 2z + 3du.
On a,

/(2x—2)\/x2—2x—1—3dm = /(2x—2)(x2—2x—|—3)5dz

2_2 31—&-1
= (@ l::——i_l )? +c ceR

Njw

2
= 3(:U —2w+3) +c, ceR.
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Maths 1 Primitives et Intégrales

3 g1 . (@)
Lutilisation de [ f'(z) f*(x)dr = "% +c.

Exercice 1.2. Trouver les primitives suivantes :

1. Intégration par parties

(a) [ 23In(3z)dz.

On pose
(Bz) 3 1
1 -2 =
u(w) =) = w(@="0 -3 1
!
V() =2 = v(r)= VR

et l’on intégre par parties, ce qui donne :

/1:31n(3:c)d:c = %ln (3x) /——d;z:

o
= “In 3
y (3z) — 2 / dx

4

1
= Zl (3x)—Ex +c¢, ceR.

(b) [(2z + 1)ed.
On pose

wx)=2zx+1) = u(x)=2,
Viz)=e" = wv(z)=¢",

et l’on intégre par parties, ce qui donne :

/(Zx +1)e*der = (2x+1)e” — /e”Cde
= (2x+1)e*—2"+¢, ceR
= (2z—1)e"+¢, ceR

(c) [(x+1)v2z + 1dx.

On pose
ulz)=(x+1) = u(z)=1,
V(1) = VIzF1 = v(z) = :1))(213 +1)3,
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Maths 1 Primitives et Intégrales

et l’on intégre par parties, ce qui donne :

1 1
/(x+1)\/2x+1dx = (x—|—1)§(2x+1)%— §(2x—|—1)2d1‘
1 51
= (x—3|— )(21‘—1—1)3—5 (2z+1)2dx
1 1
= ($—;)— )(2x+1)§—6/2(2m+1)2dx
1 12
= (z+ )(2x+1)%———(2x+1)%+c, ceR
3 65
1 1 5
= (z+ >(2x+1)%——(2$~|—1)5+c ceR.
3 15
2. Intégration par changement de variables
o(2241)
@) | 55w
En posant
1
_(2z+1) _ o, (2241) L
t=e = dt = 2Py = dz = 2(2+1dt:>d:c—2dt
on obtient
(2z+1) t 1
/ T g = / Lot
2 + He(et1) 2+ 562t
1 1
= — | ——at
2) 245t
1 5
10 2+5¢

1
= 1—Oln|2+5t|+c,c€R

1
= 1—Oln | 2+ 5D | e, ceR.

(@ la fin on a remplacé t = e®*+1)),

(4) | mmade.
En posant

1
t=vzr+1=dt = dx:>da:—2\/x+ 1dt = dx = 2tdt,
2V +1
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on obtient

/

1
—dx
1+vzr+1

1
/—Qtdt
141
t
2 [
1+1
2/
141

t+1
2 -
/(1+thr

(a la fin on a remplacé t = /x + 1).

(C) f 2;v(1§1w)2dx'
En posant

on obtient

| e

t=lnzx=dt =

3
In x)zdx

(a la fin on a remplacé t = Inx).

t+1-1

141

2 [1dt -2 [
1+1

2t —2In|1+t|+c, ceR

2Ve+1-2In|1+Var+1|+c ceR.

dt
-1

)dt

1
—dx,
x

Exercice 1.3. Intégrer les fractions rationnelles suivantes :
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Maths 1 Primitives et Intégrales

3 2
1. f +4x°46x— 3d£lf

242z+1
1-ére étape : effectuer la division euclidienne :
23 + 422 + 62 — 3 +24( r—>5 )
=z —_—).
2 +2rx+1 2 +2x+1
2-éme étape : d’écomposer (#‘:H) en fractions simples :
T —9 = rT—29
2+2x+1 (x4 1)2
A B
= + 5
(x+1) (z+1)
Al +1)+B
o (@H1p
Az +(A+DB)
B (x +1)2
1oz 4 (-5)
o (z+1)27
par identification, on obtient :
A=1
{A+B:—5 = A=1B=-6,
d’ot
r—5 1 . —6
(z+1)2 z+1 (z+1)%
Alors,
23+ 42% + 62 — 3 Lo xr—>5 ) Lo 1 n —6 )
=z — ) == .
2?2 +2x+1 2?2+ 2x+1 r+1 (z+1)?

3-eme étape : intégrer :

23+ 422 + 62 — 3 xr—>5
dr = 24+ ———)d
/ 2?2+ 2x+1 v /(1:—1— +x2+2x+1)x

| 6
_ 5 d
/@+ it e ®

= /(x+2)dx+/$i1dx—6/ﬁd$

z? -1

= — 42 1 1| —-6—-F+ R
2+x+n|x+ | (I+1)—|—c,c€
z? 6

= —+2z+In|z+1|+ +c, ceR.
2 (x+1)
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2. [

On calcule Uintégrale [

r—1
z24+x+1

/

on pose

dr. On a

r—1

2+az+1

dx

2 +r+1
24+l
_/(xfj-;—j—l +a;2 —l—_j—i- 1)da:
K
_/(
%ln|x2+x~l—1 | —g/(—$2+x+1)dx

S

2 — 2
* dx

2 1-3
T+ du

2 1 1 —
L)dm +5 /(—S)dx

224+x+1 24+ x+1

2 1 3 1
L)d:}:——/(—)dm
24+a+1 2 24+ax+1

1

1 1 1 1 3
x2—|—x+1:m2+2—x+————|—1:($+—)2+1

t

=@+ +1=7

_233—1—1

2

((

4 4 2
2x\/—gl)2+1)
édtz%dzé?dtzdz,
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Maths 1 Primitives et Intégrales

puLS
1 1
——dxr = / - dx
/x2+9§+1 () +1)
4/ 1
= 5| 7y e
3 () +1)
B 4/ 1 fd
3 t2+1) 2
_ f/ —
= —arctant +c, ceR
7 ()
2 +1
= ——=arctan +c, ceR
r anctan(=)
a la fin
x—1 1 3 1
——dx = =1 2 1| —= [(———)d
/m2+x+1x 2n|x—|—x—|— | 2/<x2+x—|—1)x
1 3 2 2v +1
= —In|z24z+1 arctan(——) +c¢, c€R
Shn |55 wetan(= )
1 2z +1
= ZIn|2z*4+ 2+ 1| —V3arctan +c, ceR
S | =)
J. fﬁmgx:66dx
On calcule dabordfng—;gdx.
On décompose d’abord ngi% en éléments simples :
Tr+6 B T+ 6
22—r—6  (z+2)(z—3)
A n B
oz 4+2 z-3
Az —3)+ Bz +2)
(x +2)(z —3)
Az —-3A+ Bz +2B
B (x—=1)(z+1)
_ (A+B)r+ (-3A+2B)
B (x+1)(z—1)
_ Tr+6
o2 —1
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par identification, on obtient :

(A+B) =7 3A+3B =21 8.
{(—3A+ZB):6 (-34+2B) =6 AT 5P=%
d’ot
7x+6_7x+6_§+%_8 27
2—z—6 (r+2)(z—3) x+2 z-3 5(x+2) 5(x-3)
Puus,
T+ 6 8 27
" dr = d
/x2—x—6$ /5(x+2)+5(:£—3)$
8 27
= —d —d
/5(3:+2) ij/5(9[,-—3) ’
8 1 27 1
A ML S
5/(x+2) Tt /(x—3) v
2
= gln]x+2\+€71n|:v—3|+c, ceR.
Donc
6 7r+6 8 27 6
_ [gln]6—|—2|+2€71n|6—3\]—[§ln\4+2]—i—%ln|4—3|]
2 2
= §1n|8|+€71n|3|—;ln|6|—gln|1|
2
_ gln(8)+€71n(3)—§ln(6)
= §IH(4*2)+%IH(3)—§In(3*2)
2
= gln(ll) + gln(Z) + 37 In(3) — gln(?)) - gln(Z)
= §IH(4) + % In(3) — gln(?)).

Exercice 1.4.

1. Intégrer les fonctions trigonométriques suivantes :
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Maths 1 Primitives et Intégrales

(a) [ sin®zcos® xdz.
On wutilise les deux formulles suivantes :

1 1
cos(2x) = 2cos*(z) — 1 = cos®(z) = 5 + 5 cos(2x)

et

cos(22) = 1 — 2sin?(x) = sin(x) — % - %COS(Qx)
doi
sinzcos’r = (% — %cos(zx))(% + % cos(2z))
_ %(1 - cos(2x))%(1 + cos(2))
_ %(1 _ cos?(22))
= (1= (5 + 5 cos(dn)
_ ig - % ~ L cos(az))
= (5 — 5 cos(4n))
= S0 cos(dn))
done

1
/sin2yccos2 xdx = /§(1 — cos(4x))dx

1
= g/(l—cos(élx))d:v
= e Linue) e cer
= gl —sin(dz ¢, c
1 1
= -z — —sin(de) +¢, ce R

8 32

(b) [ sin(3z) cos(4x)dz.
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Maths 1 Primitives et Intégrales

On a,

/sin(?)x)cos(4x)dx = /
-/
e

1
= ﬂ cos(?;c)dx +3 cos(—x)+¢, ceR

—1 1
= 7 cos(7x)dx + 5 cos(x) + ¢, c € R. (cos(—x) = cos(x)).

sin((3 +4)z) +sin((3 — 4)z))dx

sin(7x) + sin(—z))dz

MI}—l l\DI»—l [\DIH

1
n(7z)dx +/§sin(—x)d:v

3T .
(¢) JJ" cos? xsin® zdu.
On calcule d’abord [ cos® zsin® xdz.

On a,
/ sin® z cos® wdr = / sin? z cos? x sin xdx
= /(1 — cos® x) cos® x sin zdz,
on pose t = cosx d’ot dt = —sinxdx, on obtient

/(1 — cos® ) cos® wsinzdr = / —(1 — cos? x) cos® z(— sin x)dx

= /—(1—t2)t2dt
= /(t4—t2)dt

ot
= ———+4+c¢ceR
5 3
COS5ZE COSBIL‘
= — +c, ceR.
5 3
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Maths 1 Primitives et Intégrales

Et
3 5 3
/ cos® rsin® vdr = [COS Lo x]g”

; 5 3
_ [0055(37r) B cos3(37r)] B [cos5 0 cos® 0]
B 5 3 5 3
_cos’(m)  cos’(m)  cos’O N cos® 0
-5 3 5 3
-1 -1 1 n 1
5 3 5 3
=2 L 2 4
S5 3 15

2. Considérons les primitives suivantes :

sinx CcOS T
= | ——dx et J= dz.
sinx + cosx smx—f—cosa:

(a) Calculer I+ J et I — J.

Alors,
sin x COS &
I+J = /,—da:—i—/,—dx
Sinx + cosx Sinx + CoSx
sin x cosx
= /( : + — )dx
sinz +cosx sinz + cosx
/sinx+cosx
= —— dx
sSInx + cosx
= /1d:v
= x+4+c, ¢ €R.
Et

sinx cosx
I—-J = —dx — —dzx
sinx + cos Sinx + CoSx

sin cos T
= — — )dx

sma:—}—cosx SInx + cosx
smx — cosa:
= dx
sin x —i—cosx
—sinx + cosx
= dz
sinx 4 cosx

= —In|sinz+cosx | +cg, 2 €R.
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(b) En déduire I et J.

On a,
I+J=x N I=ax—-J
I—J=—1In|sinz+cosz | 2] =x —In|sinz + cosz |
J=x—1
= I = z—In|sin x+cos z|
o 2
_ x __ In|sinz+cosz|
= I'=5
J =1 — (£ . ln|sinx+cosm|)
=r=4 2
A In|sin x+-cos z| R
N =55 +c3, c3 €
J = % + ln\51nx2+cosx| ey c4 € R.

2 Exercice supplémentaire (a la maison)

Exercice 2.1. Trouver les primitives suivantes :

1. [(z+1)Va? + 2z + bdz.
On a,

/(:zr—i- Va2 +2x +5dr = /(2x—|—2)(:1:2+2w+5)%da:

(22 4 2z + 5)2 T
s5+1

+c, ceR

Wl NI~ N -

(z> 4+ 22 +5)% +¢, ceR.

L utilisation de [ f'(z)f™(z)dx = @)

n+1
2. [sinzesdx.
On a,

/Sinme“’”dw = —/—sinxec"”dm

= —e"4¢, ceR.

L utilisation de [ fl(z)e!@de = /@) 4 ¢
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Maths 1 Primitives et Intégrales

3. I = [sin(2z)e**dx.
On pose
u(x) =sin(2z) = () = 2cos(2x),

. 1.
V(r) =€ = v(r)= gedx,

et l’on intégre par parties, ce qui donne :
: 1 3x 1 3x
I = sm(2x)§e - 2COS(2$)§€ dx

1 2
= gsin(Zsz:)e&” ~3 /cos(?x)eg’xda:

Le calcule de [ e® cos(z)dz :
on pose

u(z) =cos(2z) = u/'(x) = —2sin(2z),

1
= v(z) = 563:0,

V(1) = e

et l’on intégre une deuziéme fois par parties, ce qui donne :
3x 1 3x : 1 3x
cos(2x)e*dxr = COS<2$)§€ — [ —2sin(2x) 3¢ dx

1 2
= gcos(Qx)e?’m + 3 /sin(Qx)egmdx
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Maths 1 Primitives et Intégrales

d’ou,
1 : 3z 2 3z
I = 3 sin(2x)e*” — 3 cos(2z)e**dx
1 2.1 2
= 3 sin(2z)e* — §(§ cos(2z)e®” + 3 /Sin(2l‘)€3xdl‘)
= —sin(2z)e™ — —cos(2x)e”® — = [ sin(2z)e**dx
3 9 9
1 2 4
= 3 sin(2z)e*” — 9 cos(2z)e* — §I
4 1 2
= I+ §I =3 sin(2z)e*” — 3 cos(2z)e*”
13 1 2
= El =3 sin(27)e’” — 3 cos(2z)e*”
= [ = 3(1 sin(2z)e* — ECOS(Q.T)GSI) +c,ceR
133 9 ’
3 2
= [ = ——sin(2z)e* — — cos(27)e’” + ¢, c € R.

13 13

4. [ Csois%dar.
0]

n a,

sinx . _
: de = sin z cos™* zdx
costx

= — / —sinz cos ™t adx

—4+1
cos
= — +c¢,ceR
i1 +c c
-3
= - x—l—c, ceR
-3
1 + eR
—_ C, C .
Jcosdx
Initals ; n " (a
Lutilisation de [ f'(z)f™(x)dx = fn—Jri) +c.
On calcule aussi par changement de variable :
en posant
t = cosx = dt = —sinxdx,
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on obtient

sinx 1 .
1 de = T sin xdx
cos*x cos*x

(a la fin on a remplacé t = cosz).

5. f cos x sin zdzx.
On a,

|
) sin® " x
coszsint zdr = +c ceR
441
. 5
sin” x
= 5 +c, ceR.

), -7 - - n n+1
Lutilisation de [ f'(z) f"(x)dz = fn+§w) Te
On calcule aussi par changement de variable :
en posant

t =sinz = dt = coszdz,
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on obtient

/ coszsin? zdr = / sin? z cos zdx

= / t*dt

t5
= —+4+c¢ceR
)

10D
S1n
= T—FC,CER.

(a la fin on a remplacé t = sinx).
b | p2sd
en posant
t =sinx = dt = coszdx,

COS T 1
/+2dx = /—,2cosxdx
1 —sin“zx 1 —sin“zx

1
= [ ——at
e

On décompose d’abord ﬁ en éléments simples :

on obtient

1 1
1—¢2 (1—6)(1+1¢)
A B
=t 1+t
A(l+t)+B(1—1t)
(1—6)(1+1)
A+ At+ B — Bt
(1—6)(1+1¢)
(A-B)t+ (A+ B)
(1—6)(1+1)
0t +1
(1—6)(1+1)

par identification, on obtient :

{(A—B)zo R {A:B:

S
Il

ES
_l’_
=
|
[a—
Nl =
| =

(A+B)=1
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d’ot

1 1 .
1—12 (1—-t)(1+t) 1-

Puus,

1 1 1
/1—t2d$ - /(2(1—t)+2(1+t))dx
1 1
= /2(1_t)d“/2(1+t)d$

—1 1

—1 1
= 71n|1—sinx|+§1n|1+sinx|+c, ceR

(a la fin on a remplacé t = sinx). Donc

—1 1
/L'gdx——hﬂ1—Sinx|+—ln]1+sinx|—|—c, ceR.
1—sin“z 2 2
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