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Examen de remplacement Maths 1. Durée 2 heures.

Exercice 1. (3.5 points)
Montrer par récurrence que :

Vn € N, 327+2 _ 27+l egt divisible par 7.
Indication : 32"+2 — 2n+l = 32n(32 _ 2) 4 2(3%" — 27).

Exercice 2. (06 points)

1. On définit sur R la relation binaire R par :

Vz, yeR, zRy<= 23 +2)@*+1) = (¥ +2)(2*+1).
(a) Montrer que R est une relation d’équivalence ?

(b) Donner la classe d’équivalence de 0.

2. On définit sur N* la relation binaire S par :

e, el eyt dne N y=2"

Montrer que S est une relation d’ordre ?

Exercice 3. (4.5 points)
2
On considere I’application f : R — {1} — R définie par f(z) = iy
1. Calculer f~1({2}).
2. [ est-elle injective ? surjective ? bijective ?
3. Sif:R—{1} — X (ou X C R), déterminer X pour que f soit bijective ; puis donner la
réciproque f~! de f.

z—=1"

Exercice 4. (06 points)
I) Soit f la fonction définie par :

f(z) = ___V:”“;H

(a) Montrer que f est définie et continue sur [—4, 0{U]0, +o0|.

(b) Montrer que f est dérivable sur | — 4, 0[U]0, +oco[. Calculer f'(z).
(c) Montrer que f est prologeable par continuité en 0.

(d) Déterminer f le prolongement de f en 0.

Bon Courage
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Exercice 1. (3.5 points)
Montrons par récurrence que : Vn € N, 3%+2 — 27+ egt divisible par 7.
Pour n € N, notons par P(n) la propriété 32"+ — 2n+1 = 7k k € N.
Pour n=0, on a 3°+2 — 20*1 =7 3k =1 € N, donc P(0) est vraie. . :
Supposons que P(n) est vraie (i.e., 3?"* — 2"*! = 7k k € N) et montrons que P(n + 1) es
vraie (i.e., 32"H+2 _ o(n+DH = 7k k € N).
En utilisant I’indication & ’ordre (n + 1), on aura :
32(n+1)+2 _ 9(n+1)+1 — 3(2n+1) (32 o 2) - 2(32(n+1) = 2(n+1))
= 3(2n+1) T 2(32(n+1) o 2(n+1)) (32(n+1) i 2(n+1) hypOthéS de
récurrence) .
=3+ « 74+ 2x Tk, keN
= 7(3C+1) 4 2k), k€N .
=Tk K =3C+) L ok k eN
d’ou 3"+2 — 27+ est divisible par 7, donc P(n + 1) est vraie. On a montré par récurrence
que :Vn € N, 3%"*+2 — 97+l egt divisible par 7.

Exercice 2. (6 points)
I. Dans R, on définit la relation binaire R par :

Vz, y€R, zRy< (z®+2)(1*+1) = (¥* +2)(=? +1).

(a) Montrons que R est une relation d’équivalence.
(i) Réflexivité de R : Soitz € R. On a (z* + 2)(z? + 1) = (2 + 2)(z? + 1),
donc Vz € R, Rz, d’ou la réflexivité de k.
(i) Symétrie de R : Soient x,y € R, tels que zRy, on a
TRy = (2 +2)(y* + 1) = (¥* +2)(z* + 1)
=3y’ +2)(z* +1) = (®+2)(y* + 1)
— SR
Donc Vz,y € R, 2Ry = yRz, d’oli la symétrie de R.
(ii1) Transitivité de R : Soient z,y, z € R, tels que 2Ry et yRz, on a

Ry (@ +2) @2 +1) = (¥® +2)(2% +1)...(1)
el — et
yRz P +2)(Z+1) = (2 +2)(1® +1)...(2)
En multipliant les égalités (1) et (2) membres 2 membres, on obtient /

@+2)*+ 1D +2)(2* +1) = (* +2)(z® + 1)(* + 2)(* + 1)
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et apres simplification par (y* + 1)(y® + 2) on obtient

(22 +2)(2+1) = (£ +1)(z* +2)

c’est a dire que Rz Donc Vz,y, 2z € R, 2Ry et yRz = zRz,d’oula transitivité
de R. s
Finalemnt, de (i), (ii), (iii) R est une relation d’équivalence.
(b) La classe d’équivalence de 0.
0= {z e R:zR0}
={zeR:(®+2)(0+1)= (03 +2)(z* + 1)}
:{a:eR:::I:3+2=2'(x2+1)} ~
={z € R:z%—22% =0}
= {07 2}

II. On définit sur N* la relation binaire S par :

Vz, yeN*, zSy<=3IneN; y=z",

(a) Montrons que S est une relation I’ordre.
(i) Reflixivité de S : VzN*, onaz = z™ pourn = 1
donc zS8z, d’ot la réflixivité de S.
(i) Antisymétriede S :Vz, y € N*,

xSy dneN; y=2z"
et = C el
ySz AmeN; z=9y™

=3I nmeN; z=(z")"
=3I nmeN; lnz=In(z
=3I nmeN; (nxm—1)lnz=0
Ceci n’est possible que si z = 1, mais alors y = 1 = z ou sin xm=1,cequi
impliquen = m = l etdoncz = ¥, d’oul I’antisymétrié de S
(iii) Transitivité de S :Vz, y, z € N*,ona

TLXm)

xSy AneN,; y=2"
et e :
ySz ImeN,; z=9"

—J nmeN; z=(z")" (avecn x m € N¥)
=3 nxmecN; z=zg""
=SS

De (i), (ii), (iii), on a S est une relation d’ordre.

Exercice 3. (4.5 points)

249
On considére I’application f : R — {1} — R définie par f(z) = b

¥~

1. Calculons f='({2}).
2} = {z eR-{1}/f(z) € {2}}



={x€R—{l}/j2’§:xJ)r§ 2} :
= {zeR- {3}/ 22—y 05
={x€R—{3}/2x+5=2(z—1)}

{zeR—-{3}/5 =2}

1]

2. e Injectivité de f : soient 1,7, € R — {3} : f(z1) = f(x2). On a
2z1 +5 2z +5
f(g';l) = f(_'z;z) . xll = 2
= (221 + 5)(z2 — 1) = (225 + 5)(z — 1)
— 5.’172 e 2231 = 5.’1)1 o 211'2
= T = Iy

d’ot I'injectivité de f .
* Surjectivité de f : f n’est pas surjective car y = 2 n’a pas d’antécédent (d’aprés la questio

précédente).
* Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas surjective/

3.3Sif:R-{3} - X (o0 X C R). Déterminons X pour que f soit bijective :
I est facile de vérifier que f : R — {1} — R — {2} est une bijection.
VzeR—{1},¥ye X =R— @pna: \

2 +5
Yy=fz)<=y= e
= ylz—-1)=(2z +5) e
o9+y
EEH =
y—2

donc
 SmE X=R-{2} — R - {1}

Yy F‘—>f—1(3/)=§—

Exercice 4. (6 points)
Soit f la fonction définie par :

flz) = “"Z;H

(a) Lafonction v/z + 4 est bien définie si et seulement siz +4 > 0;iezx € [—4, +o00[. De
plus elle est continue sur cet intervalle. La fonction = est définie et continue sur R*. On g
déduit que f(z) est définie et continue sur [—4, +oo[NR* = [—4, 0[]0, +o0]. "
(b) Lafonction / est dérivable sur |0, +oco], donc la fonction VZ + 4 — 2 est dérivable sur
] =4, +oo[. Comme la fonction < est dérivable sur R*, on déduit que f est dérivable s
] =4, +co[R* =] — 4,0[U]0, +o00]. ‘ /

Sur cet ensemble on %




A xze-(Vz+i-2)x1 _g_8+4/z+4
f ( ) o, 2 o 272 m
(c) Par définition, la fonction f est prologeable par continuité en 0 si hm existe et est fini€:
La valeur de prologement de f en 0 est alors de cette limite. Pour tout z € [—4,0[U]0, +oo[

on a

e VI +4  (Vzrd-2(Vz+4+2)
z 5 (v +4+2)

_Werdp-2 1
z(vVz +4+2) C Vzrd+2

Comme llm —— = 1 on en déduit que f est prolon eable par continuité en 0.
=0z +4+2 * o 5
@ °

VI+4-2
VIT272 & g e[—4,0[U]0, +oo]
? st =

S
Il



