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Université A/Mira de Béjaia Janvier 2018
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Département de Technologie
1à" année ST

Examen de remplacement Maths 1. Durée 2 heures.

Exercice 1. (3.5 points)
Montrer par récurrence que :

Vn € N, g2n*2 - 2n*L est divisible pp 7.

Indicatio n' g2n*2 - 2n*1 - 32" (32 - 2) + 2(3'" - 2).

Exercice 2. (O6points)

l. On défnit sur IR la relation binaire Rpar :

V r ,  U € R ,  r R y  + +  ( " t + 2 ) ( y '  + 1 )  -  ( y t + 2 ) ( * '  + 1 ) .

(a) Montrer que 73 est une relation d'équivalence ?
(b) Donner la classe d'équivalenco de 0.

2. On définit sur N* la relation binaire 5 par :

Vr,  Y € N*,  f r  Sg <==9 3n € N*;  A: t rn.

Montner que 5 est une relation d'ordre ?

Exercice 3. (4.5 points)

On considère l'application .f : IR - {f } -> IR. définie par f (r) -" * 
| ,

r - L
1. Calculer /-t({2}).
2. T est-elle injective ? surjective ? bijective ?
3. Si/, lR- {1} + X (oùX c R),déterminerXpourque "f soitbijective;puisdonnerla

réciproqu. l-' de f .

Exencice 4. (06 points) ;-

I) Soit / la fonction définie par :

F , ,  t F + + - 2 .
T \ f r ) : T

(a) Montrer que "f est définie et continue sur [-4, 0[U]0, *oo[.
(b) Montrer que J est dérivable sur I - 4,0[U]0, +*[. Calculer f' @).
(c) Montrer que/ est prologeable par contnuité err$.
(d) Déterminer / le prolongement de / en 0.

Bon Courage
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Exercice 1. (3.5 points)
Montrons par récurrence que : Vn € N, 32n*2 - 2n*r est divisible par 7.
Pourn € N, notons par P(n) laproprié1632n+2 2n-rr - 71r,4 e N.
Pour n=0, on a 30+2 - 2o+L : 7 ,1k: 1 € N, donc P(0) est viaie. -..1
Supposons que P(") estvraie (1...,92n*2 - 2n*r - 7k,k e N) etmontrons que P(n + 1)
waie (1.".r32(n+1)+2 - 2(n+r)+, - Tk,/c e N).
En utilisant I'indication à I'ordre (n + 1), on aura :

s2(n+r)+2 _2@+r)+1 - 3(2n+1)(32 . 3) t 2(grj'*11 . r_,:*tl) -.â- 3(2n+r) x T * 2(zz(*+t) - 2("+r1; (32('+r) - 2b+r) hypothès{de ̂  )
récurrence) (- Ll,'

- 3 ( 2 z r + 1 )  x 7 * 2 x 7 k , k e  N  \ - /
- T ( J Q * I ) * z r ) , r e x  1 t

-  7k ' , k '  : 3 (2n+1)  +2k , / c  e  N
d'où 32n*2 - 2:!t est divisible par 7, donc P(n + 1) est vraie. On a montré par récurrence
que :Vn € N[, g2n*2 - 2n*r est divisible par 7.

Exercice 2. (6 points)
I. Dans IR, on définit la relation binaire ?.?-pæ;

Y * ,  s / € I R ,  r T a < + ( " t + 2 ) ( a '  + 1 ) - ( s t + 2 ) ( r '  + 1 ) .

(a) Montrons que 7l est une relation d'équivalence.
( i)  Réflexivitéde/t, :  Soitz € IR. Ona (rt  +2)(" '  + 1) - ("3 +2)(r2 + 1),

donc Vr € IR., rRtr, d'où la réflexivité de 7l.
(ii) Symétrie deR: Soient r,U € 1R, tels que rky, on a

rRy a (r3 +2)(a, + 1) :  (a3 +2)(r2 + 1)
' + l(y. + 2)(r2 + t) - ("t + 2)(y, + t) ' '

a yJla,
Donc Yr,g € R, rRy a yJla, d'où la symétrie de 73.

(iii) Transitivité deR: Soient r,A,z € IR, tels que rRy ety

( " '  + 2)(a '+ 1)  -  (s t  + 2)(* '+ 1) . . . (1)
et
(y t  +  2 ) ( r '+  1 )  -  ( t t  +  2 ) (y '+  1 ) . . . (2 )

En multipliant les égalités (1) et (2) membres à membres, on obtient ,/

("*+ 2)(y'+ lXst + 2)(r' + 1) : (at + 2)(*' + 1) (rt + 2)(a'+ 1)

f{)

U
Rz, on a

{T, *{



et après simplification pæ (V2 + lXyt + 2) on obtient

("t + 2)(t' + 1) - (*' + 1)(23 +2)

c'est à dire qure rfuz Donc Yr,y,z € IR, rRg et

de?--

: { r € R . : :  f i ï - 2 r 2 : A }
-  {0,2}

tr. On définit sur N* la relation binaire .9 par :

Y r ,  U € N * ,  t S Y € 3 n € N * ;

(a) Montrons que .5 est rme relation I'ordre'
(i) Reflixivité de S : VrN*, on a r : aL pour n * I

donc rEr,d'où la réflixivité de S'
(ii) Antisymétrie de .S :Yt, g € N*,

n € N * ;  U : I n

r n € N * ;  ï : A *

a ;f T4ffi € N*; ,: (f)^

a; l  f r , f f i  €  N*;  lnr :  l t  ( " ' " * )

+ =l TL,nn € N*; (n * n1, - 1) ln r

Ceci n'est possible que si tr : l, mais alors U : L: u ou si n, x rn :

implique n : n't,: 1 et donc r : A, d'où I'antisymétrié de S

(iii) Transitivité de E :Vr, A, z € N*, on a

a )  r l , r n  € N * ;  , - ( r n ) - ( a v e c

+ 3  n x n ^ L € N * ;  7 : a Î x m

- rEz.

De (i), (ii), (fuÙ, on a.9 est une relation d'ordre'

Exercice 3. (4-5 points)
2 r * 5

Finalernnt, de (i), (ii), (iii) /{ est une relaton d'équivalence.

O) La classe d'équivalence de 0.
b - - { " € l R : r 7 c } }

- Ï" € R :: ("t + 2)(0a't 1) : (0t + 2)(*'+ 1)) ^
-  {n€ R : :  *  + i } iç* '  +1}} '  .

{i,'. -{+

(  r S g  (  3  n € N * ;  U : r n

{ e t  + { " :  :
l y E z  t 3 m € N * ; z - - Y ^

- 0
1, ce qui

on considère I'ap,ptication f , R - {1} } R. déûnie pæ l@) -

1. Calculons J+({2}).
J-'({z}} : {r€ R - {t}l l@ e {z}}

L

n x n ' L € N . )

s - 1



- {* e IR - {r}/T@) : 2}
- { r € r R -  { t } / ' " * !  - 2 }
- !,€ rR - pl'Ë.; I : ,A - rrt
- {* € lR - {r}/s - -z}
- 0

2. o InjectiviÉde/: soientrl,r2 € jR _ {B} , f @ù__ f @r).On a

r@') - T@') - 
2*' + -5' -'"; *''
r t - L  r z - L

+ (2*, + b)(r2 I r) - (2r, + 5Xr, _ 1)

=' ; ' : ; ' - :5r1 
-  2r2

d'où I'injectivité de /

donc

Exercice 4. (6points)
Soit / la fonctiôn définie par :

I - +,+oo[nlR. -J - 4,0[U]0, +;t.
Sur cet ensemble on â

ê+ y(r :1) : (2r + S)
5 * u

ê > r - - - :
y - 2

f - "  x - R - { 2 }  - + t R - { 1 }

y -* .,r-r fu) _

f(" ) : GT4-z

5 + a
t t - O
v 2

(a) La fonction GÆest bien définie si er seulemen! si r * 4 > 0 ; i.e.r€ [_4, *oo[. Deplus elle est continue sur cet intervalle. La fonction ] est définie et continue sur IR*. on
_ déduit que /(r) esr définie er conrinue sur [-4, +ooïnlR* : [-4, 0[u]0, *oo[.(b) La fonction tÆ estdérivable sur ]0, +*[, donc la ionctio n' uffi'-'i ;;';érivable sur

J - a, +-[- Comme la fonction * Ë-r, dérivable sur IR*, 
"r 

oàÀir que / esr dérivable $Dk-\

O



-/L,rJ

1 x  r_  ( \F4 , -2 )  x  I  _ r_A+d. \æ,
f'(r): :ffi

(c) par définition,la fonctio. J est prologeable par continuité en o si jgo existe et est

La valeur de prologement de f en 0 est alors decette limite. Pour tout i € [-4, o[u]0, +.*['

o n a

r@):lE$-2

_ (rFa)z -22

rgffiT+2)
1-

t / r * 4 + 2

1
Commel im s - :

z - -as  t / r *4+2
(d)

(  @ 4 - z
t :  {  q

l . a

si r e l-4,0[u]0,+-[
s i  r : 0 ry


