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Exercice 1. (ffi.0a pints) 1) SoitE Io relation binaire définie surT ærnrne

1ua4/201s

'su'i,t :

Ys,g €,2 : s&y <+ Ja €.2 tel que : r : U * bo,.
a) Montrez que 7? est une relation d'equivalence,
b) Soient n,U, z, t e Z. Montnz que si :

s&y et z&t alors rzfuyt. .

2) Soit 5 la relation définie sur lR comrne suit :
Ys ,y  €R :  g ,Ey  * )3 r2 ,  m€ .N I te l s  que :  f r - y : î t , *mr ,Æ.
a) Montrez que E est une relation d'ordre .
b) L'ordre est-il total?

Exercice 2' (0s-00 points) I) Soient f et g detn appliu,tians définies surg comme suit

' / '*li: 
rsz - 5æ

g: lR --+ IR

f r + U : 3 r - 2 .

1) Calculez f ({-L,1}), /({0,*}), /([s, 4]), f-' ({_2}) , l-.' ({_s}) .
2) f est elle injective, surjeetive? esêelle bijective?
3) Étuditz la bijætion de I'application g.
4) Calculqz fog. , .
II) Soient h et li deux fonctions continues r* [o, ô] , telles gue : h (oJ : e (ô) et

h (ô) - tc (o)

Montrez que

Jrr € lo,bï tet que h(*) - k (s)..

Exercice 3- (05-00 points) Soit f 
T" :""tion 

ré,elle d,éfinie cornrne suit

l { * ,  s i 0 ( r 1 L ,. ;  î (") : I
l * ' * b s * 1 , s i a ) 1 .

l) mud;ez, selon les'uodr aurs de a et b, la æntinui,té de f sur son d,oma,i,ne de définition.
2) Déterminez a et b wur we I soit deri,aable sur R\.
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Exercice 1 (6.5 pts)

1. On définit dans Zlarelation binaire ?-par:

Y r , y € Z : r & y  < + f a  e Z t e l q u e :  r : U * b o .

a) R est une relation d'équivalence, en effet : ,
-  Î -est  réf lexive: vr  €z, lc-  0tel  que u -r , -0c.  Don 

"*n*.6- R est symétrique : soient r,a €ztels que rRy. on arRy =) fa €zlr - y+ba =à
A : t r  + 5 ( - c ) .  D o n c  l o l , - - a e  Z l a  - r * 5 a t .  D , o ù  A R r .  â- R est transit ive: soient r,u,z €z tels que rRy et y&z. on aY
(  r R a  (  t a € Z l * r y + 5 a

1 " L  
= + {  e t  + 3 a , a ' € z : r * y - a + z + 5 ( a * o , ) .

_ l . y R z .  ( f a ' e Z l y - z * 5 a t  a r 7
Donc 1e" - (o+ o') e Zf r - z*5a,,,, c,est-à-dfue rRz. (3-

b) Soient r,a,z,t €2. Montrons que si rRy et zRt, alors rzRyt.

r R y  + l a  € Z : t r : U * 5 o

z R t + 1 a ' e Z : z : t * \ a l

'). Donc pour stt : (At' + ta -r

Yr,A € lR : rEA ë1n,m €N tel que : r - A - rL* ̂ J5.

R est une relation d'ordre, en effet 
F-  s e s t r é f l e x i v e :  s o i t  z € I R ,  r - r - 0 *  O \ Æ . D o n c  1 m - 0 , J n - 0  t e l  q u e r s r  W- S- est antisymétrique : Soient tr,y € lR, tels que rsg et ySr. Alors on a :

( r S y  ( 1 n , m € N / z - y - n + m t Æ  " ( n * n , : 0

{  e t  + {  e r  * {  e r
( a T "  l . 2 n , , m , e z l a - r - n , + m , t Æ  [ - * m t _ o

* \aa

@

(1 )

(2)
(t) 

" 
(2) donne : la, a, e Zf rz - At * S(ya, * ta

1o,o') € Z, on a : rz : At + ba,t . D'où rzfuyt.

2. On définit dans lR la relation .S par :

a)

(  T t :0 ,n '  -  0  car  n jn '  €  N
+ {  e t

(  m - \ , m ' - 0  c a r m j r n ' € N
D'où r  :  A.Donc rSA et g9r+ tr  :  A.

- .S est transitive : Soient t,U,z € IR :

r E y + 1 n , m e N / "  - A - n + * r Æ

'  
y R z + 1 n ' , r n ' e  Z / a -  z - n , + m , t / 5

+n '+

a

(3)

(4)

(m+m' )  €(3)+(4) donne :  r-  z:  n
N / " - z - n " + m " l , Æ .

(* + *')\Æ. Donc 1n" - (, + D,), rn,, -

I



b) 5 n'est pas un ordre total, car on peut trouver deux éléments r, A qui ne soient pas
c o m p a r a b l e s  p a r  l a  r e l a t i o n , s .  E n  e f f e t :  p o u r  r -  l * A t Æ , a -  2 + \ Æ  o n  a :
r  -y :  -L+3\Æ et  A -  r  _  1-3\Æ. Donc r  n 'est  pas en re lat ion avec A et  y  n 'est
pas en relation avec r '  

@
Exercice 2 (8pts)

I )  So ien t  / ,R - -> lR  dé f i n ie  pa r  f ( r ) : 3 r2  -5 r  e t  g : lR  -+R dé f i n iepa ï  g ( r )  _  Jn -2 .
1. Image directe image réciproque :

-  f  Q -1 - ,  1 ) )  :  { a  €  R / r  e  { : 1 ,  1 } }  -  { \S r ,  -  b r )  e  R / " -  -1  ou  r :L } :  {8 r ^2 } .- 
I(lo,tli: {i ,R/; € t0; 8}l ='{ft;u - E,) e R/r - 0.o,, ? - EL_ ôf A- /([s,a]) : t/(3) , f ê)l ltz,28l (car / est croissante sur [3,4]). 6( .-2
f - : e 4 - { r  e  1 R / 3 r 2  - 5 r -  - 2 t - { r  e  1 R / 3 r 2  - s r * 2 - 0 } -  { r , 3 }  @ i
/ - ' ( - 3 )  - { r  e  I R / 3 r 2  - b r  -  - 3 }  - { r  e  I R / 3 r 2 - 5 4 s - 0 } :

2. Injectivité, surjectivité et bijectivité d" / : ,n- / n'est pas injective car 0 + Z Mais /(0) - /(3) - 0. 9..t
- / n'est pas surjective car A 

- -3 n'a pas d'antécédent. 6{ --- / n'est pas bijective car f n'est pas injective (et n'est pas surjective) (g.)

3. g est bijective car :
-  g  e s t  i n j e c t i v e : s o i e n t  t L , r z € R ,  g ( r t )  -  g ( r - 2 )  + J r 1  - 2 -  B r z - 2 +  1 1  - r r . 6
- g est surjective :Yy € lR, -r € IR avec *: # comme antécédent de a 6

4. f og t lR -> IR est donnée par f b(r)) : 2712 - 5Ir +22.
i l) Soit r(r) : h(r) - k("). On a :

a) La fonction r est continue sur lo,bl car het k sont continues sur [o,b). I
b )  r (a )  -h ( " ) - k ( " )  -h (a )  -h (b )  ca r  k (a )  -h (b )  e r  r (b )  -h (b )  - k (b )  -h (b ) -  h (a )  -  I-(h(") - h(b)) car k(b) - h("). D'où r(a)r(b) ( 0 (ta fonction r change de signe enrre J

a et b). Donc d'après Ie théorème des valeurs inte-rmédiaires il existe au moins r € lo,bl
tel que ,(*): 0, soit encore h(r) - k(r) A

Exercice 3 (5.5pts)

1. Déterminons une relation entre a et à pour que / soit continue su' 10, +oo[. / est continue 17f,
gurR+-{1} carrè 1Æ est cont inue sur [0,  r [  etr t+ ar2+bx+t est cont inue.o. ] t ,  +-1.  lg '
II reste l'étude de la continuité en r0 : 1. Calculons d,abord la limité à gauche et à droite : \.4
i"-" /(") : 

!+ Jî : I et tigr, "f(c) : )y,1"r, + bû + L : a .r b * t. Maintenanr, î J u

est continue en u0 : I si et seulemeut si li+_,f(r) : lr+, l(") : /(t) : 1. FinâJement la. 
/A

relation entre a et ô pour que / soit continue sur IR+ est donnée par: a+b+l: I <+ a : -t.) W

Déterminons lès valeurs de aet b pour que / soit dérivable sur lR*,+ : n* - {0}. On a / est A
dérivable sur n-'* - {1} car , ê 1fr est dérivable sur ]0, l[êt x r+ ax2 +bx+I est détrivable 0',sur ]t, 1oo[. Il reste l'étude de la dérivabilité en ,r0 : 1. Rappelons d,abord que ]a conditron
de continue de / sur R+ est a : -à. calculons maintena.nt les dérivées à gauche et à droite. 6,t
La dérivée à gauclre est : ,\f, 

t(")={(1) : 
"y,_ 

# : 
}y A"d t^ **gW 7

est : jlml* t('l-Jor - 
3',- 

=a*i=@ : jp, #_r.-- Dq{ 
""t 

Éfg!]9 en ro : t{ -"esf , : 'm :_ i - : " t51  
Ëf f : " ï | *c+1+  t -

a-Ll2 et  b- -a- - I12. Finalement /  est  dér ivable sur px,*4* a - I l2 et  b- -112.

2 .


