Université A/ MIRA de Béjaia Année universitaire 2015-2016
Faculté de Technologie, Département de Technologie Juin 2016
Examen de Remplacement de MATHS 2. Durée : 2 heures

Exercice n° 1. (7pts.)
1. Considérons I’équation différentielle du premier ordre suivante :

Yy —2y=4—x. (1)
(a) Résoudre I’équation homogene associée a (1).
-7 1
(b) Vérifier que y, () = e + 590 est une solution particuliere de (1).

(¢c) En déduire la solution générale de (1).
(d) Trouver la solution de I’équation (1) vérifiant y (0) = 1.

2. Résoudre I’équation différentielle du second ordre suivante :

y' —y — 2y =32*— 22+ 1.

Exercice n° 2. (5pts.) Soit
I, = / (Inx)" dx,n € N.
1

1. Calculer I et I;.
2. Montrer que Vn > 1, [,, = e — nl,_1; (Indication : Utiliser I’intégration par parties).

Exercice n° 3. (8pts.)

1. Soit la matrice suivante :
6 -1 8

A= -4 1 =5
1 0 1
(a) Démontrer que A est inversible et calculer son inverse.

(b) Déduire la solution du systeme lin€aire suivant :

—r—y+32=3
(S) z4+2y+22=2
r+y—2z=1.

2. Soit a € R. Résoudre suivant les valeurs de « le systéme suivant :

rT+ytazr=«
(Sa){ z+ay—2=1
r+y—z=1

Bon courage
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Exercice n’ 1. (7pts.)
1. Considérons I’équation différentielle du premier ordre suivante :
Y —2y=4-—uz. (1)

(a) Résolution de 1’équation homogene associée a (1) : L’équation homogene associée est

Pour y # 0
/
=2 = & = 9dg @

¥
Y
- ln[y\ = 2I+K1, K, eR
=% = Cie®, C; € R~

y = 0 est une solution évidente de (Ey) . Finalement, la solution générale de (E)) est
y (z) = ce**, ce R.

(b) Vérification que y, () = _77 - %:c est une solution particuliere de (1) : On a

1
/
Donc i
Y~ Wy = 7
= 141 3: = 4 = /
Donc y, (z) = 5 + iz, une solution particuliére de (1).

(c) Déduction de la solutlon générale de (1) :

yg(z) = yog) Up(T) ) /7@

_ T4 1,
= ce 4+2

(d) Trouvons la solution de 1’équation (1) vérifiant y (0) = 1 : On a

y(0)=1 = ceQ‘°—§+%(0):1
= c—gzl
i

= c= 71. @
Donc la solution voulue est /‘7

11 7 1
yl(CL') = ZBQZ — Z + 533

2. Résoudre 1’équation différentielle du second ordre suivante :

y' —y -2y =322 -2z + 1. )




(a) Résolution de 1’équation différentielle homogene associée a (2) : L’équation
homogene associée a (2) est

y// p— y/ —_ 2y — 0 .......... (EO)

L’ équation caractéristique de (Ej) est

(C') admet deux racines réelles distinctes 7y = —1 et 7, = 2. Donc la solution

générale de (Ej) est @
Yo (I) = Cle_I + 0262Ia Cl) C? = R. /V

(b) Détermination d’une solution particuliere y; de (2) : 0 n’est pas une racine de (C' ),
donc y; est de la forme

yl(x):aa:2+,3:c+'y, a,B,v € R.

Ona
yy(z) = 20z + B et yi(z) = 20

Donc on aura
v -y =2y =32 -2z+1 & 20 — (20 + B) — 2(ax? + Bz +v) = 32> — 2z + 1
o —2az? -2+ B)r+20—B—-2y=3z*-2z+1

= { —2a-28=-2

. — =18,
Donc /‘7
3, 5 13

(c) Détermination de la solution générale de (1) : La solution générale de (1) est @
Yo(x) = wolz) + i (z) v
= Cle‘I—FCQeQZ—%:c?nLg:c—lf’, C.,Co € R. /

Exercice n° 2. Soit .
by = / (Inz)™ dx,n € N.
1

1. Calculons Ipet I; : Ona @
/d:vz:v]‘i:e—l. /V
1

Iy :/ (Inz)°dr =
1

. / i Inunds,
1

fl@)=lnz = f(z)=;
g@)=1 = gl@)==

Donc .
L = zhaz]- [ ldz /
elne—In1—(e—1)=1.

Posons




2. Montrer que Vn > 1, I, = e — nl,,_; : Posons

Donc

f(@)=(nz)" = f(z)="2(nz)"!
=1 — g@)-s

Exercice n° 3.

1. Soitl

(a)

(b)

I, = z(lnz)"]—n [ (Inz)*!
e—nl,_i.
a matrice suivante :
6 -1 8
A=]| -4 1 -5
1 0 1

Démontrons que A est inversible et calculons son inverse : Développement suivant la
deuxiéme colonné

—4 =5 6 8 6 8 v
det A= —(-1) L1 |+1’1 1’—0'_4 _5‘——1. det A # 0, donc
est inversible.

Ona
1 1 ! A

AT = ;

T leomal;

avec
€11 Ci2 (13
comA = C21 C29 Ca23
C31 C32 (33

ou

Cij = (—'1)H_J d(’t Aij7
A;;j désigne la matrice d’ordre 2 déduite de A en supprimant la i®me Jigne et la j*m°
colonne. Apres calculs, on trouve

1 -1 -1 1 1 =3
ComA=| 1 -2 -1, "(comA)=]| -1 -2 -2
-3 =2 2 -1 -1 2
Finalement,
1 1 1 =3 -1 =1 3
A—lz—l -1 -2 =2 |=| 1 2 2
B -1 -1 2 1 1 =2
Déduction de la solution du systéme linéaire suivant :
—-r—y+3z2=3
(S)¢ z+2y+22=2
T+y—2z=1.
Ona
T 3
Se=A"'|ly|=1]2
z 1
donc
x 3 24
y |=Al 2 | =] -15
z 1 4

Remarque : On peut utiliser aussi la méthode de Cramer.




2. Soit o € R. Résolution suivant les valeurs de a du systéme suivant :

rTt+ytaz=a«
(Sa) ztay—z=1

z+y—z=1
Ona
T o
Se)<= Al y |=|1 |,
z 1
ou ' X
1 1 «
A, = 1 o —1
11 -1 ///V
a —1 1 -1 1 «a
Onadet A, =1 1 =1 —1‘1 _1‘+a 11 =(1-a)(l+a).
i)Sia# —leta # 1 (ie., det A, # 0) alors (S,) est un systéme de Cramer et admet une
unique solution donnée par
a 1 « 1l a « 1 1 « @
1 a -1 11 -1 1 a 1
1 1 -1 2a\ 11 -1 @ 111 /V
T = = Y= = z = =
l-a)(l+a) |a+l (1-a)(l+a) (I1-a)(l+a)
ii)Sia=1:0na
T 1
S)=Aly|=(1],
z 1
ou
11 1
A]: 1 1 -1
1 1 -1

On a det A; = 0, donc le systeme (.S;) n’est pas de Cramer. Parmi les matrices d’ordre 2
extraites de A; on trouve

1 -1

M est associée au systéme %
T+z=1-y,
(1) { r—z=1-—

Les deux inconnues z, z sont les inconnues principales et y est un paramétre. (1) admet
une solution (paramétrique) unique donnée par: x = 1 —y et z = 0.
On porte cette solution (z, z) dans la troisieme équation du systeme (.57)

Mlz(l : ),detMlz—z.

z+y—z=(1-y)+y—-0=1
Finalement, (S;) admet une infinité de solutions

ii)Sia = —1:0na %
G —1




1 1 -1
Ay=11 -1 -1
1 1 -1

Onadet A_; = 0, donc le systéme (S_;) n’est pas de Cramer. Parmi les matrices d’ordre 2
extraites de A_, on trouve

1 1
M2:(1 _1),d(‘t]\/[2:~—2

M, est associée au systéme

rT+y=-1+z2,
(2){ z—y=1+ =z

Les deux inconnues z, y sont les inconnues principales et z/est un parametre. (2) admet
une solution (paramétrique) unique donnée par : x = zetf) = —1.
On porte cette solution (z, y) dans la troisieme équatiof du systeme (S_;)

T1+41.

T+y—z=2z—1—2E

Finalement, le systeme (S_;) n’admet pas de solutions.
Remarque : On peut remarquer que la premiéere équation et la troisieme équation du
systeme (S_1) sont incompatibles, donc (S_,) n’admet pas de solutions.
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