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Chapitre |

CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

La mécanique étudie le mouvement des corps et la relation entre ce mouvement et des notions physiques

telles que la force et la masse. Elle se divise en trois parties :

- la cinématique qui a pour objet I'’étude de mouvement en fonction des concepts d’espace et de temps
en faisant abstraction de ses causes.

- la dynamique qui étudie les relations entre les mouvements et les forces qui les produisent.

- la statique qui est I'étude des équilibres et des conditions aux quels doivent satisfaire les forces
s’exergant sur un corps pour qu’il reste au repos s'il I'est initialement. Dans notre cas nous ne parlerons que trés
peu de la statique, en la mentionnant comme cas particulier de la dynamique.

| - DEFINITIONS FONDAMENTALES
| - 1 - point matériel

Un mouvement est le changement continu de la position d’un objet et peut s"accompagner de rotations ou de
vibrations. Dans de nombreuses situations, on peut traiter I'objet comme s’il s’agissait d’une particule. C'est a
dire que I'état mécanique du systéme peut étre suffisamment bien représenté par les coordonnées d’un point.
C’est un élément matériel, cohésif, de petites dimensions par rapport aux autres dimensions mises en jeu. On lui
associe un scalaire positif m appelé sa masse qui est la quantité de matiére contenue dans le volume de I'objet.

| -2 -événement

Les phénomenes physiques peuvent étre considérés comme un ensemble d’événements, c’est a dire des
phénomenes élémentaires qui se produisent en des endroits déterminés de I'espace et a un instant donné.

I-3-temps

En mécanique Newtonienne, le temps est une variable indépendante représentée généralement par la lettre t
a I'exclusion de toute autre notation (sauf précisions particuliéres a un probleme déterminé), qui repere l'instant
ou I'événement s’est produit. Cette variable temps s’écoule dans un sens et pas dans 'autre (dans un sens tel que
la cause précede I'effet): tel événement a lieu aprés tel autre. Quand on sait classer la succession temporelle des
événements on dit que I’on a établit une chronologie.
Nous supposons aussi que le temps est uniforme, ce qui revient a dire que les lois physiques sont invariantes par
translation dans le temps.

| -4 - repére d’espace

On appelle repére d’espace, un ensemble de points dont les distances sont invariables au cours du temps. On
caractérise généralement un repére d'espace par un point 0, origine du repére, choisi conventionnellement et
une base (1, Uy, U3) dont on a intérét a la choisir orthonormée.
I - 5 - notions de référentiel de temps absolu

Pour définir la position des différents points de I'espace géométrique, un observateur utilisera un repére

d’espace (systéeme de coordonnées qui lui est lié) et une horloge pour mesurer les temps. Ce repére espace-
temps est appelé référentiel.
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Nous supposons que le temps est une notion absolue indépendante du référentiel, c’est a dire deux observateurs
liés a des référentiels différents attribuent les mémes dates aux mémes événements. Notons aussi que la masse
d'un point matériel définie dans le paragraphe /-1, est invariable au cours du temps et par changement de
référentiel.

| - 6 - mouvement

Il faut avant tout noter que la notion de mouvement est relative. Il n'est pas possible de parler avec précision
d'un mouvement sans dire par rapport a quoi on I'observe, c'est a dire sans définir un référentiel. L'énoncé d'un
mouvement devra obligatoirement étre suivi de celui du référentiel correspondant.

On dit qu’un point matériel M est en mouvement si l'une au moins de ses coordonnées varie avec le temps. Si
les coordonnées du point M sont constantes au cours du temps, le point M est dit immobile ou au repos
(toujours par rapport a un référentiel R bien déterminé).
| - 7 - trajectoire

Considérons un point M en mouvement par rapport a un référentiel noté R. La courbe décrite par ce point
quand le temps s’écoule est appelée trajectoire du point M dans le référentiel considéré. Cest le lieu
géométrique des positions effectivement occupées par le point matériel quand le temps s’écoule.

| - 8 - vecteur espace (vecteur position)

Soit O l'origine du repére espace et soit M la position, a l'instant £, de la particule sur sa trajectoire. On
appelle vecteur espace (ou aussi vecteur position) le vecteur OM, fonction vectorielle du temps t. On écrit :
OM = 0M(t)

| - 9 - équation horaire du mouvement

Considérons une trajectoire (C) décrite par un point matériel en mouvement dans un référentiel R de base

orthonormée directe (Z,, l_c))
Soit M la position de cette particule a I'instant £, et soit Az
M sa position sur (€) a I'instant t. !

L'arc entre My et M est égale a 8(t) 8(t)
8(t) est appelé abscisse curviligne de M

Par définition, on appelle équation horaire du Mo sens dumouvement
mouvement I'équation donnant I'abscisse curviligne en
fonction du temps : .8 = s(t) o

L A%

Dans un repere a trois dimensions (par exemple
cartésien) on doit fournir trois équations du méme type :

x=x(t) ; y =y(t) et z=12z(t)
Il - REPRESENTATION DES TRAJECTOIRES
Il - 1 - différents systemes de coordonnées

En physique, on doit souvent localiser des objets dans I'espace et on se sert pour cela des coordonnées. On
peut situer un point sur une ligne a I'aide d’une seule coordonnée (abscisse), un point dans un plan a l'aide de

deux coordonnées (abscisse et ordonnée) et un point dans I'espace a I'aide de trois coordonnées (abscisse,
ordonnée et cote).
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Pour définir des positions dans I'espace, le systeme de coordonnées utilisé doit comprendre: un point de
référence, appelé origine (souvent noté 0), un systéme d’axes orientés et des moyens de repérer la position d’un
point de I'espace par rapport a I'origine et aux axes.

Soit donc, un systéme de trois axes rectangulaires, formé par les trois vecteurs unitaires orthogonaux i, f, et E et

d’origine O et soit M un point de I'espace, sa position est définie par le vecteur position OM.
L'expression de ce vecteur peut prendre différentes formes selon le systéme de coordonnées utilisé.

Il - 1-a-coordonnées cartésiennes

On appelle coordonnées cartésiennes du point M, les trois valeurs algébriques x, y, et z permettant de
localiser ce point dans le repére d’espace (O, i, j, E).
Les composantes du vecteur position sont les valeurs algébriques des projections orthogonales de OM sur les
directions définies par les vecteurs de base. On écrit alors :

—_—

OM = xi + yj + zk avec X, yetz € |—eo, +oof

z+dz | A

al

Py
4

<

>

-
N
N
N
<
{
’
’
\

Si seule la coordonnée x varie de dx, le point M se déplace de dx dans la direction Ox dans la direction du
vecteur unitaire T; il en serait de méme des deux autres coordonnées.

Ces déplacements élémentaires permettent de définir :

- un vecteur déplacement élémentaire : dé = dOM = dxi + dyj + dzk
- un volume élémentaire : dv = dxdydz

Il -1 -b - coordonnées cylindriques

Il arrive, souvent, qu'un probléme ait une symétrie cylindrique, il est plus commode alors d'utiliser le systeme
de coordonnées cylindriques.

On appelle coordonnées cylindriques le triplet (p,@,z), permettant de localiser le point M tout aussi
bien que le triplet (x,y,z).

Soit le point m, projeté orthogonal de M sur le plan xOy
Le paramétre p représente la distance Om et @ I'angle entre T et Om.
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La coordonnée z correspond toujours a la projection orthogonale de M sur I'axe Oz, donc z = OH avec H le
projeté orthogonal de M sur l'axe Oz.

On recouvre I'espace une fois et une seule en astreignant
les coordonnées a rester dans les intervalles :

p €10, +eo[, @€ [0,21] et z € |—oo,+oo|

Le vecteur position peut alors s’écrire: OM = Om + mM

Si on définit les vecteurs unitaires :

— m — 7

up—m et u, =k alorsona: !
e —— — 3 — —
Om = pu, et mM = zu, = zk

Soit fi,p un vecteur unitaire appartenant au plan x0Yy et tel que
g d —_— . .\ . . . b

(up, Uy, u,) soit un triedre direct, il vient que u, est
perpendiculaire a fip dans le sens des ¢ croissants.

Le repére défini par la base (Tip, ii’,,,, U,) etlié 3 M, est appelé repére cylindrique. Dans ce repére, le vecteur

position s'écrit : OM = pu, + zu, = pu, + zk
- Les coordonnées cartésiennes et cylindriques sont reliées par les relations suivantes :
X = p cosP y = p sin® z=12z
ou
p=+(x%+y?) @ = arctg G) z=1z

- Les vecteurs de la base cylindrique s’écrivent :

U, =cos@i+singj U, =—singi+cosq@j et U, =k

- A partir de ces expressions, nous pouvons déduire les expressions des vecteurs , J, et k en fonction de ﬁp, ﬁ¢

et U, : [=cos@i,—singi, J=singi, +cos i, et u, =k

D'ou le tableau de correspondance suivant :

ﬁ > - >
s ! ) k
i, |cosg | sing 0
i, |-—sing| cosg 0
k 0 0 1
Py dﬁp — dﬁ(p
- notons que : Uy = et U, = -2

Maintenant si la coordonnée radiale ou axiale (p ou z) varie de dp ou de dz, le point M décrit un segment de
droite de longueur dp ou dz. Alors que si la coordonnée orthoradiale (¢) varie de d®, le point M décrit un arc de
cercle de longueur pd®. Ces déplacements élémentaires permettent de définir :

- un vecteur déplacement élémentaire : df = dOM = dp fip + pdo ﬁ,p +dzk
- un volume élémentaire : dv = pdpd®dz
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Cas particulier : les coordonnées polaires :

si M se trouve dans le plan xOy (par exemple pour z = 0), il suffit de connaitre p et ¢ pour définir OM. Le
couple (p, @) correspond aux coordonnées polaires.

Le vecteur position s'écrit dans ce cas OM = pﬁp + zk avec z = cte (OM = pﬁp si z= 0)

Ce paramétrage est trés utile pour les mouvements dits plans ol le paramétrage cartésien est moins adapté.
Le vecteur déplacement élémentaire s'exprime par: ~ dé = dOM = dp u, +pdo i,

APPLICATIONS :

O Soit un vecteur 4 de composantes cartésiennes (4,, Ay, A,) et cylindriques (Ap, Ay, A,).
Exprimer Ap, A(p, A, en fonctionde 4,, Ay, A4,.

Solution :

- - = > Ve 7 .
Les relations entre iip, ii(p, k et Jj, k sont résumées dans le tableau ci-dessous :

i R
ﬁp cos @ sing 0
U, |-—sing | cose 0
k 0 0 1

Dans la base cylindrique : 4 = Ay, + Aply + Ak
Dans la base cartésienne : 4 = A, 7 + AyJ+ Ak
Il suffit de remplacer 7 par (cos ¢ i, — sin ¢ Uy) et J par (sin ¢ i, + cos ¢ Uy)

Il vient que :

Ap =Aycosp + Aysing composante radiale

Ap = —Ayxsing + Ay cosg composante orthoradiale
A, =4, composante axiale
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@ Calculer de la surface et du volume d’un cylindre de hauteur h d’axe 0z (le point O est a mi-hauteur) et de
rayon R en utilisant la surface et le volume élémentaires en coordonnées cylindriques.

Solution :

h R _h
ona dv = pdpdpdz = v = fOR rdr X fozn do X f_zﬂdz = Erz]o X [@]3™ x [z] 2 = mnR?h
2

considérons ma/ntenant le cylindre de rayon R = Cte =dS = Rd¥dz

=S5=[" d<p><fz dz_[<p]gﬂx[]:§_anh
2

© Quel est le repére le plus facile pour exprimer I'élément de surface dS d'un disque de centre O et de rayon
R. Exprimer dans ce repére I'élément de surface dS et établir la formule donnant la surface d'un disque.

Solution :

Les coordonnées polaires sont les plus appropriées pour déterminer dS.

En coordonnées polaires, I'élément de surface dS s'écrit : dS = pdpd o = S= fOR fozn pdpdp

or p et @ sont des variables indépendantes, donc on peut séparer I'intégrale double en deux intégrales simples =
S=[,pdp [, do=nR

Il -1 -c-coordonnées sphériques

Il arrive, souvent, qu'un probléme ait une symétrie sphérique (tels que les mouvements par rapport a la
terre). Il est alors, plus commode d’utiliser le systeme de coordonnées sphériques. Sur la figure ci dessous les
coordonnées sphériques sont définies de la maniére suivante :

e le rayon vecteur: r = ||OTﬂ|

el'angle ® = (62 W) appelé colatitude
el'angle @ = (&) ﬁ’) appelé azimut

Le point m est le projeté orthogonal du point M sur le plan
(x0y).

On recouvre I'espace une fois et une seule en prenant :

X
€ [0, 4], 0 € [0,m et @ € [0,2m]

Les coordonnées cartésiennes et sphériques sont reliées par les

relations suivantes :

x = rsin Ocos @ y = rsin dsin ¢ et zZ=r1rcosf

ou
=4/ (XZ + yz + ZZ) 0= arctg (#) et @ = arctg (i)

Considérons les vecteurs unitaires U, = t l_iq, (déja défini), on peut alors définir un troisieme vecteur

oM
— e
fou] Isi
unitaire Uy tel que (t,,lg, U,) soit un triedre direct. Il vient que Wy est situé dans le plan (0z,0M) et est
perpendiculaire a U, dans le sens des @ croissants.
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Le repére défini par la base (u,,ug, ﬁq,) et lié a M, est appelé repere sphérique. Dans ce repére le vecteur position
s'écrit: OM =ru,

- Les vecteurs de la base sphériques s'expriment, en fonction des vecteurs de la base cartésienne, par :
U, =sinBcos@i+sinBsin@j+ cosOk ; Ug = cosOcos @1+ cosOsing@j—sinOk
etu, = —singi+cos@j

D'ou le tableau de correspondance suivant :

s 1 J k
U, |sin0cos@sinBsin@| cosO
Ug |cosBcosqcosOsing —sin®
U, —sin@ cos @ 0
du du
' G = dur g = _
Notons qu'on a: ug 0 et u, 10
— _ = - - dﬁr _ . e —
Sachantque U, = —sin@ i+ cosq@j alors e sin u,

- Si les coordonnées de M varient de dr,d@, et d®, on définit alors :

- un vecteur déplacement élémentaire : df = dOM = dr U, + rd0 Uy + rsind U,
- un volume élémentaire : dv = r’dr sin0dod¢
APPLICATIONS :

O Soit un vecteur 4 de composantes cartésiennes (4,, A,, A,) et sphériques (4,, Ag, Ay).
Exprimer 4,., Ag, A,p en fonction de 4,, Ay, A,.

Solution :
dans la base sphérique : A = A, 7, + Aglig + A,y

dans la base cartésienne : A = A, T + AyJ + A,
Considérons le plan défini par ﬁp et U, et passant par m (projeté de M sur le plan x0Yy).

La projection de 1, et k suri, et Ug donne :

U, = sin O i, + cos O iig et U, = K = cos 0, — sin 6 g

D’autre part, on sait que : T = cos ¢ U, — sin @ i, et j=singi, + cos i,
Zsuffit de rerzplacer ?pa: (cos 1, — sin@ 1) et j par (sin ¢ i, + cos ¢ ii,) et K par (cos 0 i, — sin 6 Ug) puis
U, par (sin 0 U, + cos 6 ug), il vient :

A = Ay cos@sin® + Ay singsin® + A, cos 0 composante radiale
Ag = Axcos@cosB+ A, singcosb — A, sinB composante zénithale
Ay = —Aysing + Ay cos @ composante longitudinale

® Calculer la surface et le volume d’une sphére de centre O et de rayon R en utilisant la surface et le volume
élémentaires en coordonnées sphériques.
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Solution :

onadv = ridr sinfdfdy = V= f(f r2dr X f:sinede X fozn do = ER3] X [ cos 0]%[@]3™ = =nR3
si on considére maintenant quer = Cte = R, dS = R ? sin 6 dfd¢
=S5 =R%x f:sinede X fozndq) = R? X [— cos 0]%[¢]3" = ng’R3

R
0

© Quel est le repére le plus adapté pour calculer la surface latérale d'un cone de sommet O, de hauteur h et de
demi-angle au sommet a?

Dans ce repére exprimer I'élément de surface dS du cone puis établir la formule donnant la surface latérale
d'un cone.

Solution :

Les coordonnées les plus adaptées sont les coordonnées sphériques avec la variable 8 = a = cte.
En coordonnées sphériques, avec 8 = a = cte, I'élément de surface dS s'écrit : dS = r sina drdep

La variable ¢ varie de 0 & rret la variable r de 0 a VR? + h?

. VR2 2 2 2 .
= 5251naf0R+h rdrxfomdgo:ZnR ;h sina
or  sina=-—m— = S = TRVRZ + hZ

VR?+h?

O Dans le repére R(ﬁ’r, ﬁg,ﬁq,), un point M est repéré par ses coordonnées sphériques r, 0 et ¢
1 - Exprimer :

a - le vecteur OM dans la base (., i, i,

b - les vecteurs Uy, Ug et U, enfonctionde6, o, 1,Jet k

c- le vecteur OM en fonction de 7, 6, @, 1,jet k

L, . o0M o0M ooM
2 - a - Calculer les dérivées suivantes : (a_) ; (W) et (a_)
r 0,9 r,Q ?/ro
L g 90M - 90M - aoM .
vérifier que : 5 = U;; rye =Ty et Y. =r sin@ u,
r 0, r,Q ?/r0
dOM _ dr de _, do . N
2 - b - Montrer : —_— = r — r —sin
b - Montrer que it q Ur T T Ug+r s 0 u,
Solution :

1-a-dans le repére sphérique, le vecteur position s'écrit:  OM = 1,

1-b- ﬁ’r=sin9ﬁ’p+c059E avec U, =cos@i+singj
Tir=cost917p—sin9]_€ et U, =—sinpi+cospj
donc, U, =sinfcospi+sindsingj+cosOk - U, = u,(0,9)
g = cosOcos i+ cosOsing]—sinfk - Ug = Uy (6, )
Uy = —sinpT+ cosdp] -S> Uy, = ty(p)

1-c-OnaOM =ril,.= OM =rsin0cos T+ rsin@singj+rcosOk

BW — i 37
o (D), -ner(3), -1

or Jge orJg.¢
o0M ot > noi—sindk i
(—) =r( T) =r(cos€cos<pl+00595m(p]—smGk)=7‘ue
a6 r,Q 06 e

90M\ (9 o oo s i A i P
(—a<p )r,e_r(a‘ﬂ)r,e_r( sinf sin @ T+ sind cos @ J) = rsind( sm<pz+cos<pf)—rsm9u¢

2-b-onaOM = OM(r,0,9) = @:(am) ar (%) do (am) do

de ar g dt rpdt  \Nog ). gat
. . . (. doM _ dr ae . de—
d'ou, d'apres la question précédente : ks Eﬁr + L Ug +1rsind d—(fud,
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11 - VITESSE D'UN POINT MATERIEL
Il - 1 - vitesse moyenne

Soit M la position, a l'instant t d'un point matériel mobile et soit M’ sa position a l'instant t + At. La position
de la particule varie dans le temps comme l'illustre la figure ci-dessous.

On appelle vitesse moyenne de M dans l'intervalle [t, t + At], le vecteur I7moy d'origine M, de direction MM’
de sens de M vers M’ et dont le module est donné par :

-
Vmoy
S L g
” moy” = At .
. \'%
Puisque At est positif, alors : Vmoy = % "

D'apres cette définition, on constate que la vitesse moyenne a la dimension d'une longueur
divisée par un intervalle de temps, soit L. T~1 (m. s‘l)

La vitesse moyenne est indépendante du trajet réellement effectué puisqu'elle est proportionnelle au
déplacement dont la valeur dépend uniquement des positions de départ et d'arrivée de la particule. Par
conséquent quelle que soit sa trajectoire, si une particule revient a son point de départ, sa vitesse moyenne est
nulle puisque son déplacement est nul selon cette trajectoire.

Il - 2 - vitesse instantanée

Si maintenant l'intervalle At tend vers zéro, le point M se rapproche du point M’ et la pente de la droite MM’
se rapproche de celle de la tangente a la courbe au point M. Le vecteur vitesse moyenne tend alors vers ce que
I'on appelle la vitesse instantanée du point M.

On appelle donc vitesse instantanée de M a l'instant ¢, le vecteur V égal a la limite quand elle existe de Vm,,y
quand At tend vers zéro : V = lim,,_, Vmoy

Soit O un point fixe quelconque, ona: MM’ = MO + OM’ = OM(t + At) — OM(t)

. MMi . OM(t+At)-0M(t) _ dOM . s L
Donc llmAt_,OA—t = limy,_,g ( Az O 7 d'aprés la définition de la dérivée.
s o doM _ di
CestadireV =——=—
dt ~ dt

En calcul différentiel, la vitesse instantanée est la dérivée temporelle du vecteur position.
Cherchons maintenant le module du vecteur vitesse instantanée.

limy,_(Vnoy) = lim MM Yimy,_ o M
At—-0\Y moy) — At—>0 " 5, At—=0 a7 5
Vmoy
. MM: As . MMr ds
ord'apresle §ll-1-d,on a: — == = lim — ===V )
P § ’ At At At-0 "6y T g M

[[mm7]|

En outre,
MM

tend vers 1, donc %—) ::) , avec T le vecteur unitaire porté par la tangente -

a la trajectoire au point M, orienté dans le sens positif sur la trajectoire (vecteur unitaire M

tangentiel). M
La vitesse V, du point matériel, a I'instant t est donc le vecteur : V= %? = VT tangenta e

la trajectoire en M.

V est appelée vitesse algébrique de M a l'instant t. Son signe indique si M parcourt la trajectoire dans le sens
positif ou négatif (sens préalablement choisi).

v

VIl

Notons que la vitesse instantanée a les dimensions L. T~1 (m.s™1)

Le vecteur unitaire T est donné par I'expression T =
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Exprimons maintenant le vecteur vitesse dans les différents systemes de coordonnées déja étudiés dans le §ll.
Il - 3 - représentation de la vitesse dans les différents systémes de coordonnées

Il - 3 - a - composantes de la vitesse en coordonnées cartésiennes

Soit R le repére orthonormé d'origine O et de vecteurs de base T, J, k. Soit M, un point matériel mobile dans
R. Le vecteur position s'écrit : OM = xi + yj + zk = x(£)T + y(£)] + z(H)k
Il vient :
. dOM dx, dye dz-
V="a “a'tal ta”

qui s'écrit aussi sous la forme V = &7 + yj + zk

d . dz
4 et zZ=—

ovi=%= y =
- Y= dt

dt
- - . —

OnnotequeV.i=x, V.j=y et V.k=

Il - 3 - b - composantes de la vitesse en coordonnées cylindriques

Considérons maintenant un systéme de coordonnées cylindriques. On a vu que dans ce systeme de
coordonnées le vecteur position s'écrit OM = p ﬁ'p + zu,, donc la vitesse du point M, sera, en tenant compte de
la regle de dérivation des fonctions vectorielles :
dOM dp dup dz .

ar CartPa Tak

V= dt dt

or Ze-"hde i,
at  dpat ac ¥ =¢

. 3 dp__> do — dzp _ . . — .3
donc: V= T +pdtu4,+dtk—pup+p<pu,p+zk
en conclusion, en coordonnées cylindriques, V = pﬁ’p + p('pﬁ(p + zk

Dans le cas des coordonnées polaires (z = cte = 1z = 0), la vitesse s'exprime par: V = pu, + popu
p P p p ®

1l - 3 - ¢ - composantes de la vitesse en coordonnées sphériques

-1°" méthode :

On a vu dans §ll-1-c que les coordonnées cartésiennes en fonction des coordonnées sphériques s'écrivent :
x=rsinfcos® ,y=rsinfsin® et z=rcos @

Dérivons ces derniéres relations par rapport au temps (r = r(t), 8= 6(t) et ¢ = @(t)) :
X =7sin@cos@+1r0cosOcosp—rpsindsine

y=1sin@sing +1r0cosOsing —rpsinbcos¢e

Z=7cos0—1r0sind

or d'apreés le §ll--1-c, les relations entre les vecteurs de la base sphérique et ceux de la base cartésienne sont :

Cal i i i
U, |sin0cos@/sinBsin@| cosO
Ug |cosOcosqcosOsing —sin®
U, —sing cos @ 0
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Il vient : V =i, + 10ty + r¢sin 01,
-2°™ méthode :

Une autre méthode pour déterminer la vitesse en coordonnées sphériques consiste a utiliser la notion de

- . L . . . N = dOM _ dr_, di
différentielle d'une fonction a plusieurs variables (voir § Il-1-c, application @) : V = P TERPTEL +7r dt’

= . . S du i\ de | (ou,\ d
Or le vecteur u,. dépend des deux variables 0 et ¢, il vient donc: — = (—’) —+ (—’) =
dt 30 / p dt dp ) g dt

. Oﬁr = aﬁr _ = - . . .
et puisque (%)(p = Uy et (6rp)9 = smBu(p , il vient :
=—U.+1r—uUg+r——sinfu, =1u, + rluy + resinbu
dt " dt 7 dt @ T 6T TP ¢

Remarque: Hodographe

Le vecteur vitesse V d'un point matériel peut lui étre associé un point P défini par : OP = V(M).
Le point P appartient a un espace dit I'espace de vitesses (P n'est pas un point de |'espace des positions). La
courbe définie, dans I'espace des vitesses, par le point P est appelée hodographe.
Par exemple, I'hodographe d'un mouvement rectiligne uniforme se réduit a un point.

APPLICATION :
© Dans un référentiel R(0, xyz), un point matériel M décrit une droite A, située a une distance D du point O,
avec une vitesse constante de module V.

1- déterminer I'équation de la trajectoire en coordonnées polaires

2- exprimer la vitesse angulaire ¢ en fonction de V, D et ¢.

Solution :

A
1-Ona pcosp =D Vl
2-dunepart V = le = %(w]z(pﬁp) = Cljf(p (tggo i, + ﬁ'q,)
d'autre part V=V sing i, +Vcos ¢ i,
d'ou Vsing = cffw tgo et Vcosp = C’:f(p

. . . N %4
expressions qui conduisent toutes deux a : Q= ECOS2 Q@

IV - ACCELERATION D'UN POINT MATERIEL
IV - 1 - définition

On appelle accélération d du point mobile M 3 l'instant ¢ la dérivée temporelle du vecteur vitesse :

_ _dV _d*OM
C=ar T ae

L'accélération a les dimensions L. T~2 (m. s™2)
Remarque :

On rameéne la notion d'accélération a celle de vitesse en considérant I'hodographe décrit par le point P défini
par: OP = V(M)

. : ) . dOP _dV _
La vitesse du point P est égale a el
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IV - 2 - représentation de I'accélération dans les différents systémes de coordonnées

IV - 2 - a - composantes de l'accélération en coordonnées cartésiennes

En dérivant, par rapport au temps, |'expression de la vitesse obtenue au §lll-3-a, on obtient :

d?0M dvV dzxﬁ_l_ dzyﬁ_l_ dzzE
diz _dt a2 T ae! Tae

qui s'écrit aussi sous laforme: d=XI+yj+2
Notonsque: d.i=X% d.j=y et dak=%

IV -2 -b - composantes de l'accélération en coordonnées cylindriques

En dérivant par rapport au temps |'expression de la vitesse obtenue au §llI-3-b, on obtient :

. dV d*0M d%’p_ dpdiu, (dpde d%¢)_ dedi, d?z.
a=—r= o =gttt | TP U TP T T
dt dt dt dt dt dt dt dt dt dt dt
@y _ digde _ o dy _ dgde _ _ o
or dt ~ de dt Ue et dt ~ de dt ¢ up

ce qui donne : a=(p—pe*)u, + (2p ¢ + p)u, +ik
En coordonnées polaires (z = Z = 0), I'accélération s'exprime par : @ = (p™— pp?) U, + (2p ¢ + pP)u,

IV - 2 - c - composantes de l'accélération en coordonnées sphériques

Dérivons I'expression de la vitesse trouvée dans le §lll-3-c, il vient :

v d?oM d, _, .. . .
- de =a(rur+r9ue+r<psm9uq,)

a=
et utilisons les dérivées temporelles des vecteurs U, Ug, et ﬁq, données dans les §lll-c et §1V-2-b, on obtient :
d= (i —r6%—r¢?sin?0)u, + (rd + 20 — r¢?sinBcos0)uy + (2r@sind + r@sind + 2reHcosd)u,,
V - EXEMPLES DE MOUVEMENT

V - 1 - mouvement rectiligne uniforme

Un mouvement est dit rectiligne si le déplacement du mobile M a lieu sur une droite fixe dans le référentiel
d'étude.

Considérons un point matériel M, animé, dans un référentiel R(0, xyz), d'un mouvement rectiligne, suivant
x'0x par exemple, de vitesse constante V (V; est la valeur algébrique de la vitesse)

Le vecteur position s'écrit, dans le cas de cet exemple, OM = xI ou T estlevecteur unitaire porté par x'Ox

. . = doM _ ..
La vitesse s'exprime parV = — = xi = VI N
- dt i) VO X
TP - _dV = . ' > - > >
L'accélérationesta = i 0 puisque la vitesse est constante. (') g g >
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L'équation horaire s'écrit: V = % = constante = x(t) =Vyt+ x,

X et Vo sont la position et la vitesse a l'instant initial £ = 0
V - 2 - mouvement rectiligne uniformément varié

Considérons un point matériel M, animé , dans un référentiel R(0, xyz), suivant I'axe x'Ox par exemple,
d'un mouvement rectiligne uniformément varié d'accélération constante a

Notons Vg et x la vitesse et la position du mobile M a I'instant initial t = 0

d*oM - av d?x N s s I .
Onad= 7 = al= Ei = Ff ou a est la valeur algébrique de I'accélération et { le vecteur unitaire porté

par x'Ox.
Ly . dv . T >
Parintégration —=a = V =at+ V,,etlavitesses'écrit V = (at + V)i

Une deuxiéme intégration nous donne |'équation horaire du mouvement :
1 4 1 -
x(t) =Eat2 + Vot + xq = OM = (Eatz +V0t+x0)l
Si a > 0 le mouvement est dit accéléré et si a < 0, le mouvement est dit décéléré (retardé).

V - 3 - mouvement rectiligne sinusoidal

Considérons, dans un référentiel R (0, x, y, z), un point matériel M de masse
m attaché a un ressort a spires non jointives, de masse négligeable et de raideur
k. Le systeme est disposé horizontalement sur un banc. Le point matériel étant
en position d'équilibre stable (en repos), on I'écarte d'une petite distance d de sa
position d'équilibre dans la direction Ox puis on I'abandonne a lui-méme. Le
point matériel effectue des oscillations de part et d'autre de sa position d'équilibre et I'enregistrement graphique
de ces oscillations montre que celles-ci sont caractérisées par I'élongation x(t) variant au cours du temps, autour
de sa valeur x, = 0 a I'équilibre, d'une fagon sinusoidale et le mouvement est dit rectiligne sinusoidal.

Ce mouvement est défini par I'équation horaire x(t) = x,,Cos(w,t + @)
X, est 'amplitude, @, la pulsation et ¢ la phase.

. e L 2 ) ) ‘
Le mouvement du point M est périodique de périodeT, = m—" de fréquence f, = == ‘2"_::’ de vitesse
0 0
- dx, _ A - e
V= al = —Xm®Wo sm(ooot + (P) 1= —X,Wg Sin (mot +@+ E) 1
et d'accélération :
I\ , ) L
a= E = —XnWy COS((Dot + (p) 1= —wj oM

On remarque que a est constamment dirigée vers le point fixe 0. On parle dans ce cas d'accélération centrale (ce
type de mouvement sera étudié au §V-6).

Remarque :

D'une maniére générale, on peut définir un mouvement rectiligne sinusoidal (suivant Ox par exemple) par
I'équation horaire x(t) = x,,Cos(wt + @) ou x(t) = ACos(wt) + BSin(wt). La détermination des constantes
Xm et @ (ou A et B) en utilisant les conditions initiales permet d'obtenir la loi du mouvement.

V - 4 - mouvement circulaire

Une particule est animée, dans un référentiel R(0, xyz) d'un mouvement circulaire si, a tout instant, elle est
située en un point appartenant a un cercle de centre O et de rayon R. Considérons donc un point matériel M qui
se déplace sur un cercle d'axe, par exemple, Oz et de rayon R (voir figure). Pour étudier ce mouvement il est plus
commode d'utiliser les coordonnées polaires.
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Onadonc: p=|OM| =R =_Cte et @ = (O_;E—M)

D'apres les relations trouvées dans le §l11-3, on a :

V=pu,+ppti, =R, (p= R = Cte)

Donc seule la composante orthoradiale de la vitesse qui n'est pas nulle (la
composante radiale étant nulle).

. - . = d . , .
Nous écrivons généralement cette expression sous la forme V=R w ﬁq, avec w = d—‘f qui représente la vitesse

angulaire. On note |[V| = Rw =V (ici @ > 0)

Pour obtenir I'accélération dérivons, par rapport a t, I'expression de la vitesse :

_»_d\_/)_Rdoo_, + R Mo
ATt Var Yo TN T
d2e dg\> dw
= — — _ 2—) —
a—R?uq,—R(E) up——Rw up+REuq,

Ainsi, pour un mouvement circulaire, apparaissent les composantes normale et tangentielle de I'accélération :

a=ar +ay aT—REuq, ay = —Rw“u,

d . L . d .
Notons que w = d—T > 0 si le sens positive est celui du mouvement et w = d—‘f < 0 dans le cas contraire.

Remarques :
. . . : d
@ Si le mouvement est circulaire uniforme, alors w = d—‘f = Cte,donc @ = @¢ + wt
V=Rwi, = |V|=Rw=V=Cte, ar=0 et d=dy=-Ro’i,

donc l'accélération est normale a la trajectoire (la composante tangentielle étant nulle). On parle dans ce cas,
d'accélération centripéte.

o =
On peut facilement vérifier que le mouvement est uniforme sia.V = 0.

@ la projection d'un mouvement circulaire uniforme sur un diamétre de cercle constituant la trajectoire peut étre
considérée comme un mouvement rectiligne sinusoidal.

® vecteur rotation instantané

Examinons de nouveau le mouvement circulaire. On rappelle que l'expression de la vitesse pour ce

mouvementestV = R w ﬁ’,p

Soit w un vecteur porté par la direction de |'axe de rotation, de module w = |d—(f| et de sens donné par la regle du
tire-bouchons en le faisant tourner dans le sens du mouvement, donc dans notre exemple (axe de rotation 0z)
w = wk (voir figure). Le vecteur w est appelé le vecteur rotation instantané.
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Calculons maintenant le produit vectoriel @ A OM, en tenant compte que OM s'écrit en coordonnées polaires :
OM =pu,=Ru,

@AOM = (wﬁ/\Rﬁ’p) =Rw(ﬁ/\ﬁp) = Rwii, =V

— — —_— A
Onadonc V=wAOM
%
it . L. @
Pour obtenir l'accélération du point matériel M, z A
dérivons I'expression précédente par rapport au
temps t: M(t)
L. _dV _d® , 72, -, dOM _ _, = d&
A=—="2A0M+BAN=—=BAV +==A
at  dt dt dat
oM
G = wk A Rwil, + 22k AR, = RwZ(EA
- ? " oae N
- dw /7, — —> A
i) +R—(kA,) k
O,
= a=—-Rw"u, +R—_-u, (0] > >
- y
g ]

Il importe de remarquer que si un M est
animé dans un référentiel R(0O,xyz) d'un
mouvement circulaire, dont la trajectoire est un cercle bien défini, de centre C, d'axe A, la position de M sur le

cercle étant définie par le vecteur position CM, on peut écrire : V=@ AO,M avec w le vecteur rotation
de

instantané porté par A et de mesure algébrique sur cet axe @ = P

vitesse angulaire du point M et 04 est un point
quelconque de cet axe.

—

. = dOM _ _, K ——
@ D'aprés laremarque @ ona: V = o = @A oM

D'une maniére générale, la dérivée par rapport au temps d'un vecteur tournant 4, est simplement le produit
—
vectoriel du vecteur rotation instantané par le vecteur 4 :
dA

——=wWAA
dt

ce qui donne un vecteur perpendiculaire a 4 et de norme égale a |w|||A||
APPLICATION :

On considére, dans le référentiel R(0, xyz), un point matériel M mobile sur un cercle du plan x0Oy dans le
rayon est R et le centre est C(a, b).Ce point est repéré par I'angle 8(t) entre Cx et CM. On supposera que
6=0.

1 - Exprimer les vecteurs position, vitesse et accélération du point M.
2-Ondonne ® = O k. Que représente ce vecteur? Calculer A OM et @ A CM.
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v

il et I'abscisse curviligne s

3 - On définit le vecteur unitaire tangent 3 la trajectoire en M par €, tel que €, =

d —
par - = [|V]

a - donner I'expression de 8 en fonction de 0 et de R, sachant que pour 0 = 0, s = 0.
b - déterminer le vecteur unitaire €, tangent a la trajectoire en M.
c - déterminer le vecteur unitaire €, normal a la trajectoire en M.

Solution :
a |Rcos@ a+ Rcos6

1— Vecteur position : OM = OC + CM = |b + |Rsin@ = |b + Rsin6

' 0 0 0
|—R6O sin 6
Vitesse : V = d;)—tM =| RO cos O
0
—ROsin — RO? cos 0
e . . 174 . .
Accélération : d = — = | RO cos 6 — ROZ%sin 6

0
2 - le vecteur rotation instantané est @ = 6k
0 a+Rcos6 |—-ROsinh —bb
GAOM =0 A |b+Rsin6 =|ROcosO+af #V
6 0 0
0 Rcos6 |—-ROsinb

GACM =10 A |Rsin6 =|ROcosg =V

6 0 0

3 - Abscisse curviligne : % = ||V|| = \/RZG'Z(sin2 0 4+ cos?0) = RO = Rz—f

= 8 = RO + constante, or pour8 =0, 8 =0 = 8 = RO

—sinf
R V = . "
4-0Ona etzm or ||V||=R9 = e, =| cosb
. 0
5 - La dérivée par rapport au temps du vecteur unitaire €, (vecteur tournant) donne un vecteur de norme égale
|w| ”c?t || = |w| = 6 et perpendiculaire & é; (voir remarque ®); donc normal au cercle (trajectoire) puisque € est
tangent au cercle
|—6 cos 6 —cos 6
dé; R
- E det . : - .
= en=T or E: —0sin@ = ép=\|—siné
0 0
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V - 5 - mouvement hélicoidal

Le mouvement d'un mobile M est dit hélicoidal, si le point matériel se
déplace sur une hélice circulaire, enroulée sur un cylindre de rayon R. Les
équations du mouvement dans le systeme de coordonnées cylindriques sont :

p=R rayon du cylindre
o =@t avec @(t) une fonction arbitraire du temps
z(t) = ho(t) h est le pas réduit de I'hélice

Quand le point M fait un tour, sa céte z varie de 2mh qui est appelé le
pas de l'hélice.

Dans le systeme de coordonnées cylindriques, la vitesse s'exprime par :

V—daﬁ (pi, + zk) = R4 5
Cdt dtpu"z de ' T dt

do .
V= Rwu(p+hwk avec ® = —- (dans le cas d'un mouvement uniforme

= constante). D'ou : ||[V|| = lw|VR? + h?

Pour calculer les composantes de |'accélération, en coordonnées cylindriques, appliquons la relation trouvée
dans le §IV-2-b avec p = R = cte etz = het) :
dw -

dw
da=-R R— h— k
a w? + di + dt

APPLICATION :

Considérons, dans un référentiel R, un point matériel M, animé d'un mouvement hélicoidal quelconque.
Calculer I'angle a que fait le vecteur vitesse avec I'axe Oz.

Solution :
Faisons le produit scalaire V.k:

—

d'une partV (Ra)u +h(uk) k = ho (1)

Vk=
tV.k = ||V|| cosa (2)

d'autre part,

hw h

(1) et (2) impliquent que cos a. = ||v|| = o

V - 6 - mouvement a accélération centrale

Si I'accélération du point M passe, a chaque instant, par un point fixe 0, on dit que le mouvement est a
accélération centrale.

—

Donc, pour un mouvement a accélération centrale, OM et d sont colinéaires et par suiteona OM Ad = 0

V-6 -a-propriétés

_ —

Considérons le vecteur C = OM AV

Calculons maintenant la dérivée de ce vecteur.

dé _ doM
dt ~  dt

- —_—

AV +0MAG=0puisque VAV =0et OMAZ = 0 car OM et @ sont colinéaires.

<!

AV+0OMAG =

— —_ —

Donc le vecteur € = OM AV est une constante du mouvement. Il est perpendiculaire au plan formé par les
—_— — —_—

vecteurs OM et V, donc OM reste au cours du mouvement perpendiculaire a une direction fixe, donc il se trouve
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dans un plan. La trajectoire d'un mouvement a accélération centrale est donc une trajectoire plane. Il est donc
conseillé de passer aux coordonnées polaires pour étudier ce mouvement.

Exprimons, maintenant € en utilisant les coordonnées polaires :

—_—

C=0M AV = pui, A(pi, + poii,) = p2p(ui, Ati,) = p*pk=Ck
avec C=||WA\7||=p2(p=p2d—(p=2d—‘ﬂ

dt dt

ou dA est I'aire élémentaire balayée par le rayon vecteur (voir figure)

Donc dA = %Cdt ol C est appelée constante des aires.

ot

1 L . ,
i EC est appelée vitesse aréolaire.

Les résultats précédents montrent que OM balaie des aires égales pendant des intervalles de temps égaux
1 . . . . ,
(dA = 5 Cdt avec C une constante). On dit que le mouvement s'effectue suivant la loi des aires.

V-6-b-les Formules de Binet

Calculons le module au carré de la vitesse V dans le systéme de coordonnées polaires :
17 _ a2 . — 2 _ -2 2.2

V = pu, + pou, = Ve=p“+p°p

d dp d

ar _ ap a9 et e

dt ~ de dt dt  p
. 1, .
sion poseu = ;, il vient :

dp _C
or -

2
VZ = C? (u2 + (Z—:) ) c'est la premiére formule de Binet

Cherchons maintenant I'expression de I'accélération :
’ . - . . 2 —_— . . e \—>
en coordonnées polaires a=(p—pp*) i, + (2p ¢ + pP)u,
—_—
Or pour un mouvement & accélération centrale, on a montré que d passe par M et donc la composante
orthoradiale est nulle. On a donc :

2
= (o po?) T p= Lo 4 (dede)
a (p p(p)up en plus, P=r = a de dt
dz_P_i(iﬂ)d_‘P__C_zd_z(l)
a2~ de \p2de/ dt = p?de?\p

de\2  (? . , . e . 1
P\) = 3 ce qui donne pour |'expression de |'accélération, en posant toujours u = -

—_ dzu — oy -
a=—C%*u? (u + d_(pz) U, cestladeuxiéme formule de Binet

Si lI'expression de l'accélération est connue, les formules de Binet permettent, par intégration de I'équation
différentielle, de déterminer I'équation polaire p(p) sans avoir a passer par les expressions de p(t) et ¢(t)
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APPLICATIONS :

© Une particule M de masse m, subie, dans un référentiel R, une accélération centrale qui dans la base polaire
(U, uy) s'exprime par d = a(r)u,.. Déterminer la loi d'accélération a(r) pour que la trajectoire de la particule
soit une spirale logarithmique d'équation = ke? avec k une constante non nulle. On précisera la constante a
partir des conditions initiales r et 8.

Solution :
a=—C%u? (u+dz—u)ﬁ’ avec u=2e0
- daez) P T a
[P 2..2 c?
dot a =—-C*u*(u+u) = a(r)=—2r—3
Donc l'accélération est de la forme a(r) = =t La valeur de C est déterminée par les conditions initiales, donc
C=16, = k=162

@® Dans le plan (xOy) un point matériel M, en mouvement, est repéré par ses coordonnées polaires r(t) et
ae).
1 - Donner, dans la base polaire (u,, Ug), I'expression de sa vitesse V et de son accélération d
. . . dA . . v .
2 - Sachant que, la vitesse aréolaire o (dA est I'aire balayée par OM pendant un intervalle de temps dt) reste

) . C -
constante et égale a > ; avec C = 20

a- Déduire que I'accélération d est portée par le vecteur unitaire radial u,
du
dg
3 - Une étude expérimentale du mouvement du point M, a montré que la trajectoire en coordonnées
cartésiennes est une parabole d’équation : y* = 2px

2 2
b- montrer que: V? = C? (uz + ( ) ) et d=—C%*u? (u + Z—(;) U, avec u :%

avec p = constante = 20A (voir figure). M A'y
a - Exprimer x et y en fonction des coordonnées polaires r et 6. T

En déduire que I'équation de la trajectoire en coordonnées polaires X 0

raerits 3 — P —0)=" <

s'écrit: 7 = —— avec r@=0)= 5 ) 0

b - Montrer que I'accélération d est une accélération newtonienne, c’est a

. . L1
dire qu’elle est proportionnelle a
r Parabole y? = 2px

c- Donner I'expression de V2

Solution :
. - - = dOM _ dr - di
1- Le vecteur position s'écrit OM = ru, = V= o W trT dtr
di, _ du, d _ df - . = .
r = —_ = — = =T r
O o "2 ac ~arte =0 Us _)3 V=7 +716 ¢
L, dav coN . .
i=—= (#—r6?)d, + (2r 6 + ),

di N dig _ dig do N
car T=01y et —2=—L—=-01u,

dt dt de dt

. . dc . A ;-
2-a-0Ona C =120 = cte = quel que soit l'instant t ;= 0= (Zr 0+ r99)
orpourtoutt, r=0 = a=(#-r02)u,
2-b- Lavitesse est V = 7, + rfiiy = VZ=72+1r%h?
: c? 2 1
r?g?=r?—-===C*u? avec u=-=
T T T 2

. _dr _drdf _ sdr _ Cdr _ da(1/r?) _ du 2 Ao o (du)
r_dt_dedt_ede_rzde_ ¢ a6 Cde = ve=c w e
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L'accélération s'exprime par : d = (¥ — r62) U,

P d’r _ d (dr de) _d (c dr) ae _  c% a? (1) = (22 d?u en posant touiours u = -
T atz dt\agdt) a6 \rzae)at r2aez\r) o2 p J T r

do\2 c2 2.3 . , . R 5 a2
r\Z;) =75 = C°u’ cequidonne pourl'expression: a=—C"u®{u+_= )i,

X
3 -a - Le vecteur position s'écrit : OM = 04 + AM =

N

—rcos |B—rcos@
+ = |?
y 0 rsing rsiné@

2

or la trajectoire en coordonnées cartésiennes est une parabole d'équation y* = 2px =

rzsin29:2p(§—r0059) = r’=(p—-rcosh)? = r=+(p —rcos)
la condition, pour 8 = O,r=B = r=p-—rcosf = r=—=b_
2 1+cos 6

du _ sin

P o p

> d?u\ - 1 1+cos@
3—b-0naa=—Czu2(u+ﬁ)ur avec u=-=—-—

d’u _ cosf - u+d2u_ c050+1+c059_1 - i= [ W27 C 0
d6? P d6? P P p p 7 prz "

=

2 2 2
A . . 172 _ 2 2 du _2c _2C
3 - c- pour le carré du module de la vitesse : V= = C (u + (_dG) ) =z (14 cosB) = o

Mécanique du Point Matériel Hichem Chaabane - Année 2011 ISITCom - Hammam Sousse



Chapitre Il : Dynamique du Point Matériel Dans un Référentiel Galiléen 22

Chapitre I

DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL
DANS UN REFERENTIEL GALILEEN

Nous avons déja signalé que l'objet de la mécanique était d’établir un lien mathématique entre les
circonstances d’'un mouvement et les causes qui influent sur lui, et d’exploiter ce lien dans un but de prévision,
qui est celui de toute science.

La cinématique a représenté sous une forme mathématique variable les éléments caractéristiques d’un
mouvement (position, vitesse, accélération, hodographe). Il reste maintenant a représenter également sous une
forme mathématique accessible, les causes qui influent sur les mouvements (les forces), a lier ces éléments les
uns aux autres et aborder le domaine de la prévision a I'aide d’équations.

Notons que les lois physiques sur lesquelles s’appuie la dynamique, et qui seront présentées sous forme de
principes, ont été énoncées par Issac Newton.

| - GENERALITES
1-1-lamasse

Prénoms par exemple, deux grandes boules pleines, de mémes dimensions, dont 'une est faite du liege et
I'autre d’acier. Si I'on devait déplacer ces boules sur une surface horizontale, il faudrait fournir beaucoup plus
d’effort pour faire rouler la boule d’acier. De méme, une fois les boules en mouvement il serait beaucoup plus
difficile d’immobiliser la boule d’acier. La vitesse d’un corps ne suffit donc pas a décrire son mouvement dans tous
ses aspects (causes et conséquences). |l faut donc, en plus des grandeurs cinématiques, introduire une quantité
caractérisant la répugnance du corps a toute modification de son mouvement qui est I'inertie. Nous disons donc
que l'inertie de la boule d’acier est plus grande que celle de la boule de liege.

La masse est un scalaire positif noté m, qui sert a quantifier cette inertie, c'est a dire que la masse d'un corps
mesure la difficulté qu'un corps rencontre a changer sa vitesse.

C’est la quantité de matiére contenue dans le volume du corps.

Nous postulons que la masse se conserve au cours du temps et qu’elle est invariable par changement de
référentiel. L'expérience montre que la masse est une quantité scalaire positive qui obéit aux regles de
I'arithmétique conventionnelle. Enfin, dans le systéeme international, l'unité de la masse est le kilogramme (kg).

| - 2 - notion de force

On appelle force toute cause capable de modifier le mouvement d’un corps, ou de créer un mouvement si le
corps est initialement au repos, ou encore de créer une déformation.

La force a un caractére vectoriel. L’expérience quotidienne nous montre bien ce caractere. Par exemple, lachons
un corps sans vitesse initiale, il tombe suivant la verticale descendante qui définit la direction et le sens de la force
(poids) auquel est soumis le corps abandonné. L'expérience (étude de la statique) montre aussi que les forces
sont additives; c'est a dire la force résultat de plusieurs actions mécaniques (qu'on appelle la résultante des
forces) est égale a la somme vectorielle des forces dues a chacune de ces actions. Cette propriété se traduit par
l'égalité¢ F = Y, F;

L'unité de la force est le Newton (N)
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| - 3 - particule en interaction et particule isolée

Un point matériel est dit en interaction avec son environnement, s'il subit des actions (des forces) de la part
de son environnement.

Un point matériel est dit isolé, s’il n’est soumis a aucune interaction.

Un point matériel dont les actions mécaniques qu'il subit se compensent exactement (la résultante
F = Z,-fi = 0) est dit pseudo-isolé.

| - 4 - référentiels galiléens ou d’inertie

Les principes de la mécanique ne sont valables que dans un référentiel bien déterminé, dit référentiel
galiléen. Voyons ce qu’est veut dire un référentiel galiléen.

1 -4 - a - référentiel sidéral ou de Copernic

Le référentiel de Copernic R.(C,x,y,z) est, par définition, un *
référentiel muni d’'un repere d’espace dont I'origine est le centre d’inertie f
du systéme solaire, ses axes Cx, Cy et Cz relient ce centre de masse a trois
étoiles tres éloignées considérées comme fixes.

x4

-4 -b - référentiel de Kepler ki |
c ]C *
S —
Le référentiel de Kepler Rg se déduit du référentiel de Copernic par 7 y
une simple translation. L'origine § du repere de Kepler (repére X ¢
héliocentrique) est le centre d'inertie S du soleil, et ses axes sont paralléles *

a ceux du référentiel de Copernic R.

Référentiel de Copernic R¢
1 -4 - c - référentiel Géocentrique

Le référentiel géocentrique est par définition un référentiel dont le repére a son origine au centre d'inertie O
de la terre et ses axes Ox, Oy et 0z sont paralleles a ceux du référentiel de Copernic R.

Le référentiel géocentrique n'est pas solidaire de la rotation de la terre sur elle-méme (suivant I'axe nord-sud).

| -4 - d - référentiel Terrestre

Le référentiel terrestre est par définition le référentiel dont le repere d'espace a son origine en un point de la
Terre et ses axes sont liés a la rotation terrestre : un homme immobile est donc fixe dans le référentiel terrestre.

| - 4 - e - référentiel galiléen

Un référentiel qu’on appelle galiléen (ou inertiel) est un référentiel dans lequel le mouvement d’un point
matériel isolé est rectiligne et uniforme.
La recherche d'un référentiel inertiel est un sujet délicat, la détermination concréte d'un tel référentiel est
toujours approximative. Un référentiel fixe ou animé d’un mouvement de translation rectiligne uniforme par
rapport au référentiel de Copernic est la meilleure approximation d’un référentiel galiléen.

Cependant, I'expérience nous apprend que |'on peut toujours trouver un référentiel galiléen. En pratique on se
contente d'un référentiel approximativement inertiel, approximation jugée satisfaisante pour I'expérience
considérée. Ainsi, le référentiel terrestre peut étre supposé galiléen, sauf si les effets de la rotation de la Terre ne
sont pas négligeables : pour une expérience de courte durée en laboratoire, on I'acceptera généralement.
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| - 5 - quantité de mouvement

Soit une particule M de masse m, animée, dans un référentiel R, d’'une vitesse V, on appelle vecteur quantité

de mouvement par rapport au référentiel R, le produit de la masse m par le vecteur vitesse V dans le méme
Y . — 17
référentiel R: p = mV

C'est une quantité vectorielle orientée dans la direction et le sens de V et ayant les dimensions
MLT ! (kg.m.s™).

11 - LES PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE DU POINT OU LES LOIS DE NEWTON

Avant d'énoncer les trois lois de Newton qui régissent le mouvement des corps, il faut préciser que ces lois ne
sont valables que dans un référentiel galiléen.

Il - 1 - premiére loi de Newton ou principe d’inertie

On a constaté qu'un corps réductible a un point matériel, quand il était soustrait a toute action (particule
isolée), était par rapport a un référentiel galiléen, soit en équilibre, soit animé d'un mouvement rectiligne
uniforme. D'ou la premiére loi qui s'énonce : “tout corps isolé sur lequel n’agit aucune force extérieure est soit
animé d’un mouvement rectiligne uniforme, s’il est en mouvement, soit au repos s’il est initialement au repos”

Cela se traduit par : YF,; =0 = V = Cte = i=0

Cette premiere loi de Newton est aussi appelée loi ou principe d'inertie car elle s'applique a des points matériels
dans un référentiel inertiel (ou référentiel galiléen). On suppose aussi que I'observateur qui étudie le mouvement
se trouve dans un tel référentiel.

Il - 2 - deuxieme loi de Newton ou principe fondamental de la dynamique (P. F. D)

Dans un référentiel galiléen, une modification de la vitesse d’un point matériel doit étre attribuée a une cause
qui est la résultante des forces agissantes sur lui. Cependant, on a vu (§ I-1) que I'effet d’'une méme force est senti
plus ou moins grand selon l'inertie du point matériel, c’est a dire, selon sa masse. D’ou l'idée du principe
fondamentale de la dynamique qui s’énonce :

" dans un référentiel galiléen la dérivée par rapport au temps de la quantité de mouvement d’un point matériel
est égale a la résultante des forces extérieures qui agissent sur lui "
Cela se traduit mathématiquement par : Zfext = Z—I: = %(m?) (appelé aussi, théoréme de la quantité de

mouvement)

Dans I’hypothése ou la masse est invariable, il vient :
= g d = dav -
Forp=—=—(mV)=m —=ma
X Fex dt dt( ) dt

La relation Y F,.; = 0 (que nous désignerons par la suite par les initiales R. F. D), s’applique a la plupart des
problémes pratiques. Mais si la masse n’est pas constante, ce qui est le cas, par exemple, pour une fusée, il faut

- . = dp
revenir a la relation, Foy; = d—’;

Remarques :

® Si la résultante des forces appliquées au point matériel est nulle (cas d'une particule pseudo-isolée ou

simplement isolée), Zf')ext = 6, alors @ =0 ce qui correspond a I'état V = Cte. La premiere loi de Newton est
donc un cas particulier de la deuxieme loi (ou P. F. D).

@ D'aprés la relation fondamentale de la dynamique on a :
t

dp = Fd = AMp=P-PBo=J, Fdt=1

(4

Mécanique du Point Matériel Hichem Chaabane - Année 2011 ISITCom - Hammam Sousse



Chapitre Il : Dynamique du Point Matériel Dans un Référentiel Galiléen 25

Le vecteur I est appelé impulsion. Donc la variation de la quantité de mouvement est égale a |'impulsion de la
force appliquée.

Il - 3 - troisieme loi de Newton ou principe des actions réciproques

Soient deux points matériels M, et M, qui sont en interaction et ne subissant que les forces d'actions

mutuelles. Soit Fq, la force exercée sur M, de la part de M et la force F,4 exercée par M, sur M4.
Le principe des actions réciproques, nommé aussi principe de I'action et de la réaction, énonce que ces deux

— — o o
forces, F15 et F5q, sont opposées et égales en modules, donc: Fpq = — Fq

On utilise parfois le terme force d'action pour désigner la force qu'exerce le F o
point M4 sur le point M, et le terme force de réaction pour désigner la force
qu'exerce le point M5 sur le point M4.

M.

N
Le principe de l'action et de la réaction suppose que les forces se propagent F 1

instantanément, donc avec une vitesse infinie. M,

Dans la mesure ou les corps étudiés sont réductibles a deux points matériels

M, et M,, ces actions sont portées par la direction M{M,. L'expérience montre que ces deux forces ont une
intensité inversement proportionnelle au carré de la distance M{M, et proportionnelle a des coefficients
algébriques caractéristiques des propriétés physiques de M4 et M,.

Remarque :
T:) f
12 = = . . N
Les forces F1, et F,4 sont portées par la droite MM, dans la mesure ou M; et M, sont
4 2 . ;. . . . ,
/ des points matériels. Cependant, si par exemple au point M, on place une particule chargée
4 . . ~ . . Yl .
/ q, et au point M4 un dipdle (qui n'est pas un point matériel) alors ce dernier exerce une force
4 — —
M / F 1, qui est bien opposée et égale en norme a la force F4q mais n'est pas portée par M{M,.
%
F o

111 - PRINCIPE DE RELATIVITE DE GALILEE

Soient deux référentiels galiléens R et R'. Le référentiel R' étant animé d'un mouvement de translation
uniforme de vitesse constante U par rapport au référentiel R. Soit une particule M de masse m en mouvement
par rapport a R et par rapporta R'.

D'apreés la loi de composition des vitesses, la vitesse du point M dans R est : Va = Ve + I7r
avec Vr la vitesse relative et Ve la vitesse d'entrainement.
Donc:Va =ﬁ+Vr

La relation fondamentale de la dynamique appliquée au point matériel M dans le référentiel R, s'écrit :
= . dv dv du = dv . =
F=ma,=m—=m——+m— = F=m—=ma, car U = constant

dt dt dt dt T

dv,

dt

=F

Dans le référentiel R’, la force F' que subit le point matériel M est F' = m

Donc, pour deux référentiels R et R’ animés I'un par rapport a l'autre d'un mouvement de translation
uniforme, I'accélération d'un point matériel est la méme qu'on la mesure dans R ou dans R’. Donc les lois de la
mécanique s'expriment de la méme maniére dans R et dans R’. Cette propriété est générale et non pas limitée
aux seules lois de la mécanique, et le principe de relativité de Galilée s'énonce : “les lois de la physique sont
identiques dans tous les référentiels animés d'un mouvement de translation uniforme par rapport a un référentiel
galiléen”.
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Considérons les deux référentiels R et R’ cités ci-dessus. Désignons par O l'origine du référentiel R et O’
I'origine du référentiel R'. Supposons qu'a l'instant initial, le point O coincide avec le point O'. Pour repérer le

point M dans l'espace et dans le temps, |'observateur lié a R utilise le vecteur position OM et le temps t. Celui de

R’ utilise le vecteur positionOM' et le temps t'. Dans I'hypothése, d'un temps absolu indépendant du référentiel
et d'apres la loi de composition de mouvement, on a :

OM =00 + 0O'M et t=t
Donc,
OM=Uxt+0'M et t=t

La transformation représentée par les équations ci-dessus qui permettent de passer d'un référentiel a un autre
(en translation uniforme par rapport au premier) est appelée transformation de Galilée.

IV - LES FORCES FONDAMENTALES

Nous venons de voir que la relation fondamentale de la dynamique fait intervenir plusieurs concepts : les
référentiels galiléens, la masse d'un point matériel, la force qu'exerce le reste de I'univers sur ce point. Grace a
cette relation et par des expériences convenables, il est évidemment possible de représenter toute action
physiquement bien représentée par un vecteur force bien défini. Le travail d'un physicien est de dresser un
catalogue des actions, dans lequel on puisera pour mettre en évidence un probléme physiquement bien défini. Le
réle de la mécanique sera essentiellement d'apprendre a effectuer cette mise en équation dans les meilleures
conditions et d'en déduire le maximum de conséquences utiles.

On distingue deux grandes catégories de forces. Les forces dites de contact et les forces dites a distance.

IV - 1 - les forces a distance

Ce sont les forces qui s’exercent a distance. Dues a des propriétés particulieres de la matiére, elles se
manifestent dés que la distance entre les deux systémes n'est pas trop grande par rapport a leurs dimensions. La
forces d’attraction entre deux corps (appelée force gravitationnelle), les forces électromagnétiques entre des
charges en mouvement, et les forces nucléaires sont des exemples des forces a distance.

Dans la mesure ou les corps en présence sont réductibles a deux points matériels M, et M,, d'apres le

principe de |'action et de la réaction, ces actions a distance sont portées par M{ M, et telles que : F54 = — F5.
L'expérience montre qu'elles ont une norme inversement proportionnelle au carré de la distance M{M, et
proportionnelle a des coefficients algébriques caractéristiques des deux points.

Donnons quelques exemples des forces a distance :

IV - 1 -a - l'interaction gravitationnelle

Cette force attractive est responsable du mouvement des corps célestes et explique le poids d'un corps. Cette
interaction est déduite, en théorie classique par la loi de Newton et intéresse tous les corps, chargés ou non.
Un point matériel M4 subit de la part d'un autre point matériel M, une force d'expression :

- m, m
F — _G Jdi ngi
12 r2 T
. 7 L Fpq Fi,
ol Uy = avec ¥=M;M, O_’_.). __________ _.
La grandeur G est la constante de gravitation et vaut my Ur my
6,67259 x 1011 N.m2. kg2 € LA >

mg, etmg, sont les masses gravitationnelles.
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Remarques :

® Dans deux lois distinctes de la mécanique intervient une quantité scalaire m (masse), en effet :

\ . . . =1 dp — 17 , . s .
e d'aprés le principe fondamental de la dynamique F = d—’t’ avec p = mV. Dans cette équation, m caractérise
l'inertie
1 S T . H T — mglmQZ 7
e d'apres la loi d'attraction universelle : F = —G — 35— ;..
Dans cette équation, mg,, et mg, caractérisent le pouvoir attractif de chaque point.
L'expérience (observation du mouvement apparent de la lune) a permis de montrer l'identité de deux masses

gravitationnelle et inertielle. Cette égalité est remarquable car elle confond dans le cas d'un point matériel soumis
aux seules forces de gravitation, le champ de gravitation G et I'accélération galiléenne de la particule : F = ma et
— — — — —
F=m,G = a=G=g

On ne distingue plus désormais les masses inertielle et gravitationnelle :
my (masse gravitationnelle) = m (masse inertielle).

@ D'apres le principe de l'action et de la réaction, le point matériel M4 subit de la part du point matériel M, une
force F)Zl = —Flz

® Dans le cas ol on a une répartition de masses ponctuelles de centre 0, la force gravitationnelle subie par une
particule de masse m se trouvant en M est :

B _ mg.m_> _ mg._, _ —
F—Zi—Gr—;ur—mZi—Gr—z’ur—mG

N~ mgl-—> m; — . . , .
ouG=Y;—-G 2 Ur = Z,-—Gr—zur est le champ gravitationnel engendré par les masses mg, = m;, placées en
0, créeen M.

@ Dans le cas des corps célestes tels que la terre, le soleil, la lune, on montre (par analogie avec le champ
électrostatique; a partir du théoréme de Gauss; voir §V-4, Chapitre VIII) que les astres, supposés avoir une
répartition de masse de symétrie sphérique, se comportent comme des points matériels confondus avec leurs

N o -~ M¢ - .
centres. De telle sorte qu'a I'extérieure de I'astre G = —Gr—;ur avec M. est la masse du corps céleste, r est la

distance entre le centre de I'astre et le point matériel et U, est le vecteur unitaire radial dirigé dans le sens point
matériel - centre du corps céleste.

IV -1 - b -l'interaction électromagnétique

Un systéme matériel de charges électriques, au repos ou en mouvement par rapport a un référentiel galiléen
R exerce, sur un point matériel M, de charge q, de vitesse V par rapport au référentiel R, une force, appelée
force de Lorentz dont |'expression est donnée par : F = q(f +VA ﬁ)

Entre deux particules de charges respectives qq et q,, fixes par rapport au référentiel galiléen R, I'interaction
électromagnétique se réduit a l'interaction décrite par la loi de Coulomb :
- 1 -
F= ‘h;lz i
4mey T
ol €g est la permittivité du vide et vaut 8,85 x 10712 §|.

Cette force est responsable de la structure des atomes et des molécules et des propriétés des matériaux.
Notons que la force d'interaction électrostatique est attractive ou répulsive suivant le signe de qq5;.

Remarque :

Dans le cas du modele de Bohr de I'atome d'hydrogene, on a, puisque le rayon de I'atome de Bohr vaut

@ ~ 0514  [|Fo|=——"%~8x10N et [Fyll = 257 ~ 4 x 107478

4mey 12

Mécanique du Point Matériel Hichem Chaabane - Année 2011 ISITCom - Hammam Sousse



Chapitre Il : Dynamique du Point Matériel Dans un Référentiel Galiléen 28

Donc pour des particules chargées, en général, la force gravitationnelle est négligeable devant l'interaction
électrostatique

APPLICATION :

Déterminer le champ gravitationnel crée au niveau de la surface :

a - de la terre (au niveau du sol).

b - de la lune.
On donne : masse de la terre My = 5,97 X 10%4 kg, rayon de la terre Ry = 6367 km, masse de la lune
M; = 0,074 x 10** kg et rayon de la lune R, = 1738 km

Solution :
o B} . , GMy

Le champ gravitationnel crée par un astre au niveau de sa surface est donné par : G = =2
A

ol My est la masse de I'astre et R, son rayon.

- GM _ = GM —
= pour laterre |G| = RZT =9,88m.s™2 et Pourlalune ||G|| = R—ZL =1,64m.s™?
T L

IV - 2 - les forces de contact
Ce sont les forces qui résultent d’'un contact physique entre le corps (ou point matériel) et son
environnement.

Considérons deux exemples de forces de contact.

IV - 2 - a -la réaction d'une surface ou d'une courbe

Les forces de frottement et la force de pression sont des exemples de forces de contact.

Un exemple important des forces de contact est la réaction exercée sur un point matériel en mouvement sur une
courbe ou une surface. Ces points matériels sont dits des points liés (le degré de liberté est inférieur a trois en
raison des liaisons).

Soit un point matériel en contact en un point M d'une surface ol on définit un plan tangent et une normale Mz.
L'expérience montre que du fait de ce contact la surface exerce sur le point matériel une action, dite action de
contact, appliquée au point matériel qui se trouve en M a l'instant considérée, représentée par le vecteur I_f,
appelée la réaction de la surface ou de la courbe sur le point matériel en M.

Si la vitesse du point matériel n'est pas nulle (la particule est en mouvement sur la surface ou sur la courbe), on

constate que R fait un angle @avec la direction du mouvement. z
>
.= . R . R - "TRN
Cette réaction R est la somme d'une composante normale a la surface (ou a la :‘\
courbe), ﬁN et d'une composante tangentielle a la surface (ou a la courbe), Ry ayant EO .
la direction opposée a celle de la vitesse : ; f{)T

— — e d
R= Ry + Ry
L=~ , =,
Réaction Réaction
normale tangentielle

-
Il n'est pas possible de donner a priori d'autres renseignements sur R : sa direction (I'angle 0) et son intensité ne
pourront étre déterminées qu'une fois les autres éléments du mouvement sont connus.

Notons que la réaction tangentielle Ry représente les forces de frottement dues au contact entre la courbe (ou la
surface) et le point matériel. Elle obéit a des lois caractéristiques des corps en contact.

Si le mouvement s'effectue sans frottement I_Z)T =0 et R= I_Z)N
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Remarques :

@ Si le point matériel a la possibilité de quitter la surface, c'est a dire que le contact peut étre rompu, la liaison
est dite unilatérale (exemple : un skieur glissant sur une piste). Dans le cas contraire, elle est dite bilatérale. Dans
ce dernier cas, le support impose une trajectoire au point matériel (exemple : anneau coulissant sur une tige, un
mobile guidé par des rails, skieur glissant sur une piste sans décoller).

@ En vertu du principe des réactions réciproques, l'action de contact en M du point matériel sur la surface ou la

- _
courbe est représentée par une force R' opposée a R

® Dans le cas d'un point mobile sur une surface la direction de Ry est unique (normale a la surface), alors que

pour un point lié a une courbe c'est la direction de Ry qui est déterminée de maniére unique (tangente a la
courbe).

Lorsqu'un corps se déplace sur une surface (ou une courbe) ou dans un fluide, il y a une résistance au
mouvement attribuée a l'interaction entre le corps et son environnement qu'on appelle force de frottement

-
représenté par la composante tangentielle Ry de la réaction. Ce type de force joue un rble trés important dans la
vie courante, elle nous permet de marcher, et de nous déplacer a l'aide des automobiles, bicyclette, etc...

Considérons un corps posé sur une table horizontale.
—
Si nous exercons sur lui une force horizontale F dirigée vers la droite, R -

Mouvement

I'expérience montre que si lI'intensité de la force F est assez grande, le bloc
se déplace et il est accéléré dans la direction de F (vers la droite dans notre

=l

exemple). Le module de la force de frottement f = ﬁT s’exprime ici par :
||I_2)T|| = u”l_?)N” ou p est le coefficient de frottement cinétique Ry =f
(solide-solide).

On modélise I'ensemble des interactions microscopiques entre un solide et le fluide par la force de frottement
fluide. Les actions de contact entre solides et liquides, mettant en jeu la viscosité, sont complexes, et leur étude
est du domaine des techniques particulieres (mécanique des fluides, étude du lubrifiant, ...) Il n'y a pas une loi
générale pour exprimer cette force, mais on se contente d'utiliser deux lois décrivant les deux cas limites :

-2 - Y . . 7
o frottement proportionnel a V2 pour les grandes vitesses , f= —V?% ou T est un vecteur unitaire porté par
la direction de la vitesse.

o frottement proportionnel a V pour les faibles vitesse,ir> = —hV
le parametre positif h est le coefficient de frottement fluide.

IV -2-b-latension d'un ressort

Considérons une masse m attachée a l'extrémité libre d'un ressort de longueur a vide 1. Une fois allongé par

rapport a sa longueur a vide (ou compressé), le ressort exerce une force de rappel F d'intensité proportionnelle a
son allongement. C'est une force de rappel.

L'expression de cette force de rappel est donnée par : F=—kAlu

ou:

k est la raideur. C'est une constante positive caractéristique du ressort. Elle s'exprime en N.m™1.
Al =1 — 1 est I'allongement du ressort avec I la longueur totale du ressort allongé (ou comprimé).
U est un vecteur unitaire dans la direction du ressort et orienté vers I'extérieur du ressort.
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V - RESOUDRE UN PROBLEME DE DYNAMIQUE

Pour résoudre un probleme de dynamique, il convient de procéder suivant une démarche bien déterminée :

@ définition du systéme : dans notre cas, le systéme est toujours formé par un point matériel
@ nature du référentiel R par rapport auquel on étudie le mouvement (galiléen ou non galiléen). Le cas ol le
référentiel n'est pas galiléen sera traité dans le chapitre 8. Dans ce paragraphe tous les référentiels sont

considérés comme galiléens.
® bilan des forces appliquées au point matériel.

@ expression vectorielle de la relation fondamentale de la dynamique(R.F.D).

® projection de la R.F.D sur une base.

®intégration des équations différentielles en tenant compte des conditions initiales.

@ analyse du résultat
Illustrons ceci par deux exemples.

V - 1 - chute libre

Considérons un point matériel M de masse m lancé, du point O, a la
-
surface de la terre, avec une vitesse initiale V faisant un angle @ avec

I'horizontal.
L'intensité du champ de pesanteur est constante et vaut g.

V- 1-a-onnéglige la résistance de l'air (sans frottement)

Supposons que la force due au frottement de l'air est négligeable.

définition du systeme :

le systeme est constitué du projectile, considéré comme un point matériel.

nature du référentiel R par rapport auguel on étudie le mouvement :

\ Z

V><

le référentiel d'analyse R(0;xyz) de B.O.N.D(i,j, E). est le référentiel terrestre, qui est considéré comme

galiléen.

bilan des forces :

le poids mg = —mgk

expression vectorielle de la loi fondamentale :

Zf')ext =md=mg = —ng

projection dans une base :

projectionsurOx: mx =20 (2)
projectionsurOy: my =20 (2)
projectionsurO0z: mz=—-mg (3)

intégration des équations différentielles :

(1):>%=Cte=61 = x(t)=C,t+ D4
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2= L=cte=C, = y(t) = Cot + D,

B)= T=-mgt+C; = z(t)=—3C3t? + D3t +E

conditions initiales :

at=0,x=0,y=0,z=0,V,(t =0) =VycosBetV,(t =0) =V,sind

x(t) =VytcosO
=D, =0,C, =Vycos6,C, =0,D, =0 :s{

z(t) = —%gt2 + Votsin 0

analyse du résultat :

e équation de la trajectoire du projectile : .
la fleche

1 2
t=—> = z(t)=—ng—29+xth Zm

Vo cos@ Vgcos

point de chute

C'est I'équation d'une parabole. 0

Xy XL X

e la portée : c'est la distance entre le point de lancement (ici I'origine 0) et le point de chute, soit x;. Le point
de chute correspond a z = 0, donc x;, vérifie I'équation de la parabole, ce qui implique :

1 X2 \/
z(x;y) = _EgngLsZe +x,tgf=0 = Xy = ;"sm(ze)

On remarque que la portée est maximale pour sin(20) = 1 = 0= %

o la fleche : c'est I'altitude maximale atteinte. Cherchons donc les coordonnées du sommet S.

. dz _ _ _ V% . _ XL
Au sommetona: = = X =Xg=0 sin(20) = 5
' . Xy, VO
L'altitude du sommet est alors : z,,, = z (?) =
e hodographe :
c’est la courbe décrite par le point P de
coordonnées : v,
. point de départ
—Vysin0@  |--------
X=V,=Vycos = Cte .
Vo passage par la fleche
Z=V,= —gt+V,sin0 0 .»/ Vx
o] \ >
. ) - VocosO
L'hodographe est donc un segment de droite de v,
longueur 2V sin 0 situé 3 x = V, cos 8 —Vosin® |o-ooo_-- Mh”te

e parabole de sireté :

Pour V, donnée, cherchons I'angle de tir @ qui permet au projectile d'atteindre un point C(x,, z.) qui représente
la cible.
Résolvons dong, I'équation z(x,) = z,
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1

1
z(xc)——zgm+xctge—zc or C0529—1+t90
z, = ;’52 (1+1tg%0) + x,tgb =  2V?z.+ gx? + gx’tg?0 + 2Vitgh = 0
= gx%tg?0 — 2(V3tg0)x2 + gx2+2Viz, = 0 , parabole de sdreté
= gx%tg?0 — 2(V3x.)tg0 + gx2+2V§z. = 0
Pour que cette derniére équation admette des solutions, il faut que
le discriminant réduit soit positif ou nul : ¢
AN=Vix% — gx2(gx? ++2V3z.) =0
x
Donc A'= x2(V§ — g%x% — 2z.gV5) = 0 0 >
: domaine inaccessible
2
= Vg —g?x? —2z,8V¢ >0 = Z, < _ 9 2
2g 2V}
2
L'équation z = Z—; - %xz constitue la frontiére séparant les points accessibles des points inaccessibles. C'est

I'équation d'une parabole qu'on appelle parabole de siireté.

Si C(x.,z.) appartient a l'intérieur de la parabole sireté, deux valeurs de @ conviennent pour I'atteindre et s'il se
trouve sur la parabole de slreté, une seule valeur convient, a savoir la racine double.

V -1 -b-tenir compte de la résistance de l'air (mouvement avec frottement)

L'air a pour effet d'exercer sur le point matériel une force de frottement ? = —hV ou h est une constante
positive (coefficient de frottement fluide) et V la vitesse du point M
LaR.F.D= ma=mg— hV = maz—hV+mg = o ;V g

soit par projection sur les axes Ox et Oy :

W by _ Wx_ _h __h — (_i )
7 TVx=0 V.= mdt = Inv,) = mdt+61 = Vy=Crexp(——t
et
dv . . . . (s . .
d_tZ+ZVZ =-g la solution de cette équation est la somme de la solution générale de |'équation sans
second membre et de la solution particuliere —%

L, h AZ
La solution générale est Czexp (— ;t)

_ h mg [_/’0

= V,=Czexp —;t —

en tenant compte des conditions initiales, on déduit :

V, =Vyexp _hy 0 x
etx ’ ( m) 0 >
V,=V,sin0 exp (—%t) — %(1 —exp (—%t)) \mVO cos(0)

h

Aprés intégration, en tenant compte des conditions initiales :
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x=mTV°cose(1—exp(—%t))

z=%(%+Vosin0) (l—exp(—it)) —%t

Si t est treés grand (t—»o0) alors :

m mVg cos 6
Vi, V,=-=2 et x="0=o

. . . . . mVg cos @
La trajectoire presente une asymptote verticale d'abscisse — ="

Le mouvement tend donc vers un mouvement rectiligne uniforme de vitesse — T‘qk

V - 2 - masse m attachée a un ressort

Considérons un point matériel M, de masse m, attaché a un ressort parfaitement élastique de masse

négligeable et a spires non jointives, de longueur 1, et de raideur k. 0 b w

| [ 1
La masse m, attachée a I'une des extrémités du ressort dont |'autre I, — —
extrémité est fixe, coulisse sans frottement le long de I'axe vertical = [, =
Ox du référentiel R(0; xyz) de B.O.N.D(Z,j, k). |} --Y- - = = |!
T , . L O | =
A l'instant initial £t =0, on écarte le point M de sa position !

X ———————————————————

d'équilibre initial d'une longueur xq puis on le lache sans vitesse
initiale.

définition du systéeme :

le systeme est constitué de la masse m, considérée comme un point matériel.

nature du référentiel R par rapport auguel on étudie le mouvement :

le référentiel d'analyse R est le référentiel du laboratoire, qui est considéré comme galiléen.
bilan des forces : dans le le référentiel d'analyse R(0; xyz), le point matériel est soumis a :

- son poids mg = mgt

- la force de rappel F = —k(l — 1g)i = —k(l, + x — lp)i

avec x le déplacement du point M par rapport a sa position d'équilibre. Ici, I'origine O de l'axe vertical Ox
correspond a la position d'équilibre. L'abscisse x est définie comme étant I'écart par rapport a la position
d'équilibre et non pas comme l|'allongement du ressort.

l, est la longueur du ressort a I'équilibre.

expression vectorielle de la loi fondamentale : Y Foye =md =mg +F =mgi— k(l, + x — 1,)T
or a I'équilibre, au point 0, nousavons: p+F=0 = mgi—k(l, — 1,))I=0
= —kxi=md

projection sur l'axe vertical Ox :

. Lk .
mi = —kx = it—x=0 & Xtwix=0

k
avecwo = |—
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intégration des équations différentielles :

La solution de I'équation différentielle précédente s'écrit sous la forme : x(t) = Acos(wyt) + B sin(wyt)
conditions initiales : at=0,x=xp,et V(t=0)=0 = x(t) = xg Acos(wyt)

V - 3 - le pendule simple

Considérons un point matériel M, de masse m, relié au point fixe O par un fil inextensible de longueur
OM = ¢ et de masse négligeable.

©)
A l'instant initial £ = 0, on abandonne I'ensemble sans vitesse initial, OM faisant I'angle 8, l
avec la verticale. On se propose de déterminer I'expression @(t) dans le cas des petites
élongations angulaires.
On suppose que les forces de frottement sont négligeables.
Notons que le systéme des coordonnées polaires est le systeme le plus adapté pour étudié ce o !
mouvement avec r = € = constante.

<«

définition du systeme :

le systeme est constitué du point matériel de masse m.

nature du référentiel R par rapport auguel on étudie le mouvement :

le référentiel d'analyse R est le référentiel terrestre, qui est considéré comme galiléen.

bilan des forces :
- le poids mg = mgk = mg cos(0) U, — mgsin(0) Gy
-latension dufil T = —T U, avec T la norme de la tension du fil.

expression vectorielle de la loi fondamentale :

Y. Foye = md = mg + T = mg cos(8) U, — mgsin(0) Uy — T,

Notons que :
OM = ¢, = V=£0d, = d=~01,—£6%,

projection sur I'axe vertical Ug :
mfO = —mgsin(0) = 0 + w? sin(@) = 0 avec wg = \/%

intégration des équations différentielles :

Si B est assez petit, on peut confondre I'angle 8 avec son sinus. Il vient alors : 8 + w(z, 0=0
La solution de I'équation différentielle @ + w3 = 0 est de la forme : @ = @, cos(wyt) + 0, sin(wyt)

conditions initiales :
at=0,0na:0(t=0)=0,=0, et O(t=0)=wuh,=0 = O, = 0d'ol lasolution :
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0 = 0y cos(wyt)
A - 2 l
Le mouvement est donc périodique de période Ty = w—" = Zn\/;
0
V - 4 - recherche de la loi de force lorsque le mouvement est connu

Parfois I'étude expérimentale du mouvement permet de déterminer la trajectoire et |'accélération a chaque
instant. On peut donc déduire la force F responsable du mouvement. Considérons un exemple.

Dans le plan xOy un point matériel M décrit une conique d'équation polaire r(0) = P

et d'accélération d
1+ecos@O

Cherchons la force auquel est soumis le point M, en utilisant la deuxieme formule de Binet :

. /1 dz(l/r))_)

a= r2 (r + de2 Ur

= - - mcC? (1 d2(1/r)))_>

F=ma = a=-— (r+ 10z ) Ur

or r=—F— = l+—dz(1/r))—1 = f——mczﬁ
" 1+ecos@ r dez - r2 T

VI - Statique Du Point Matériel
VI - 1 - définitions

e Soit, dans un référentiel R, un point matériel soumis a plusieurs forces. On dit que M est en équilibre dans
R si sa vitesse reste indéfiniment nulle dans ce référentiel (les coordonnées du point matériel M, dans le

référentiel R, prennent des valeurs constantes)

e Pour qu'un point soit en équilibre il faut et il suffit que la somme des forces auxquelles il est soumis soit
nulle: Y F, =0

Remarque :

si le point n'est pas initialement immobile, la condition Zf')ext =0 n'implique pas l'immobilité ultérieure
puisque. En effet, a@ = 0=V = 0. Il faut donc (en plus de Zﬁext = 6) que la vitesse initiale soit nulle, c'est a dire
que le point matériel soit déja au repos.
VI - 2 - stabilité de I'équilibre

Un équilibre est stable si, lorsque le point est [égerement écarté de sa position d'équilibre il tend a y revenir. Il

est instable dans le cas contraire. L'équilibre est indifférent si lorsque le point est légerement écarté de sa
position d'équilibre, il reste en équilibre dans sa nouvelle position.

=<1}

-1

mg

mg

Equilibre stable Equilibre instable Equilibre indifférent
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Supposons que Zf')ext =F(x, y). Al'équilibreona F(x,y) = 0

Etudions le cas d'un équilibre stable

dF = (Z_Dy dx + (zi;)x dy

ay = cte (donc dy = 0), une variation élémentaire de x, soit dx engendre une force de rappel dF

sidx > 0, |la force F est une force de rappel donc, dF < 0 = (3_5) <0
y

sidx < 0, la force F est une force de rappel donc, dF > 0 = (z—;) <0
X

de méme pour x = Cte, si I'équilibre est stable alors (3—5) <0

X
7 oy 1 aF aF
donc pour un équilibre stable on a toujours (E)y <0 et (a_y)x <0
- . oF 2
SiI'équilibre est instable on aura (ax)y >0 et (3J’)x >0
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Chapitre lll

TRAVAIL ET ENERGIE

La notion d’énergie est sans doute une notion tres importante en physique.

L'énergie se présente sous différentes formes : I'énergie mécanique, électromagnétique, chimique, thermique et
nucléaire. Cependant, les diverses formes d’énergie ont une caractéristique en commun: lorsque I'énergie passe
d’une forme a une autre, elle est toujours conservée.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser exclusivement aux formes mécaniques de I'énergie. Nous
verrons qu’il est possible d’appliquer les notions de travail et d’énergie pour étudier le mouvement d'un point
matériel, sans avoir recours aux lois de Newton. Cependant, nous élaborons ces notions de travail et d’énergie a
partir des lois de Newton.

Nous allons d’abord définir le travail, notion qui permet d’établir le lien entre les concepts de force et d’énergie.

| - TRAVAIL ET PUISSANCE D’UNE FORCE
| -1 - Travail d’une force

Considérons, un point matériel de masse m mobile dans un référentiel R(0,xyz) et qui a I'instant t, se
trouve au point M de la trajectoire C.

Soit F, la force qui s’exerce sur ce point et V sa vitesse dans le référentiel R.
A l'instant (t + dt) le mobile vient en M’, infiniment voisin de M. Soit

le vecteur déplacement élémentaire MM' = dl

Par définition le travail élémentaire de la force Fqui s’exerce sur le
point matériel M est la quantité scalaire :

SW=F.di=FVdt puisque di = Vdt

(o)
Dans la base cartésienne de R, le point M étant défini par ses

coordonnées cartésiennes x, y, z, les composantes de la force F étant F,, Fy et F,, alors le travail élémentaire
de la force F est :
6W =F,dx + F,dy + F,dz

Si la position du point M est définie par ses coordonnées cylindriques (p, @, Z), les composantes de F étant
F,, F, et F,, alors le travail élémentaire de la force Fest: W = F,dp + pF,d¢ + F,dz

Si la position du point M est définie par ses coordonnées sphériques (1, 8, @), les composantes de F étant F,.,
Fq et F,, alors le travail élémentaire de la force Fest:

6W = F,dr + rFed6 +1F,sin0d¢

Cette définition du travail, montre immédiatement que si F et V sont perpendiculaires, c'est a dire si la force
F est perpendiculaire a la trajectoire du point M, alors le travail de la force F est nul. C'est ce qui se produit
quand on évalue le travail d'une action de contact sans frottement. C'est également ce qui se produit dans le cas
de la force magnétique qui s'exerce sur une particule chargée, se trouvant dans un champ magnétique, puisque :

W =q(VAB)*Vdt=0

Pour un trajet quelconque qui méne le point matériel M de sa position initiale M; a I'instant initial t;, en une
position finale Mf a l'instant final Ly, le travail de la force entre les instants t; et tyest:

Wi = [,/ Fdl = [ FVat
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Remarques:

@ La notion de travail n'est pas seulement utile pour I'exploitation qu'elle permet de la loi fondamentale de la
dynamique. Elle a depuis longtemps été choisie dans le domaine pratique pour caractériser I'efficacité d'une
force. Cette efficacité est considérée comme d'autant plus grande que le travail est plus grand; un travail positif
correspond a une force active (force motrice), efficace, un travail négatif a une force passive, nuisible en quelque
sorte (force qui s’oppose au mouvement telle que la force de frottement).

@ le travail est une quantité scalaire dont les dimensions sont celles d’une force multipliée par une longueur.
L'unité ST du travail est donc le Newton-Metre (N.m) que I'on nomme le Joule (]).

@ lorsque le point matériel subit I'action de plusieurs forces, le travail total correspond a la somme de tous les
travaux des différentes forces (égal aussi au travail de la force résultante). En effet, puisque

—

F = Zif,-,ext représente la force résultante, alors le travail net effectué dans l'intervalle allant de M; a My
)2 . M — —_— tr/r— — — —_— ter— —
s ecrira : Wlf = fMl-f(Zi Fi,ext)- dl = ftif(Fl + Fz + .- Fn) dl = Zi ftif(Fi,ext) dl = Zi Wi,ext

| - 2 - puissance d’une force

Il est souvent intéressant de connaitre non seulement le travail effectué, mais également la rapidité avec
laquelle il s’effectue, c’est a dire le taux de variation temporelle du travail.

Par définition, la puissance de la force F s’exercant sur le point matériel M (ou aussi recue par le point matériel

M) est : ?=Z—T=ﬁ.7
En coordonnées cartésiennes P = Fyx + F,y + F,Z
En coordonnées cylindriques P = F,p + pF,¢ + F,z

En coordonnées sphériques P = F, + rFg0 + rF,sin 6 ¢

Evidemment si le travail d’une force F est nul, la puissance correspondante est nulle.
Dans le S. I, 'unité de la puissance est le Watt (kg?s~3)

APPLICATIONS :

@ Soit la force qui s’exprime dans la base (7,j) par F; = (3x + )T + 2xyj. Les unités utilisées sont les unités
Iégales. Calculer le travail de cette force entre les points 0(0, 0) et A(1, 2) dans les déplacements suivants :

a - le segment OH puis le segment HA; H(1,0).

b - Parc de parabole reliant 0 a A d’équation y = 2x?

- Reprendre I'exercice pour F, = yi + x%yj

Solution :
W = F,.di avec Fy = Bx 4+ y)T+ 2xyj et dl = dxT + dyj

= W = (3x + y)dx + 2xydy

osegment N
y=0= dy=0 = W=3xdx = Wyy=[ 3xdx=15]

esegment :
x=1 = dx=0 = dW=2ydy = Wy=[ 2ydy=4]

etravail total : W = Wyy + Wy, =557

b-L'arc de parabole y = 2x%. = dy = 4xdx = SW = (3x + 2x? + 16x*)dx
= W= [ 3x+2x?+16x*)dx =536
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1% Conclusion : le travail de la force ﬁl dépend du chemin suivi.
Casoi Fy = yi + x%y] = SW = y?dx + x%ydy
esegment :

y=0= dy=0 = W=0 = Woy =0
esegment :x=1=dx=0 = WHA=f02ydy=2]
etravail total : W = Wy + Wy = 2]

b-L'arc de parabole y = 2x%. = dy = 4xdx = SW = (2x?% + 8x°)dx
= W=[(2x®+8x%)dx=2]

2éme

conclusion : le travail de la force ﬁz ne dépend pas du chemin suivi. Le travail d'une telle force le long d'une
courbe fermée est nul. Une force ayant cette propriété est dite conservative.

Une condition pour savoir si une force F est conservatrice, c’est a dire si elle dérive d’une énergie potentielle, est
que le travail le long d’un chemin fermé (une boucle) est nul : 5ﬁ Fdi=0

@ Un point matériel M, de masse m, se déplace, au cours du temps, dans le plan xOy avec la vitesse
V=¢t3+ (2t - 3)]
a - Exprimer la puissance instantanée P(t) de la force a laquelle il est soumis.

b - Déterminer a quel instant la force est perpendiculaire au déplacement.

Solution :

a - par définition® = F.V  avec F = m% = m(2tt + 2)) = P =2m(t3 + 2t — 3)

dat
b - quand la force et la vitesse sont perpendiculaires, la puissance est nulle, P = 0. Ce qui implique t3 + 2t — 3 =
0 = > +t+3)(t—-1)=0 = t = 1 seconde est I'unique solution.

Il - ENERGIE CINETIQUE - THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE

-
Considérons un point matériel M, de masse m, animé dans un référentiel R, d’une vitesse V.
Par définition, on appelle énergie cinétique, dans le référentiel R, du point mobile M, la quantité scalaire

. 1
positive E, = EmV2
C’est une fonction qui dépend essentiellement de la vitesse, donc du temps

D’apres le principe fondamental de la dynamique, le mouvement dans le référentiel R, du point matériel M

s . : = dp _ d . o
satisfait a la relation vectorielle }; F; ot = P o (mV)

dt
dot  (5iFiexe)Vdt =mS Vdt =miVdV = 6W =d(3mV?) = dE,
Apres intégration on a : W = AE. = Ec(tf) —E.(t;)

D’ou le théoréme de I'énergie cinétique :

Le travail de la force qui s’exerce sur un point matériel entre deux instants t; et tz, est égal a la variation de
I’énergie cinétique du point matériel entre ces mémes instants t; et ty :
W = AE, = E(tf) — E.(t)
Le théoreme de I'énergie cinétique peut aussi s’énoncer de la fagon suivante :

Le travail élémentaire de la force qui s’exerce sur un point matériel, est égal a la variation élémentaire de
I’énergie cinétique du point matériel : SW = dE,
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Ou encore (théoreme de la puissance cinétique) :

La puissance de la force qui s’exerce sur un point matériel, est égale a la variation de I'énergie cinétique du point

L. o sW _ dE
matériel par unité de temps : i dtc =P

Remarque :

le théoréme de I'énergie cinétique est particulierement adapté aux systemes dont la position est définie par
un seul parametre, puisqu’il ne fournit qu’une seule équation scalaire.

APPLICATION :

Une masselotte M, de masse m, glisse sans frottement sur un guide circulaire de
rayon vertical £. On repére sa position par I'angle 8 que fait OM avec la verticale

i -
ascendante (O étant l'origine du référentiel terrestre R supposé galiléen). : T
Déterminer I’équation différentielle vérifiée par 0. : M
)
Solution : E
Zy f;
E.= %mV2 or V =161, = E.= %mlzéz
p=mg = SW(B) = mgVdt =mglcosfdt = P@) =p.V =—-mglsin6
La tension du fil T et ¥ sont perpendiculaires = T’(T) =0
Le théoréme de I'énergie cinétique = %Gmlzéz) = —mglfsin =3 0+ %9 =0

11l - ENERGIE POTENTIELLE

On va considérer le cas important, ou le travail d’une force qui s’exerce sur le point matériel ne dépend ni de
la facon dont le parcours est effectué au cours du temps ni du parcours suivi entre les positions initiale et finale

fixées (c'est le cas de I'exemple du §I-2, application @, force F,), c’est a dire le cas ou la force qui s’exerce sur le
point matériel est conservative.

Il - 1 - gradient d’une fonction

Soit f(x,y,2z) une fonction scalaire des coordonnées cartésiennes x, y, z et soient I, j et K les vecteurs
unitaires des axes 0x, Oy, Oz. On appelle gradient de la fonction f(x, y, z) le vecteur:

-, i a a -
gradf = (—f) i+ (—f> j+ (—f) k
ax/y, ady Xz 0z/xy
En coordonnées cylindriques, les composantes du gradient sont :
- af ., 1/9f\ _ of -
gradf = (—) u +—(—) u, + (—) k
ap/,,, P plag oz ¢ \az/,,
En coordonnées sphériques, les composantes du gradient sont :

r = (5),,, % +5(36), , % *rsims ap),,
gradf = or Wpur r\00 m,ug r sin@ \d¢g r'eu"’
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Remarque :

Dans le systeme des coordonnées cartésiennes, le vecteur déplacement élémentaire du point matériel M

12 iy, T _ - > - 1 T _ ﬂ ﬂ ﬂ _
s'écrit : dl = dxt + dyj + dzk =  gradf.di=( ax)y,Z dx + ay)x,z dy + ( aZ)x'y dz = df

Cette propriété est indépendante du systeme de coordonnées.

APPLICATION :

Soit la fonction U(x,y,2z) = ou k est une constante et x, y et z sont les coordonnées cartésiennes

k
JxZ+yZ+z?
d’un point M.

1 - Déterminer dans la base (i, j, E) le vecteur gradU

2 - Montrer que gradU = f(r)u, ol r est le rayon vecteur, U, est le vecteur unitaire de la base sphérique et
f () est une fonction de r a déterminer

3 - Exprimer U en coordonnées sphériques et vérifier que f(r) = Z—Z
P . 3 F — s epe
4 - Démontrer que pour toute fonction U=F(r), on a gradU= dd(rr) u, et vérifier que

gradU.El) =du

Solution :

1-Dans la base cartésienne : gradU = (au) T+ (au) j+ (a_u) k dou:
y'Z x’y

5 5 %z 0z
S k - - 7
gradU = ——3(xl +yj+ zk)
(x2+y2+42z2)2
2 - les relations entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées sphériques (voir chapitre Ill, § II-1-c) sont :
X =7rsinf cos @ y =rsinfsing@ et z=rcos8 avec JxZ+y?2 4+ 22

= gradU = —T%(sine cos@ i+ sinfsingj+ cosd E)
oril, =sinf@cos@i+sinfsingj+cosfk = gradU=—r£2z_ir=f(r)z_ir avec f(r)=—r£2

3 - En tenant compte des relations entre les coordonnées cartésiennes (x,y,z) et les coordonnées sphériques

(7, 6, @), la fonction U s'exprime en coordonnées sphériques par :

U =2 = T=-Z=f0)

4 - En cordonnées sphériques le gradient de la fonction U s'exprime par :
— au ~ . 1/0U = 1 (dU =
gradU - (E)g,(p Ur + T (69)”/, ug + T sin@ (6(;))1, 0 o

si la fonction U ne dépend que de la variable r, U = F(r), alors (Z—Z) = (Z—Z) =0
T, .0

= gradU = z—lrjiir = dl;(:) u = gradU.u, = dU car  dl = drii, +rd0tg +rsin6 i,

Ill - 2 - énergie potentielle

On dit que la force F (ou qu’un champ de forces f) dérive d’une énergie potentielle s'il existe une fonction E,,
telle que F = — gradk,

La fonction E), est appelée I'énergie potentielle de M associée a la force F

= - - 7 . s s . . .
En coordonnées cartésiennes ou F = F,1 + F,J + Fk, la relation précédente s’explicite comme suit :

0Ep dEp dEp
Fe=—(57),, r=-%),, =)
ax y.z ady Xz 0z Xy

En coordonnées cylindriques ot F = Fpu, + F,u, + F,k,ona:
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dEp 1 (dEp dEp
Fp=—(32) Fo=—2(52) . F,=~(%2)
P @z p ¢ p.z PP

En coordonnées sphériques ou F = F,.u, + Foug + F,u,, 0na:

dEp 1 (JEp 1 JEp
r or/ge 0 r\ a6 /' g rsin@\ az /, g
Remarques :

® D'apres la remarque du § II-1, le travail élémentaire de la force conservative F, qui dérive de |'énergie
potentielle E,, est : SW=F.dl=- gradEp.d_i = —dEp

Sw dE.
et p=-_"2

= oW = —dEp ot P

Donc le travail d’une force conservatrice le long d’un trajet donné est égal a la diminution de I'énergie potentielle:
W =—-A4E, = E, — Epf
D'apres le théoréme de |'énergie cinétique on a :
dE. = —dE),

@ I'énergie potentielle est toujours définie a une constante prés. Le choix de son origine est arbitraire.

® Exemples d'énergie potentielle

La relation F = —gradEp est importante, elle permet de déterminer une force a partir de I'énergie
potentielle dont elle dérive et inversement de déterminer I'énergie potentielle associée dont dérive une force
conservative. La plupart des forces fondamentales dérivent d’'une énergie potentielle.

> énergie potentielle Newtonienne

Considérons un point matériel M soumis, de la part d’'un centre O, a la force Newtonienne de la forme :
oM

= et K une constante.
[oM]|

F_K—) N —
—r—zur ou u,

Le travail élémentaire de cette force s'exprime par :

oW =F.dr = S, di = 53, drii, = 5dr =  6W=dr=d (- +Cte) = —dE,

r2 r2

K
= E, =—+Cte
Tr
conventionnellement, on pose Ep(r — 00) = 0 a l'infini ce qui implique que la constante est nulle et E, = -
Si K > 0, l'interaction est répulsive, c’est le cas d’une force entre deux charges électriques de mémes signes

q?
4Te,

(électron-électron ou proton-proton, la constante K vaut K = ). Dans ce cas |'énergie potentielle a I'allure ci-

dessous. Ep

o
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Si K < 0, I'interaction est attractive, c’est le cas d’une force entre deux charges électrique de signes opposés
(électron-proton), ou aussi le cas de I'attraction gravitationnelle. L'énergie potentielle a I'allure ci-contre

AE,

Q
y=s

> énergie potentielle de pesanteur

Considérons une particule de masse m, placée en un point M de I'espace et elle est soumise au champ de
pesanteur g, donc au poids p = mg. Lors du déplacement du point matériel M, le poids travaille et son travail
élémentaire s'exprime par: W = mﬁm avec di=dzk et si on a choisit I'axe 0Oz, l'axe de la
verticale descendante P = mg = mgk
Donc : oW =mgdz = d(mgz + Cte) = —dE, = E, = —mgz + Cte
Si conventionnellement, E), est nulle pour z = 0 (au niveau du sol) alors la constante est nulle et E, = -mgz
Si on effectue le produit scalaire dans une base ol I'axe Oz désigne la verticale ascendante, g a pour
coordonnées (0,0,—g) et dl a pour composantes (dx,dy,dz), alors E, = mgz avec la convention E, =0

pourz =10

> énergie potentielle élastique d’un ressort

Soit un ressort de raideur k, parfaitement élastique, de longueur a vide 1, et de masse négligeable, disposé
suivant l'axe de la verticale descendante Ox d'un référentiel s i : i
galiléen R.

A 1z o ept = - - . .
A l'équilibre, la condition F =3;F;.y; = 0, indique que le
ressort, qui maintenant a une longueur égale a |, exerce une force

lo

de rappel ayant pour valeur algébrique T = —k(l — l,) = —mg | _V_4__.

Notons que la position d'équilibre est prise au point O originedu | 1 !21_0__

repéere. o

Tirons I'extrémité libre du ressort (I'extrémité supérieure du X [rmmmmmmmmmmmmmmmmmme e

ressort étant fixe au support) en I'allongeant d'une petite distance
a. Le ressort exerce alors une force de rappel dirigée suivant I'axe  x v
Ox, ayant pour valeur algébrique : T = —k(x + L — 1)

Le travail élémentaire de cette force est: W = —k(x + 1 — lg)dx = —dEp
= E,= %k(x +1-1,)%+C, ou C; est une constante.
Déterminons I'énergie potentielle associée a la force totale (le poids mg et la tension 7), subie par la masse m,
sachant que I'énergie potentielle de pesanteur vaut (—mgx) en prenant l'origine de I'énergie potentielle de
pesanteur au point 0.
L'énergie potentielle totale étant la somme des énergies potentielles de pesanteur et élastique :
1
E,= Ek(x+ l-1,)%>+C, —mgx
or—k(l—1,)x = —mgx (condition d'équilibre)
. 1 1
Il vient: E,, = —k(l — l,)x + Ekx2 +5 k(- ) +k(l-1)x+C,

Si I'on convient que I'énergie potentielle est nulle lorsque le ressort est au repos (x = 0) alors,

€y = —%k(l —1,)? - E,= %kxz
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APPLICATION :

. gz . = . . — — . = k —
Considérons la force conservative F qui, dans la base polaire (u,., Ug), s'exprime par F = r—3(2 cosOu, +

sindu6 ou (7;6) sont les coordonnées polaires du point matériel 4 qui subit I'action de la force # et A& une
constante.

1 - Déterminer par deux méthodes, a une constante prés, I'énergie potentielle associée a la force conservative
.

F

2 - Calculer le travail W effectué par cette force pour le déplacement le long de I'arc d'équation r = P U

ou
1+cos @ p

. . T
est une constante, selon l'intervalle angulaire 6 € [0, E]'

Solution :
1- Premiere_méthode : recherche de I'énergie potentielle a partir de I'expression 6W = —dE,
SW = Fdl = —dE, avec dl = drii, + rd6iy + dzk
5W=2%cos€dr+%sin0d9=d(—%cos€+cte)=—dEp = Ep=1%c059+cte
Deuxiéme méthode : recherche de I'énergie potentielle a partir de I'expression F=-— gradk,

0E k ‘ .
E =-— (a_rp)e,z = zr—scose équation (1)

1 (0E k. . .

= {Fy= _;(T;)r,z =—<sin® équation (2)
_ 0Ep _ / .

kFZ = (_az )r,e =0 équation (3)

L'équation (3) montre que Ep ne dépend pas de la variable z.

L'équation (1) = Ep, = T% cos@ + f(0) avec f(@) est une fonction de la variable 6
OE k. ar(6)
= (—P)T’Z = —r—zsme +

a6 de
or d'apreés I'équation (2), (%) = %sin@ = d/;(:) = cte = E, = %cos 0 + cte
7.z
2-0OnadéW =—dE, = W =—-AEp
ord'aprés I'équation r = 1+fos o quand 8 =0, r = get quand 6 = g, r=p = W = 4;—2

IV - ENERGIE MECANIQUE - CONSERVATION DE L’ENERGIE MECANIQUE
IV - 1 - définition

Considérons un point matériel mobile dans un référentiel R. On appelle énergie mécanique dans le
référentiel R, et on note par E,,, du point matériel M, la somme de I’énergie cinétique E. et de I’énergie
potentielle E,:  E,, = E. + E,

IV - 2 - théoréme de I’énergie mécanique

Distinguons dans les forces qui s’exercent sur le point matériel M celles qui dérivent d’une énergie potentielle
de celles qui n’en dérivent pas.

Soit W, le travail élémentaire des forces qui dérivent d’une énergie potentielle.
Soit W ,on pot € travail élémentaire des forces qui ne dérivent pas d’une énergie potentielle.

Soient dE., dE, et dEy, les variations élémentaires correspondantes des énergies cinétique, potentielle et
mécanique. Il vient, dE; = W = W o + W pon pot et dE, = —8W ,;
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D'ou:dE,, = dE_. + dEp = 6Wnonpot

dEy, Whon pot

dt dt = :Pnon pot

Donc:
la variation d’énergie mécanique est égale au travail des forces qui ne dérivent pas d’une énergie potentielle :
AEym = Whon pot

Oou encore :

la variation d’énergie mécanique par une unité de temps est égale a la puissance des forces qui ne dérivent pas

. . . dE
d’une énergie potentielle : d—;" = Pron pot

IV - 3 - conservation de I’énergie mécanique

Dans le cas général, I’énergie mécanique ne se conserve pas puisque Ppon por # 0. Cependant, lorsque les
seules forces qui travaillent sont celles qui dérivent d’'une énergie potentielle, ou aussi lorsque la particule n'est

soumise qu'a des forces conservatives, alors :
dE,

Pron pot — 0 et dt

=0 = E, = E. + E, = constante

L’énergie mécanique E,, est alors déterminée par les conditions initiales du mouvement. Donc, lorsqu’un
point matériel se déplace dans un champ de forces dérivant d’un potentiel, son énergie mécanique reste constante
au cours du mouvement.

Remarques :

@ Lorsque I'énergie mécanique se conserve, I'énergie potentielle peut, au cours du mouvement, se transformer
en énergie cinétique et inversement, mais de maniére que la somme de ces deux formes d’énergie reste
constante. Cette conservation de I'énergie mécanique donne une équation différentielle de premier ordre. Pour
cette raison, on |'appelle parfois I'intégrale premiere de I'énergie.

@ La loi de conservation de I'énergie mécanique est trés utile pour résoudre les problémes de mécanique car elle
fournit une relation avec des dérivées premieres par rapport au temps, alors que la R.F.D contient des dérivées
secondes.

® Nous venons de démontrer la conservation de I'énergie mécanique pour un point matériel soumis seulement a
des forces dérivant d’'un potentiel. Dans le cas le plus général, I'énergie mécanique ne se conserve pas puisque
Pronpot # 0. La thermodynamique postule précisément dans son premier principe que seule I'énergie totale,
somme de |I'énergie mécanique, de I'énergie électromagnétique et d’'une nouvelle énergie, appelée I'énergie
interne, est une grandeur conservative (voir cours thermodynamique).

V - EQUILIBRE ET STABILITE DE L’EQUILIBRE
V-1 - équilibre

Considérons un point matériel M auquel est exercée la résultante des forces F = ); F;
Supposons que la force F dérive de I'énergie potentielle Ep,.

Si un point M, de coordonnées x,, ¥,, Z. est une position d’équilibre dans I'espace, alors on a en ce point

F=Ziﬁi=6 = F:—ME,,=6 = (%)xez(%)y =(%)Ze=0

Donc, tout point en lequel gradEp = 0 est une position d’équilibre.
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V - 2 - stabilité de I’équilibre

Considérons le cas particulier, simple, ou la particule est assujettie a se déplacer le long de I'axe Ox d'un
référentiel R(T, J, E). Supposons que ce point matériel est soumis a la résultante des forces F=Fi qui dérive de
I'énergie potentielle Ep, donc F=— gradE, = ——=1

R (s . o e . dE
d'apreés le paragraphe précédent, si x, est une position d'équilibre, alors en ce point on a: (d—:) =0
X

c'est a dire, qu'en un point d'équilibre, I'énergie potentielle présente un extremum (un maximum ou un minimum
de I'énergie potentielle).

D'apres le § VII - 2 du chapitre Ill, un équilibre est dit stable si, lorsque le point est légérement écarté de sa
position d'équilibre il tend a y revenir. Il est instable dans le cas contraire. Ecartons alors le point matériel de sa
position d'équilibre x, (choisissons, pour simplifier, x, confondu avec le point origine 0) d'une distance
élémentaire dx. On distingue trois cas :

1% cas : Equilibre stable :

Le point matériel revient a sa position d'équilibre initial = la force F est une force de rappel
dE
sidx > 0alorsF <0 = dEp =—-Fdx>0 = d—;’>0

dE
etsidx <QalorsF>0 = dEp = —Fdx > 0 :>d—x"<0

X Xe
d'ou le tableau de variation de la fonction Ep(x) dE |
’ ’ ’ P - 0 +
Pour un équilibre stable I'énergie potentielle présente un minimum. En dx |
4Ep i ; Ep (x)
outre —~ est une fonction croissante autour de x.. En effet on a P \ /v
d’E
toujours —F£ > 0 Ep(xe)
dx
2%™ cas : Equilibre instable :

Le point matériel s'éloigne de sa position d'équilibre = F et dx ont les mémes signes =
dE
sidx>0alorsF >0 = dEp = —Fdx <0 :>d—;’<0

dE X Xe
etsidx <OalorsF<0 = dEp=—-Fdx<0 :>d—;’>0 1B |
d'ou le tableau de variation de la fonction Ep(x) r P + 0 -
X |

Pour un équilibre instable I'énergie potentielle présente un maximum. Ep (x)
dE EP(xe)

En outre d—xp est une fonction décroissante autour de x,. En effet on a

. d%E,
toujours ——" < 0
X 3} dE
3°™€ cas : Equilibre indifférent : danscecas F = 0 Vx d—xp =—-F=0 = E, = constante quelle

que soit la valeur de x.

En résumé :
A EP(X)

e pour un équilibre stable :

Y
Sy
Y =
=
V
o
A
A 4

Ep(x) estun minimum

F<O0
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e pour un équilibre instable : A Ep(x)
d2E,
a <0 >
Ep(x) estun maximum >

|
|

dE
e pour un équilibre indifférent E,(x) = constante — d—x" = 0 quelque soit x

V - 3 - discussion qualitative d’'un mouvement d’un point a un degré de liberté

La résolution des problemes de mécanique a un degré de liberté, a partir de la conservation de I'énergie
mécanique, est fondamentalement tres enrichissante. Comme E,, = E. + Ep, les seuls mouvements possibles
sont ceux pour lesquels E; = Ep, — E, = 0. On représente alors graphiquement E,, en fonction du seul degré de
liberté, par exemple x, et les mouvements possibles sont ceux qui réalisent E;;, = E),

Supposons qu'un point matériel de masse m soit assujetti a se déplacer sur I'axe Ox par exemple, d'un référentiel
galiléen, dans un champ de forces conservatif, d'énergie potentielle E,,(x) qui a l'allure donnée dans la figure ci-
dessous :

AEP(X)
: domaine interdit
E,
Emax
E; ; 5
. i | :\
Enﬂn ____i_j___ i E i
N ! i ! i
Es —— : :
i ! 1 !

1 1 )
Xo X1 Xmin X2 Xmax X X

Envisageons différents cas possibles selon la valeur de I'énergie mécanique E,,.
1°cas: E,, = E

Les seuls mouvements possibles sont ceux pour lesquels x = x
X étant défini par E,,, = Ep(xo) =E,
zéme

cas: E,, = E,

Les seuls mouvements possibles sont ceux pour lesquels x € [X4,X;] U [X3, +00[
X1, X et x3 étant définis par Ep, = Ep,(x;) = E,(x3) = Ep(x3) = E;
3éme

cas: E,, = E;

On a toujours Ey, < Ej, ce qui est impossible.
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éme . _ —
4 " cas: E,, = E gy POUr X = X0y

Le point matériel est en position d'équilibre. Cet équilibre est instable puisqu'il s'agit d'un maximum d'énergie
potentielle.

éme . _ —
5" cas : E,, = Epin, POUr X = Xpumin

Le point matériel est en position d'équilibre. Cet équilibre est stable puisqu'il s'agit d'un minimum d'énergie
potentielle.
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Chapitre IV

L'OSCILLATEUR HARMONIQUE ET
AMORTI PAR FROTTEMENT FLUIDE

De nombreux problemes de mécanique, lorsqu'on se limite aux petits mouvements d'un point matériel autour
d'une position d'équilibre stable, se ramenent a celui d'un oscillateur. Ceci ne se limite d'ailleurs pas a la
mécanique. En effet, les mouvements vibratoires sont communément présents dans la nature, citons les
oscillations d'un circuit électrique et les vibrations des atomes dans un cristal.

| - L'OSCILLATEUR IDEAL : OSCILLATEUR LIBRE OU NON AMORTI
| - 1 - définition d'un oscillateur unidimensionnel non amorti

On appelle oscillateur harmonique a une dimension (oscillateur linéaire), tout systeme dont le mouvement
est décrit par une équation différentielle de la forme :

d?X(t)
2 _
? + wOX(t) =0
2
ol X(t) est la grandeur oscillante, 4 X sa dérivée seconde par rapport au temps et wg la pulsation propre des

dt?
oscillations.

| - 2 - étude de l'oscillateur unidimensionnel non amorti

Considérons dans le référentiel galiléen R(0,xyz) de B.O.N.D(i,f,E), un point matériel M de masse m,

soumis uniqguement a une force de rappel, conservative, F et assujetti a ce déplacer sur |'axe horizontal Ox. On
suppose que l'origine O du repére d'espace associé au référentiel R est une position d'équilibre stable. C'est
I'exemple d'une masse m attachée a un ressort de raideur k ou la force de rappel s'exprime par :

F=—kAlT=—k(I—1y)i=—k(l, +x— )i
avec [y la longueur a vide du ressort et I, sa longueur a I'équilibre.

| -2 - a - approche énergétigue

La force de rappel F (linéaire a la déformation) est conservative, elle dérive donc d'une énergie potentielle E,,
telle que F = —gradk, )
En coordonnées cartésiennes on a : —kx = —dE, = E,(x) = Ek x% + constante

S
Si par convention on considére qu'a I'équilibre (x = 0) I'énergie potentielle élastique est nulle, alors la constante

1
estnulle et E,,(x) = Ek x?

. , . — _ 1 1.
Dans ces conditions I'énergie mécanique s'écrit : E,, = Ek x% + ;m x?
P ' . . , . . . dE, . k . 2
Le théoreme de I'énergie mécanique implique e 0 = X+ —Xx = 0 & X+wypx=0
k
avec wg = |—
m
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Remarque :

Ecrivons le développement limité de Ep(x) autour de la position d'équilibre x = 0 en se limitant a 'ordre

dE,

. ~ x% (d2E,
deux : E,(x) = Ep(0) + x(ﬁ),;:g + 7< dx? >x=0 t

E,(0) est la valeur de I'énergie potentielle a I'origine.

dE
Par convention on peut prendre E,,(O) et rappelons que par hypothese (d—x”) . =0 (x =0 est une position
.

, =
d?E,
dx?

d'équilibre) et( ) =k > 0 (équilibre stable).
x=0

1
Donc  Ep(x) = Ek x?

L'oscillateur harmonique évolue dans un puits de potentiel de type parabolique (voir figure ci-dessous). Il est ainsi
pour de nombreux systemes mécaniques, électriques, acoustiques, thermodynamiques, etc.

A A2

L A

E F = —kxli)

4
L A

F) = —kai)

Plus généralement, si xo est une position d'équilibre stable, alors I'énergie potentielle d'un oscillateur
. . . . . 1
harmonique a une dimension s'écrit : Ep,(x) = Ep(xq) + Ek (x — x¢)?

Pour une valeur déterminée de I'énergie mécanique E,,, le point matériel M oscille entre les deux positions
symétriques x4 et x; (pour lesquelles E,,, = E,) etona:

dEp) h) -
(% )x:xo —0 et ( 2 )x_x —k>0

=A0

| -2 -b - approche dynamique

Appliquons, dans le référentiel galiléen R, au point matériel M la relation fondamentale de la dynamique :
F=mg+R=md
or dans I'exemple étudié mg + R=0 et la force F est une force de rappel, elle s'écrit F=—kxi
Soit par projection sur I'axe (0x) :
k

. Lk .
mi = —kx = it—x=0 & Xtwix=0 avecwy = _|—
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| - 2 - ¢ - équation du mouvement

L'équation différentielle du mouvement est : itwix=0
La solution générale de cette équation différentielle est de la forme:  x = x;;, cos(wot + @)

avec:

Xm > 0 est I'amplitude du mouvement (amplitude des oscillation).

@ la phase initiale.

wy est appelée pulsation propre du mouvement.

X, et @ sont des constantes d'intégration que I'on détermine a partir des conditions initiales.

Le mouvement de l'oscillateur harmonique est périodique de période propre T, donnée par Ty = w—n =27 %
0
e 1
donc de fréquence propre Ty = — = 20
To 2w
Si, par exemple, a l'instant initialt = 0onax=a et x=0,alors a=x,,cos¢p et 0=x,,sing

= sinp =0 = =0 = x = acos(wyt)

~

Remarques :

@ La période T est indépendante de I'amplitude x,,. On dit qu'il y a isochronisme des oscillations.

@ Pour une constante de rappel k donnée, la période est une fonction croissante de la masse m, ce qui est
conforme a la notion de masse inerte.

® On peut, aussi, écrire la solution générale de I'équation différentielle du mouvement sous la forme :
x(t) = Acos(wyt) + B sin(wyt)

ou A et B (comme x,, et @) sont des constantes déterminées par les conditions initiales.
. T - ) Vo .
Si, par exemple, a l'instant initialt = 0onax = x5 et x =Vgalors x(t) = xgcos(wyt) + w—osm(wot)
0

| -2 -d-aspect énergétique

, . . . 1 L. S
L'énergie potentielle correspondant a la force de rappel est Ep(x) = Ek x?%, en choisissant l'origine des
énergies a la position d'équilibre x = 0
Puisque X = Xx,,, cos(wyt + @), alors :

I'énergie potentielle est: E,(x) = %k x2, cos?(wot + @)

o 1., 1 . 1 .
'énergie cinétique est:  E. =-m x? = om x2,w3 sin?(wot + @) = Sk x2, sin?(wot + @)
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D'ou E,=E +E,= %k x2, cos?(wot + @) +%kx,2nsin2(w0t+ Q) = %kx,zn
donc:

1
E,, = Fk x%, = constante

On retrouve bien sir que I'énergie mécanique est une constante de mouvement et sa valeur est proportionnelle
au carré de I'amplitude des oscillations.

La relation Ep, = E. + E,, = constante montre qu'au cours du mouvement il y a échange continuel entre
énergie potentielle et énergie cinétique.

Calculons maintenant la valeur moyenne sur une période de I'énergie potentielle E,,, celle de I'énergie cinétique
E_ et celle de I'énergie mécanique E,, :

T(] T(]
<E.,> 1]Edt 1mw‘2’x’2"j'2( ) dt
= =-———| sin“(wyt+
c T, c 2 T, ot T @
0
_ lerzn To 1—cos[2(wot+¢)] _1 2
<E >=;7" Jo'———— dt=kxj, =
1. .2
<E. >= Zk Xm
De la méme maniére on montre que : <E,>= %k xZ,

1
Donc: < Ep >=<E.> +< E, >=kx},

' NOAT] . _ _<E >_1 2
Cestadireque: <E >=<E, >—T’"—kam

L'égalité de I'énergie cinétique moyenne et de I'énergie potentielle moyenne est une propriété spéciale de
I'oscillateur harmonique. On montrera plus loin qu'elle s'applique pour les oscillateurs faiblement amortis.

|- 2 - e - analogie électrocinétique

Considérons un circuit électrique fermé, constitué d'une capacité C portant la charge q se déchargeant dans
une bobine d'inductance L et de résistance interne négligeable Si le conducteur est initialement chargé, on
constate qu'il se décharge de fagon oscillante : la charge g de la capacité varie au cours du temps suivant une loi
sinusoidale. L'inductance L joue le role analogue a celui d'une masse m, l'inverse de la capacité C a celui d'un

. s . R . . " 1. .
ressort de raideur k et la charge g correspond a I'élongation x. De méme |'énergie magnétique ELLZ correspond a

. C 1 . .y . 1q%, ., . |
I'énergie cinétique Esz et I'énergie électrostatique Eq? a I'énergie potentielle Ek x?
La loi des mailles appliquée au circuit précédent en régime quasi-

L
stationnaire donne: | |
. _dq | | ‘000000

di gq
Ldt+C_0 avec l—dt

= tj+iq=0 =  §+wjq=0

, 1 . Lo .
avec  wo = |- pulsation propre du circuit électrique.

Ce systeme électrique est donc dynamiquement équivalent a I'oscillateur non amorti. D'ou le tableau de
correspondance suivant :
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Grandeur Oscillateur mécanique Oscillateur électrique
icient .
c?.efflalen masse m inductance L
Grandeurs d'inertie
caractéristiques coefficient
ffici raideur k inverse de la capacité 1
de rappel c
élongation x charge q
Grandeurs oscillantes
vitesse V = dx intensité i = 4
dt dt
T . 2 .1
équation différentielle X+twgx=0 q+ Eq =0
équation horaire x(t) = x,, cos(wyt + @) q(t) = q,, cos(wot + @)
Isati k 1
pulsation propre w = |= Wy = —
° @0 = VIC
L m
Période T, Ty =2m ’i Ty =2nVLC

Il - OSCILLATEUR AMORTI PAR FROTTEMENT VISQUEUX

Dans la réalité, la conservation de I'énergie mécanique n'est jamais parfaitement observée. En pratique, on
observe une dissipation de I'énergie qui résulte de la présence des forces de frottement qui ne sont pas
conservatives (force de frottement visqueux ou force de frottement solide).

En présence des forces de frottement de type visqueux, le point matériel est soumis en plus a la force de

frottementf = —aV ou a est le coefficient de frottement visqueux (a > 0).
Il - 1 - équation différentielle du mouvement

Il -1-a-approche énergétique

, . L e 1 1. 1

L'énergie mécanique s'écrit : E,, = Esz +E,= om x% + Ek x?
/ \ V2 . P . . . dE., 2 7 17 .2
le théoréme de I'énergie mécanique implique e ?(f) =fV=—-ax
.. k a .
= X+—x=——x
m m

osons wg = |~ et A=—
P 0~ m T 2m
Le paramétre A est appelé coefficient d'amortissement = X+ 2Ax + w(z, x=0

Il-1-b-approche dynamique

La relation fondamentale de la dynamique appliquée au point matériel M, dans le référentiel galiléen R,
s'écrit apres projection sur I'axe Ox :

mi=—kx—ax = i+t x+oi=0 N i+22k+wix=0

a k
avec A=— et wo = ’—
2m m
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Il - 2 - nature du mouvement

Le mouvement de l'oscillateur est déterminé par une équation différentielle du second ordre sans second
membre, a coefficients constants.
L'équation caractéristique de cette équation différentielle est: 1% + 2Ar + w% =0

son discriminant réduit est A’ = 4% — w3

Il -2 -a-cas d'un faible amortissement (A < wq) : régime pseudopériodigue

2
Dans ce cas A’ < 0 et le discriminant peut s'écrire sous la forme: A’ = [i /w% — /12] = (iw)?

avec w = w(z, — A% appelée pseudo-pulsation et i le nombre complexe tel que i = —1

L'équation caractéristique admet alors deux racines complexes : 71, = —At i w
La solution s'écrit :
x(t) = Aje™t + A,e™2t ousimplement  x(t) = Ae * cos(wt + @)

Les parametres A (amplitude) et ¢ (phase) sont déterminés par les conditions initiales.

. <o — . _ i,
- Si, par exemple, a l'instant initial t = 0onax = xg et & = Oalors: x(t) = xy e (cos(wt) + ;sm(wt))

/S

A x(t)
Xo
0 L,
\/ t
- Si, par exemple, a l'instant initialt = 0onax =0 et x = Vg alors: x(t) = %’ e sin(wt)
4 x(t)
o L /\ SN,

Vi

P
T

On obtient donc une solution sinusoidale dont I'amplitude décroit exponentiellement avec le temps et tend
vers zéro.
Ce mouvement est appelé pseudopériodique de pseudo-période T telle que :

2 2w 2 T,
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Remarques :

Dans le cas d'un amortissement tres faible, c'est a dire, A K wgona:

R e O T P

o

@ La durée de relaxation :

. . . . - . . _ - 1 . .
L'équation aux dimensions du coefficient d'amortissement A est T~ 1. Le coefficient T = 7 quia les dimensions

d'un temps est appelé la durée de relaxation en amplitude. La durée de relaxation caractérise la durée de vie des
oscillations amorties (I'amplitude devient nulle aprés quelques valeurs de T).

On caractérise la décroissance de I'oscillateur amorti par le décrément logarithmique 8 tel que :

1 [ x(t) ]

8=;ln x(t +nT)

x(t) et x(t + nT) étant les élongations a des instants séparés par un nombre entier de périodes.
x(t) = Ae * cos(wt + @) et x(t + nT) = Ae 21D cos(wt + nwT + @) = e " Tx(t)

(1)
= In [x(:—:m] = In(e™T) = AnT = 8§ =T

Si I'amortissement est trés faible (A < wg) alors § = AT

La mesure expérimentale du décrément logarithmique et celle de la pseudo-période T permet d'accéder au
coefficient d'amortissement A (donc aussi au coefficient de frottement a)

Ax(t)

La force de frottement induit une perte d'énergie mécanique. Pour caractériser cette dissipation, on définit un
coefficient appelé facteur de qualité noté Q et il est défini par :

Q=2m Energie Mécanique de lioscillateur -2 Epm
- Energie Mécanique perdue pendant une période - AE,,
' 2 . . . 1 .2 1 2
L'énergie mécanique est: E,, = Smx + Ek X
or x(t + nT) = e *Tx(t) et (t+T)=e*x(t)

= E.(t+T)=e*TE(t) et E,(t+T) = e ?TE,(t) = En(t+T)=e2TE, (1)
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L'énergie AE,,, perdue pendant une pseudo-période T est donnée par :

AE,, =Ep,(t) —E,(t+T) = (1 — e *NE,(t)
dans le cas d'un amortissement tres faibleona, A K wget T = T, c'est a dire ATy < 1
le développement limité de e~24To quand AT, tend vers zéro est :

e 2o ~ 1 — 22T, = 1— e 2o ~ 22T, =

Q=27-[E_m~l=ﬂ=mw°
AE,, AT, 22 a

puisque & = AT, le facteur de qualité s'écrit aussi Q = %

Tenant compte des relations établies dans les paragraphes précédents, on a :

2 _ 2 2)\* 1
w= |w;— 1% =w, 1—(w—0) = wy 1_4_Q2

Ty
_1
4Q?

et

T=
1

Il-2-b-cas d'un amortissement fort (1 > wqy) : régime apériodique

Dansce cas A’ = 1% — w(z, > 0 et I'équation caractéristique admet deux racines réelles négatives :

ri2 = —At ’AZ - (l)(z)

La solution s'écrit x(t) = A;e™* + A,e™! ou simplement : x(t) = e‘“(Ae‘/Et + Be™ VA t)

Les constantes A et B sont déterminées a partir des conditions initiales.

. o i 4 x(t)
- Si, par exemple, a l'instant initial t = 0 ona x = xg et

x =0, alors:

x(t) = xg e (ch(at) +§ sh(at)) %o

2
= —_ (20
avec o=141]1 ( 2 )
0 t

ot ,—ot ot_ ,—ot A x(t)

ch(at) = % et sh(at) = %

- Si, par exemple, a l'instant initialt = 0onax =0 et
X =Vgalors:

|4
x(t) = 7" et sh(at)

avec a=/1/1—(%)2 0

Ce mouvement est caractériser par un retour vers la
position d'équilibre sans oscillations. Ce régime est dit apériodique.

v
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Il - 2 - ¢ - cas d'un amortissement critique (A = w,) : régime critique
Danscecas A’ = 12 — w% = 0 et I'équation caractéristique admet une racine réelle double :
ri=r"7, =—A=—(l)0
La solution de I'équation différentielle s'écrit : x(t) = (At + B) e ™
Les constantes A et B sont déterminées a partir des conditions initiales.
- Si, par exemple, a l'instant initial t=0, x = xg et & = 0, alors: x(t) = xg(At + 1) e % (fig1)
- Si, par exemple, a l'instant initial t = 0onax =0 etx =Vgalors: x(t) =V,te (fig2)
A X A X(®
Xo
0 > >
¢ 0 t
Figurel Figure2

Ce mouvement est aussi caractériser par un retour vers la position d'équilibre sans oscillations. Ce régime est

dit critique.

Ce retour a I'équilibre se fait plus rapidement que dans le cas du régime apériodique. Donc, contrairement a

ce que l'on pouvait penser au départ, un amortissement trés fort retarde le retour a I'équilibre.

En conclusion, plus I'amortissement est important, plus les oscillations sont amorties et plus leur pseudo-
période est grande. En augmentant I'amortissement les oscillations sont de plus en plus amorties jusqu'a ce que
le régime cesse d'étre pseudopériodique. Le point matériel regagne sa position d'équilibre, sans effectuer aucune

A x(t)

N N régime critique

régime apériodique

v

oscillation, au bout d'un temps d'autant plus long que lI'amortissement est plus important (le régime critique est

caractérisé par le retour le plus rapide a la position d'équilibre). Le régime critique est appelé ainsi parce qu'il

n'est obtenu que pour un amortissement unique séparant le régime pseudo-périodique du régime apériodique.
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Il - 3 - analogie électromécanique

Le systeme électrique dynamiquement équivalent a l'oscillateur amorti est le circuit LC étudié dans le
paragraphe auquel on rajoute une résistance R (circuit RLC). La résistance R joue le méme réle que le coefficient
de frottement a.

C L
| | 1000060\_
\ | |
;U U,
Ur
—
R

111 - PLAN DE PHASE ET PORTRAIT DE PHASE
Il - 1 - définition

Considérons, dans un référentiel R(0,xyz) un oscillateur linéaire, dont |'état est déterminé par la

. d
connaissance de x(t) et V(t) = Z(tt)
On appelle plan de phase, le plan obtenu en portant x en abscisse (ou une grandeur proportionnelle a x) et la

vitesse V (ou une grandeur proportionnelle a V) en ordonnées. Quand AV

le temps s'écoule, un point P du plan de phase de coordonnées . o d

(x(t), V(t)) décrit une courbe appelée trajectoire de phase du systéme. v P, tra]eiltmre €

ol----- phase

e

Toute trajectoire de phase commence en un point Po(x(O),V(O)) i

représentant les conditions initiales. |

L'ensemble des trajectoires de phases obtenues en considérant i

plusieurs conditions initiales possibles est appelé portrait de phase. Xo X
Rappelons que si x(0) et V(0) sont donnés alors la solution x(t), de

I'équation différentielle de mouvement, est unique.

v

Ill - 2 - propriétés des trajectoires de phase

® En vertu de l'unicité de la solution x(t), les trajectoires de phase, d'un systéme libre, obtenues pour des
différentes conditions initiales ne se coupent jamais (cette propriété n'est plus valable pour les systemes forcés).

@ Les positions d'équilibre correspondent a V = 0. Donc les positions d'équilibre sont situées sur I'axe 0x. Ces
points sont appelés des points singuliers du systeme.

. d . . d , o
®Si V= d—: > 0 alors dx > 0, donc x croitetsi V = d—: < 0 alors dx < 0, donc x décroit = le sens de parcours
d'une trajectoire de phase est celui des aiguilles d'une montre.

@ Si le mouvement est périodique alors le systéme retrouve les mémes conditions initiales (méme point P, de
I'espace des phases) et la trajectoire de phase est une courbe fermée.

® La trajectoire de phase coupe I'axe Ox a angle droit sauf aux points singuliers
Il - 3 - portrait de phase d'un oscillateur harmonique linéaire non amorti
Considérons l'oscillateur harmonique libre étudié dans le § | du présent chapitre. Les équations d'évolution de

cet oscillateur sont :
X = X, cos(wot + @) et V = —x,,wq sin(wgt + @)
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x 2 |4 2 , . .
= (—) + ( ) =1 c'est I'équation d'une ellipse.
Xm Xm®Wo

Donc, le portrait de phase de l'oscillateur harmonique linéaire non amorti est constitué par un ensemble d'ellipses
centrées en O et d'axes Ox et OV (voir figure ci-dessous).

»

woxmg

wamZ
wam1

X
y xmg

. N . v .
® On trace souvent le portrait de phase de I'oscillateur harmonique dans le plan (x,w—) dont les coordonnées
0

A
\/

Remarques :

sont des grandeurs de mémes dimensions. Dans ces conditions, la trajectoire de phase est un cercle de centre O
et de rayon x,, (déterminée par les conditions initiales) :

|4

.
Wy

X
»

) h

. . s . 1 |4 . .
@ Pour l'oscillateur harmonique linéaire non amorti on a E,,, = Ekx,zn donc dans le plan (x,w—), les trajectoires
0

Z\
NI

de phase sont des cercles isoénergétiques (méme valeur de I'énergie)
Il - 4 - portrait de phase d'un oscillateur harmonique linéaire faiblement amorti

Considérons l'oscillateur harmonique faiblement amorti (régime pseudopériodique) étudié dans le §ll du
présent chapitre. Les équations d'évolution de cet oscillateur sont :
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x(t) = Ae  cos(wt + @) et V(t) = Ae *[-A cos(wt + @) — w sin(wt + @)]

et dans le cas d'un amortissement faible (8§11 - 2 - a), A K wq et w = w, ces équations deviennent :
x(t) ~ Ae * cos(wyt + @) et V(t) =~ —A e ™ w, sin(wyt + @) =

N

x? + (L) =(4 e"“)2

Wy

v . . . , . . .
donc, dans le plan (x, w—), le portrait de phase est formé par I'ensemble des spirales. Le point O qui correspond a
0

la position d'équilibre du systéme attire toutes les trajectoires de phase.

&=

Z

AS
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Chapitre V

OSCILLATEUR HARMONIQUE EN REGIME FORCE

| - L'OSCILLATEUR FORCE

L'oscillateur livré a lui-méme (oscillateur libre) se met a osciller grace a I'énergie emmagasinée. Dans le

chapitre précédent, on an a vu que la force de frottement induit un amortissement des oscillations qui s'annulent
au bout d'un certain temps (quelques t). Si I'on veut maintenir ces oscillations, il faut restituer régulierement a
I'oscillateur I'énergie dissipée par les forces de frottement (ou par effet Joule dans le cas du circuit RLC) : on dit
qu'il faut entretenir ces oscillations. Pour cela on applique une force, dite force excitatrice, (ou excitateur)
indépendante de I'élongation du systéme. L'oscillateur qui répond aux excitations est appelé, pour des raisons qui
apparaitront plus tard, résonateur et les oscillations entretenues par la force excitatrice sont dites oscillations
forcées.
Cette étude est tres intéressante car elle permet de traiter une grande variété de phénoménes de méme type,
mais de natures physiques tres différentes. Il peut s’agir de systemes mécaniques (un amortisseur de voiture par
exemple) soumis a des contraintes extérieures, des atomes excités par des ondes lumineuses, ou encore certains
réseaux électriques soumis a des excitations (circuits RLC par exemple).

A titre d'exemple d'oscillations forcées, on va considérer le cas d'une excitation sinusoidale
de type F = Fy cos(Qt) ou Q est la pulsation de la force excitatrice et Fy une constante.

| - 1 - équation différentielle du mouvement

Considérons le cas de l'oscillateur amorti par frottement visqueux étudié dans le chapitre IV : c'est I'exemple
d'une masse m attachée a un ressort de raideur k et soumis, en plus de la force de rappel ﬁ, a une force de
frottement visqueuxf = —a V ou a est le coefficient de frottement visqueux (a > 0).

Appliquons le théoréme de I'énergie mécanique :

dE — —> - — - —
¢ = P(F)+P(F) = f.V+F.V = —ai® + &F, cos(0r)
= X+ 2Ax + w(z, X = %cos(ﬂt)

k . - .
avec g = \/; (pulsation propre) et A = % (coefficient d'amortissement)

Cette équation différentielle est une équation de second ordre avec second membre dont la solution est la
somme :

e de la solution générale de |'équation différentielle sans second membre, c'est a dire de I'équation
X+ 2Ax + w(z, X (qui correspond a l'oscillateur amorti étudié dans le chapitre précédent). Aprés un certain temps
plus ou moins court selon la force de frottement, cette solution tend vers zéro.

e d'une solution particuliére de I'équation différentielle avec second membre. Cette solution particuliére
s'écrit:  x;, cos(Qt + @)
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| -2 - étude du mouvement

| -2 - a - régime transitoire et régime permanent

Le régime transitoire correspond a la solution compléte de I'équation différentielle (somme de la solution
générale et de la solution particuliére). Ce régime qui ne dure pas puisque aprés un temps (quelques 1) la solution
générale s'annule, est dit régime transitoire.

Quand le régime transitoire s'est complétement évanoui (solution générale s'annule) il ne subsiste que la
solution particuliére est le régime est dit permanent (oscillations forcées ou régime forcé).

Les oscillations forcées (régime permanent) sont caractérisées par la solution :
x(t) = xp, cos(Qt + @)

ol x,, est I'amplitude du régime forcé et ¢ le déphasage par rapport a I'excitation F

1-2-b - étude du régime permanent (détermination de x,, et )

Dans ce paragraphe on va utiliser deux approches pour déterminer I'amplitude du régime forcé x,, et le
déphasage ¢ par rapport a I'excitation.

Il s'agit de remplacer, dans I'équation différentielle de mouvement, x(t) par x(t) = x,, cos(Qt + @) et
identifier les différents termes.

x(t) =x,cos(Qt+¢@) = x(t) = —x,, Q sin(Qt + @) = x(t) = —x,, Q% cos(Qt + @)
X+ 2% + w3 x = %cos(ﬂt) & xp(wd — Q%) cos(Qt + @) — 2A0x,, sin(Qt + @) = %cos(ﬂt)
si Qt = —¢@ alors xm(wh — Q2) = %cos(q)) équation (1)

si Qt = —¢@ +§ alors —2A0x,, = %sin(rp) équation (2)

la somme des carrées des deux équations précédentes donne :

Fy e
x,, = m _ 0 2
J4AZQZ +(wi-92)" |10 (. @
2of "o
. équation (2)
puis, équation (1) =
Q
210 Qw,
t - _ - _
9(@) o — a2 1_(£)2
®Wg

Pour cette méthode on associe a chaque grandeur algébrique y une fonction complexe y telle que y = Re(y)
c'est a dire dans notre probléme, au déplacement sinusoidal x,,, cos(Qt + ¢), on associe la fonction complexe
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X = X,/ telle que x = Re(X) puis & F = F cos(Qt) on associe la fonction complexe F = Fye/®t telle
N s s . ees . .. . F s .
que F = Re(F) et a I'équation différentielle du mouvement ¥ + 24x + w3 x = ;Ocos(ﬂt) on associe |'équation

. s . o -~ -_— F
différentielle complexe X + 24% + w3 x = -
Le nombre j est le nombre complexe tel que j2 = —1
X = x,,e/ (0 & X=X,/ =%, e/

avec X, = xmei"’ qui est 'amplitude complexe.

Il est clair que : Xm = | Xml et o =Arg(x,,)

maintenant si X = x,,e/(@t+®) alors x =jQx et X=-0%x

L'équation différentielle complexe du mouvement donne, aprés simplification par /(@0
Fo

X = m
" (w3 —02)+j220

d'ou :
F
™ mo}
xm = |7m| = ; = -
\/4AZQZ+((»%—QZ) 190 (0
wi "W
et
Q
210 Qwo
tg(e) = - ==
)
0o

| -2 -c-réponse en amplitude

On dit qu'il y a résonance d'amplitude si I'amplitude des oscillations forcées, x,,,prend une valeur maximale.

L'amplitude x,,, prend une valeur maximale si le dénominateur de I'expression donnant x,,, est minimal, c'est a

2
dire si la fonction y(Q) = (w(z, — QZ) + 42202 est minimale. Déterminons alors |'expression de © = Q, pour
laquelle y() est minimale (donc x,,, est maximal).

2=0 = Q (0% - wi+242)=0 = Q=0 ou 02 = w — 222
La deuxiéme solution ne donnera des valeurs réelles que si wg > V2 A o Q> %

. 1 . .
-SiQ > Zon deux solutions possibles :

Q=0 t Q=0 = |w:—22%2= 1—2(1)2— 1- L
= e =0, = |wj = w o) = @0 202

Les amplitudes sont :

F
2 pour =0
mw}

xm(o) =
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Fo
m?

Fo
et Q) =—2—= — pour @ = Q, c'estla résonance en amplitude.
22 /m(z)—lz wf /1—m

-SiQ < oA alors il n'existe qu'une seule solution = 0 = I'amplitude décroit avec la pulsation

= pas de résonance.

On remarque bien que I'amplitude tend vers zéro quand la pulsation de I'excitation devient trop grande. Pour
un faible amortissement on observe une résonance d'amplitude qui se manifeste par un pic pour une valeur de
Q.. Pour un amortissement trés faible, la résonance d'amplitude a lieu en Q. = wy. Dans le cas général la
résonance d'amplitude est obtenue pour Q. # wg. Pour les amortissements forts, cette résonance disparait.

Le schéma ci-dessous donne la variation de x,,, en fonction de la pulsation Q de I'excitateur.

A Xm

Résonance aigué (1 < wg)

Résonance floue
Proche de I'amortissement critique

Amortissement fort
(pas de résonance)

Q. Q

On définit la bande passante comme étant l'intervalle des fréquences pour lequel I'amplitude est égale a
Xm(Qr)

V2
Fo Fo

@) m m

1. (Q) = Xm (L2 = m — m
m(®) \ 2024 (02-02) 22 [2 (w222
41202 +(wi-02) (w§-2%)
2 22 202 2(,.2 12 A Xm
= (0§ —-0%)" +4220%2 =822 (w§ — A%)
X (Q))
=
1
ﬂl =~ wo (1 — %)
et xm(ﬂr))
vz
1
QZ = Wy (1 + E)
- _ ~ 20 _ 2 Q
|-2-d-réponse en phase
Fo
Rappelons que Xx,, = W
, 210 w3—0?
sing = — et cos @ =
4/1202+(w(2,—122)2 4/1292+(w(2,—122)2
Q
229 Qg

tg((P) = _w(z)_ﬂz = -

-5
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Onremarquequesing <0 = —m < @ <0, ceci signifie que la réponse x de I'oscillateur est en retard de
phase par rapport au résonateur.

Siﬂ=w08|0rSCOS(p=Oet(p=—§; si2—>0alorsep -0 et sif2 > t+oalors@ - -1

|- 2 - e - étude de la vitesse (résonance de vitesse)

. Fg
= - rN— = i jo—- N = . .
V=x=jOx="V,e% = m ou Vo est I'amplitude complexe de la vitesse.
Wo— ]
Fy
Vin = |V| = m

V(0 — 022 + 42207

On dit qu'il y a résonance de vitesse si la vitesse prend une valeur maximale. Déterminons alors I'expression
de £ pour laguelle on a résonance de vitesse.

L=0 = 0=0,=w
donc quel que soit I'amortissement, il y a résonance de vitesse pour :
N =0, =w
et I'amplitude de la vitesse est V,,, = 5o
mwg

Maintenant le déphasage @' entre la vitesse de I'oscillateur et la force excitatrice est donné par la relation :
o' =Arg(V) = Arg (j.(l %) — Arg ((w(z, — Q%) +j 2/19) = Q' =@ +§
ol ¢ est le déphasage entre I'amplitude de l'oscillateur et la force excitatrice

1-2-f-impédance mécanique

On appelle impédance mécanique, le rapport de I'amplitude complexe de la force excitatrice et de
I'amplitude complexe de la vitesse :

Z =

§<I| -
S

Z 2
= z=j;—2_0((w%—m)+j2,m)=_j%(a,g_gz+j2m)=jm<ﬂ_%)+um

m

Posons Wy = % et A:% = Z=a+j.(2(m—%)

= Z=|Z|=\/a2+ﬂz(m—%)2

Remarque :

Alarésonance 2 =02, =wg et Z=a

— 2
Pour le circuit électrique équivalent (circuit RLC) I'impédance électrique est Z = |Z| = \/RZ + Q2 (L - é) et

alarésonanceZ = R.
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Chapitre VI

LE MOMENT CINETIQUE

En mécanique classique, le théoréme du moment cinétique est un résultat fondamental. Il se révele trés pratique
dans I'étude des problémes a deux corps et en mécanique du solide.

Le théoréme du moment cinétique est notamment utilisé dans I'étude des mouvements dits a force centrale, car
celles-ci ont une contribution nulle au moment cinétique pris en un point particulier, ce qui simplifie parfois
grandement Il'analyse. C'est ainsi qu'il est utilisé pour démontrer laseconde loi de Kepler décrivant les
mouvements des planétes autour du Soleil.

| - MOMENT CINETIQUE D'UN POINT MATERIEL
| - 1 - moment cinétique par rapport a un point

Soit un point matériel M, de masse m, en mouvement avec une vitesse V dans un référentiel R.
Soit 0 un point fixe de ce référentiel.
Le moment cinétique dans R, ZO en 0, du point M est défini par le produit vectoriel de son vecteur position et sa
guantité de mouvement :

_— _— -

Lyo=0OMAP=0MAm

Dans le systéme international, le moment cinétique est exprimé en kg.m?s~1.

—

Vecteur moment cinétique dans
le cas d’une trajectoire plane
Remargue : moment cinétique en un point O’ dans R

Considérons un point O’ dans R. Le moment cinétique en ce point O’ est :

Lo=0MAP=00AmV+0MAmMV =00AmV +L,

APPLICATION :

Considérons le référentiel fixe R(0,xyz) muni de la BOND (if E) Exprimer le moment cinétique en O
dans le systeme des coordonnées cylindriques du point M.
Etudier le cas particulier d'un mouvement qui s'effectue dans le plan x0y.

Solution :

Mécanique du Point Matériel Hichem Chaabane - Année 2011 ISITCom - Hammam Sousse



Chapitre VI : Le Moment Cinétique 67

L, = m(pid, + zii,) A (pt, + p@iiy, + ZE) = mp?pk + m(zp — p2)i, — mpz@i,

Dans le cas d'un mouvement qui s'effectue dans le plan x0y, on a :
z=0,alors L, = mp?gk et Lol = mp?e

VA

| - 2 - moment cinétique par rapport a un axe fixe A orienté
Considérons un axe A passant par le point O est orienté par le vecteur unitaire U, (vecteur directeur de I'axe

A).
Par définition, le moment cinétique L, par rapport a I'axe A, passant par le point O est le scalaire donné par :

LA = LO'ﬁA
Remarque :

Considérons un point O’ dans R. Déterminons le moment cinétique L', par rapport a 'axe A en utilisant un autre
point O’ de I'axe A.

L,A = _i')O"ﬁA = (O—IO)AmV))ﬁA +_i:0.ﬁA = (W/\m?) + LA

or, le vecteur 0’0 est colinéaire a U, = (0’0 A mV) est un vecteur perpendiculaire a Uy
= (00AmV).1, =0 - L'y=1L,

Il - THEOREME DU MIOMENT CINETIQUE
Il - 1 - moment d'une force par rapport a un point
Lorsqu'on exerce une force sur un corps pouvant tourner (autour d'un axe ou d'un point), celui-ci a tendance

a décrire une rotation. Pour mesurer la capacité qu'a la force d'imprimer un mouvement de rotation a un corps,
on utilise une quantité appelée moment d'une force.

Par définition, le moment en un point O de la force F appliquée au point matériel M est :

7o (F) = OM A F
ﬁo s'exprime en N.m.

Remarques :

® moment d'une force Fenun point 0" # O de lI'axe A :
My (F)=0MAF=00AF+O0MAF = My, (F) =00 AF +My(F)

@ Bras de levier

Le module du moment par rapport a par rapport a un point O d'une force F appliquée au point M est :
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170 (F)|| = oM A F|| = |[F|| ||oM]| sin 6

0 est I'angle entre OM et F ﬁo (f) ©0
d= ||0M|| sin @ = OH est la distance du point O a la direction \\ Y
de la force. Cette distance est appelée bras de levier. d \ . -
\\\ \\\ F .-
Si l'axe (M, F) passe par O alors J\_)fl‘o(ﬁ) =0 \\ _,\3 T 0
sesTT MO
-~ H .

Il - 2 - moment d'une force par rapport a un axe

Considérons un axe A orienté par le vecteur unitaire U, (vecteur directeur de I'axe A). Soit O un point de cet
axe.

Par définition, le moment de la force F appliquée au point matériel M par rapport a I'axe A est le scalaire
donné par:

MA = Mo(F)ﬁA
Cette définition est indépendante de O de |'axe A. En effet,

Mo, (F). 7, = (WAF).ﬁA = (WAF+WAF).ﬁA = (WAF)-HA"’(O—M’\F)'ﬁA =My
R C e 3

Il - 3 - théoreme du moment cinétique par rapport a un point fixe O

-
Soit un point matériel M, de masse m, en mouvement avec une vitesse V dans un référentiel R. Soit O un
point fixe de ce référentiel.

Ce point matériel M est soumis a la résultante des forces extérieures F = }; F; o1y

o
Dérivons le moment cinétique Ly par rapport au temps, relativement au référentiel R.

dt _<dt )RAp+0MAdt

Puisque (dg—:d) AP =VAmV =0 etdapréslaR.F.D % = md alors:
R

dz —_— — B — —_— — —_— —
d_to =0OMAma= OM/\ZiFi,ext = ZiOMAFi,ext = ZiMo(Fi,ext)

d'ol le théoréme du moment cinétique :

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique d'un point matériel, en un point fixe O, est égale a la

. . dL — =
somme des moments en O des forces qui s'exercent sur ce point : d—to =i Mo (Fiext)
Remarques :

dzol d — [— —

—==_{(0'0 + OM) AmV (M)}

_ do'o - dom - — av (M) | = dv (M)

=~ AmV (M) + ” AmV (M)+O0OMAmM a0 +0'0Am e
V (M)AmV (M)=0 0 Hinm ¥ (D

dt
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dL, _d0'0 . o yg T v _doo, OMAma
= = AmVIM) +OMAm ——==——AmV (M) +0'MArma
diol I 17 A (B
= —==-V(O)AmV (M) + T; M, (Fiext)
dio, v 17 7'
= dt = ZiMor(Fi,ext) +mV (M) A V(O )

@ Si la résultante des forces F = Z,-f"i,ext passe constamment par le point fixe O (et on parle dans ce cas de force

centrale) OM et F sont colinéaireset OM AF = 0 = Zo = Cte

Donc pour un mouvement a force centrale, L, est un vecteur constant. On parle dans ce cas de la conservation
du moment cinétique.

Considérons le cas ou le point matériel M est animé, dans le référentiel R(0,xyz), d'un mouvement
circulaire de vitesse V, de centre O et de rayon R. On a vu dans le chapitre | (§V - 4, remarque @) que dans ce cas
le vecteur vitesse peut s'écrire sous la forme V =@ AOM avec @ le vecteur rotation instantané. Le travail
élémentaire de la force F qui s’exerce sur le point matériel M, est donc :

8W =F.Vdt =F. (73 A W)dt ce qui n'est autre que le produit mixte (ﬁ, w, W) = (E)’, OM, f)
= W = @.(0OM AF)dt = 6. M, (F)dt

Donc le travail élémentaire SW est le produit scalaire du vecteur rotation instantané et le moment de la force F
en 0, multiplié par dt.

D'autre part : W = w. ﬁo(F)dt = P =w. ﬁo(F)

or d’apres le théoreme du moment cinétique dd—z;" = ﬁo(f) = P= E’.dd—z;"

or pour un mouvement circulaire de rayon D,ona:

L, = OM AmV = mD*w puisque OM = Du, et V = Dwiiy

—, d& 1 1 . L
= P= mDZw.E =d (E mDZwZ) = EmV2 on retrouve le théoréme de I'énergie cinétique.

Il - 4 - théoréme du moment cinétique par rapport a un axe fixe

Considérons un axe A orienté par le vecteur unitaire U, et soit O un point de cet axe.

A - dL v
Le théoréme du moment cinétique = d—t" =i Mo(Fiext)

dz — - = — —  — N —
= (T:) CUp = (ZiMO(Fi,ext))-uA = Zi[Mo(Fi,ext)-uA] = ZiMA(Fi,ext)

dLy\ — d(Lod dL
_O)u =—( ouA) =—A

Etant donné que le vecteur Ui, est un vecteur constant = ( It ot It

N P s N . dL -
D'ou le théoreme du moment cinétique par rapport a un axe fixe : d—tA =i My(Fiext)
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111 - RESOUDRE UN PROBLEME DE DYNAMIQUE EN UTILISANT LE THEOREME DU MOMENT CINETIQUE (T.M.C).

0
Considérons un point matériel M, de masse m, relié au point fixe O par un fil ly’
inextensible de longueur OM = £ et de masse négligeable.

A l'instant initial £ = 0, on abandonne I'ensemble sans vitesse initial, OM faisant I'angle

0, avec la verticale. On se propose de déterminer I'expression @(t) dans le cas des

petites élongations angulaires. o q
Supposons que les forces de frottement sont négligeables.

S

définition du systeme :

le systeme est constitué du point matériel de masse m.

nature du référentiel R par rapport auguel on étudie le mouvement :

le référentiel d'analyse R est le référentiel terrestre, qui est considéré comme galiléen.

bilan des forces : le poids mg = ng et la tension du fil T = —TN

Lo o dL, =2
théoréme du moment cinétigue : rTin M,

-

L0=WAmV
oM =1¢i, = V=¢£0i, = L,=~%i, \meoi,=me?0k

donc Lo = me2gk
dat
Zﬁo =OM AT+ 0M A mg or T et OM sont colinéaires et donc OM AT = 0

ce qui implique que ¥, M, = OM Amg = £ii, A (mg cos 0, — mgsinO1y) = —mgl sin@k

eT.M.C = —m lsin@=mld = é+%sin0:0

Si B est assez petit, on peut confondre I'angle 8 avec son sinus. Il vient alors : 6 + w(z, =0

avec wg = \/%

intégration des équations différentielles :

La solution de I'équation différentielle @ + w3 = 0 est de la forme : @ = @, cos(wyt) + 0, sin(wyt)

conditions initiales :

at=0,0na:0(t=0)=0,=0;, et 0(t=0)=wpf,=0 = 6, = 0 d'ou la solution :

0 =00cos<\/%t>

(e - 2 l
Le mouvement est donc périodique de période Ty = w—" = Zn\/;
0
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Chapitre VII

LES CHANGEMENTS DE REFERENTIELS

On a déja vu au §I-6 du chapitre I, que la notion de mouvement ou celle de repos, est relative. Le mouvement
est toujours étudié par rapport a un référentiel bien déterminé.
Dans ce chapitre, nous allons décrire en quoi les observations faites a partir de systemes de référentiel différents,
sont liés les unes aux autres. Nous verrons que deux observateurs qui se déplacent I'un par rapport a l'autre ne
s'accordent généralement pas sur le résultat de leur mesure. Pour illustrer ¢a, prenons un exemple. Imaginons
gu'une personne qui se déplace sur un chariot mobile (observateur A) lance une balle en I'air a la verticale selon
son systeme de référence, comme l'indique la figure ci-dessous. Pour cet observateur, la balle aura une
trajectoire verticale. Par contre pour I'observateur immobile au sol (observateur B), la trajectoire de cette balle
sera parabolique. Ce mouvement du méme point se manifeste donc de fagon différente suivant le référentiel
dans lequel on se place pour le décrire.

1

. -~

~
' Trajectoire vue par e . Trajectoire vue par
'\ I’observateur A 4 \ l’observateur B
: ! /I \
1! / [ ]
'e \
A Y B A A
o \
[ ’
[ § " ! ‘\ 1
PN
A
#11
—> . —
I
X /._y
r----2
(O O) 2 il Q 0

Le but de ce chapitre est de trouver comment se transforment les vecteurs vitesse et accélération lorsqu'on

passe d'un référentiel a un autre en mouvement par rapport au premier. Introduisons d'abord quelques notions
utiles.

| - DEFINITIONS GENERALES

| - 1 - référentiel absolu et référentiel relatif

Soit R un référentiel muni d'un repéere d'espace Oxyz de base BOND (i,f,ﬁ) Ce référentiel est considéré
comme fixe. On dira que c'est un référentiel absolu.

—_ - —
o7

Soit R un deuxiéme référentiel muni d'un repére d'espace O'x'y’'z' de BOND (l 1, ’) en mouvement par
rapport a R. Le référentiel R’ est appelé référentiel relatif

| - 2 - mouvement absolu, mouvement relatif

Soit M un point matériel mobile par rapport au référentiel R (fixe) et par rapport au référentiel R’ (mobile par
rapport a R). Le mouvement de M par rapport a R est dit mouvement absolu et le mouvement de M par rapport
a R’ est dit mouvement relatif.

| - 3 - vitesse et accélération absolues; vitesse et accélération relatives

La vitesse et I'accélération du mouvement de M par rapport a R (le référentiel fixe) sont dites vitesse absolue
et accélérations absolue et sont notées, respectivement, V, et a,
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Celles par rapport a R’ (référentiel relatif) sont dites vitesse relative et accélération relative et sont notées
respectivement V, et &,

| - 4 - notion de point coincidant

On appelle point coincidant le point P du référentiel R’ (mobile) qui, a l'instant t, coincide avec le point
mobile M. Notons bien que le point coincidant est lié au référentiel mobile R’, qui I'emporte avec lui dans son
mouvement. Le point P occupe la méme position géométrique que le point matériel M a un instant t. Ces points
ne coincidant géométriquement qu'a cet instant : l'instant suivant, c'est un autre point de l'espace lié a8 R’ qui
coincide avec M.

I -5 - mouvement d'entrainement de R’ par rapport a R

C'est le mouvement du point coincidant (lié au référentiel relatif R') par rapport au référentiel
absolu R.

| - 6 - vecteur rotation instantané

On a déja définit ce vecteur dans le paragraphe V-4 du chapitre I.
Supposons que le référentiel R’ est animé d'un mouvement de rotation par rapport & l'un des axes du
référentiel R (Oz par exemple). On appelle vecteur rotation instantané de R’ par rapport a R, le vecteur E)’R//R

o — , . , . d
(noté généralement w), porté par I'axe de rotation (0z dans notre exemple) de norme égale a w = d—‘f et de sens
déterminé par la regle du tire-bouchons.

I - 7 - dérivation d'un vecteur par rapport au temps relativement a R et a R’

Soit A un vecteur quelconque de composantes cartésiennes x,y,z dans R et x’, y', z' dans R'.
Par définition, la dérivée d'un vecteur par rapport au temps, relativement a une base, est le vecteur obtenu en
dérivant ses composantes dans cette base et en considérant que les vecteurs de base sont fixes.
dA C o s LT d4 i AT A P I
Donc, (=) =xt1+yj+zk et —) =x'U'+yj)y+zk
dt R dt R

—.

Comparons ces deux équations :

dans le référentiel R :

(1)
(2)

dans le référentiel R’ :

R . . . . dA
a partir de I'expression (2), exprimons (—t)
R

dZ) A l(d7> 1T ’ d? N 1 dﬁ
—) =x'v+x'\—/) ty )ty |\=) tzk+z |/
(dt R dt ) p dt ) p dt ) p
or d'aprés les résultats du §V-4 du chapitre |, remarque ®, On a :

dv T dyi — . dkr — T3
(—") =wAl; (L’) =wAj] et (—') = wAk'
R R R

I

dt dt dt
o d4 dA — =
il vient : (—) = (—) +wAA
dt R dt R’
Remarques :

@ Dans le cas ou le vecteur A est fixe dans le référentiel R’, la formule précédente se réduit a :
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<dZ> i
—] = w
dt R ) )
. . e . - = dA dA
@ si R’ est en mouvement de translation pure par rapport au référentiel R, ona w = 0 et (E) = (E)
R R’

11 - COMPOSITION DES VITESSES

Soit R un référentiel fixe (absolu) d'origine O et de vecteur de base, J, E, et soit R' un référentiel mobile

(relatif) par rapport a R, d'origine O' et de vecteur de base 7, 7, K.
Soit M un point matériel mobile par rapport a R et par rapport a
R’ et dont on veut étudier son mouvement dans les deux z
référentiels précédents.

Les coordonnées cartésiennes du point M, sont, M(x,y, z) dans R
etM(x',y',z") dans R’.

D'apres sa définition, la vitesse absolue Va du point matériel M

. - . = doM
est sa vitesse dans le référentiel absolu R, donc: V, = (7>
R

OrOM = 00' + O'M

donc V, = (do—M>R = %(567 + W) - <d00'>R n <d01M>R

de R dt dt

=
On a montré dans le §1-7 que la dérivée temporelle, dans un référentiel R, d'un vecteur A est :

dA d4 — = . . do/M
(—) = (—) + w A A; appliquons ce résultat au vecteur (—) :
dt)p dt ) pr dt Jp

(d"””> = ("‘O’M) +BAOM=V, +@AO'M puisque (do'M) =V,
R R’ R

dt dt dt
0+ (82) A,
RI

I doo — ' o ' P
Ve = ( ' ') + @ A O'M c'est la vitesse d'entrainement.
RI

Le premier terme de 176 traduit le mouvement de translation de O’ par rapport a 0, et le deuxiéme terme traduit
le mouvement de rotation de R’ autour du support de @

= dorMm
v, (

) c'est la vitesse de M mesurée dans le référentiel R’ (mobile) : vitesse relative.
R/

V, c'estla vitesse de M mesurée dans le référentiel R (fixe) : vitesse absolue.

D'ou la formule fondamentale de la loi de composition des vitesses :Va = Ve + Vr

La vitesse absolue d'un point matériel M (vitesse par rapport au référentiel absolu R) est égale a la somme
géométrique de la vitesse relative de ce point (vitesse par rapport au référentiel mobile R’) et de la vitesse
d'entrainement de R’ par rapport a R.
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Remarque :

Par définition, le point coincidant est fixe dans R’ donc sa vitesse dans R’ est nulle (x' = }}’ =7 =0). Ce

qui implique que Va(P) = I7€(P). Donc la vitesse d'entrainement est la vitesse du point coincidant P (qui est fixe
dans R’).

APPLICATION :

Dans le plan xOy I'axe Ox' tourne a la vitesse angulaire constante w. Un point matériel M se déplace, a
vitesse constante V), sur I'axe O'y’ (du plan xOy) perpendiculaire 3 00’ (le point O’ est fixe sur Ox’ et tel que
00’ = D). Al'instant t = 0 le point O’ est sur I'axe Ox et le point M est confondu avec O’.

Soit R le référentiel d'origine O et de vecteurs de base i, j, Kk, et soit R’ le référentiel d'origine O’ et de
vecteurs de base 7, 7’, E’)

1 - Déterminer les coordonnées du point M dans le référentiel R. En déduire dans ce méme référentiel les
composantes de la vitesse de M dans son mouvement dans x0Yy.
2 - Retrouver le résultat précédant en appliquant la formule de composition des vitesses.

Solution :

1- Dans le référentiel R'(0',x'y'z") le point M est animé d'un mouvement rectiligne tel que V = V07 ;
O'M =V,t) et00" =DV

Dou  OM= 00+ 0M=DU+Vyt) y x ot !
Cherchons ' et j'en fonction de T et | !
I!=coswtl+sinwt] et I'=—sinwtl+ coswt] Y M ;
— OM = (D cos wt — Vo t sin wt)T + (D sin wt + V, t cos wt)] ! X
. T’ ; 2,
x(t) = D cos wt — V, t sin wt N i
d'ou : ] A (U
y(t) = Dsinwt + V, t cos wt - 0=wt
ol 7 x

La vitesse, dans R (0, xyz), du point M, établie dans la base (1, J), s'obtient par
simple dérivation des expressions précédentes :

x(t) = —(Dw + V) sin wt — V,, wt cos wt
V() =
y(t) = (Dw + V,) cos wt — V, wt sin wt

2 - Appliquons la formule de composition des vitesses.
Dans le cas qui nous intéresse ici, R' a un mouvement de rotation uniforme a la vitesse angulaire constante autour
de l'axe Oz.

Ona: B=w§etl7;=(

dorM =
dt ) =Vos
) 244

door
dt

Il vient alors : V, = wD)’ + wk AVt J' =V, =Vy' +wDj —wVot
ort! =coswti+sinwtjett = —sinwti+ coswt ]
= par projection sur les axes Ox et Oy, il vient :

La vitesse d'entrainement est donnée par : I_/; = ( ) .+ wAO'M
R

x(t) = —(Dw + V) sin wt — V,, wt cos wt

I
Il

y(t) = (Dw + V,) cos wt — V, wt sin wt

cette expression est conforme a celle obtenue a la question N°1
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111 - COMPOSITION DES ACCELERATIONS

Par définition I'accélération du point M dans le référentiel absolu (accélération absolue) est égale a :

G = (dVa) _ (dZOM)
a — \"g; - 2
dt /p a2 Jp

(d—A) +@WAA
dt R

dA
Utilisons le résultat déja trouvé : (dt)

= _(dV,\ _ dfy doo7 R T
onaaa—(dt>R—dt{Vr+<dt )R+w/10M}

— _ (dV, d*00/ d(— e
a“_<dt)R+<dt2 )R+dt(wA0M)R

T

dv as . 1t en -
le termed, = (—) n'est autre que l'accélération du point M dans R’; c'est donc l'accélération relative du
R/

dt
point M.
d WAOM), = da AO'M+ @A do'M dw /\W+_’/\ WAO'M + do'm
ac\® Ro\dt), @ dt @M dt ),
dw
=(— 0’M+w/\(w/\0’M)+w/\ .
dt R

2707, — _
d'ou aa=("d‘:f’)R+(“;—‘:’)R/\O'M+w/\(w/\o'M)+2w/\v +d,

— dzo—o; dw R YEY — — VYRV ' sz . ' " '
le terme d,=|— ;) + (E) AO'M+@A(BAO'M) est laccélération d'entrainement. Clest
R R

I'accélération du point coincidant P.

—

Le terme d, = 2 w A V, est un terme complémentaire appelé accélération complémentaire ou de Coriolis.
En conclusion :
La loi de composition des accélérations s'écrit : d,=d,+d,+d,

d, c'est I'accélération du point M mesurée dans le référentiel R (absolu) : accélération absolue.

dv h . , iy . . e .
a, = ( dt’) est I'accélération du point M mesurée dans le référentiel R’ (mobile) : accélération relative.
R/

- d?0071 de — L, o, re s , "
a, = ( I ') + (d—':) AO'M + @ A (@ A O'M) c'est I'accélération d'entrainement.
R R

!

Le premier terme traduit I'accélération absolue de O'. Le deuxiéme terme traduit le mouvement de rotation de R
par rapport a R et le troisieme terme n'intervient que si la rotation n'est pas uniforme.

—

d. =2 w AV, c'est I'accélération complémentaire ou de Coriolis.
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Remarques :

@ l'accélération de Coriolis disparait dans deux cas particuliers :
- lorsque @ = 0, c'est & dire pour un mouvement de translation pure de R’ par rapport a R.
- lorsque le point M est en équilibre dans le référentiel R’, c'est a dire V,, = 0

— —
@ si le mouvement de R’ par rapport a R est un mouvement de translation uniforme, alors on a, @ = 0 et
- —_ 2 — ¢ — — s . YTV . . 7
V., = Constant ce qui implique a@, = 0 et donc @, = a,. Par conséquent, si les référentiels R et R’ sont animés
I'un par rapport a I'autre d'un mouvement de translation rectiligne uniforme, I'accélération du mouvement d'un
méme point mobile par rapport a R ou & R’ est la méme.
-
® Si le référentiel relatif R’ est en translation pure par rapport au référentiel absolu R, alorsw = 0 et on a

i = (d200r> _ (dVe)
e — 2 =\
a2 ) p dt ) p

. . . . . I wrd <y nd d-) -l Eurd 32
@ Si maintenant, I'origine O’ est confondue avec le point 0, alors V, = @ A OM et a, = (—w) AOM+w AV,
R

—

. . . do 7 . > —
Si en plus la rotation est uniforme alors i Oeta,=w AV,

® intéressons-nous de nouveau a I'expression de I'accélération d'entrainement da,

n d?0071 de = = (= AT s ST .
de = ( e )R + (E)R ANO'M+ wA (a) AO M). D'apres I'égalité du double produit
vectoriel [ﬁ/\ (§ A 5) = (AC)§ — (AE)C], il vient, en considérant le cas ou le point O est
confondu avec le point 0" : @ A (a_} /\W) = (5 .W)B — w?0M A
Le point matériel M lié¢ & R’ tourne autour de l'axe de rotation. Le produit scalaire QD
(@ W) = w OH avec H la projection de M sur I'axe de rotation (voir figure). A M
il vient donc : (@ W)E’ = (wOH)@ = w?0H Y S

w I,
D'ot:  (w.0OM)w — w?*OM = w?(0H — OM) = w?’MH 0 "

Nous distinguons deux termes :

ay = w’MH = —w?HM, elle correspond a une accélération centripéte.
- dw — N L1ty .
ar = (E) A OM, elle correspond a une accélération tangentielle.
R
— — —_— .
Si la rotation de R’ par rapport a R est de surcroit uniforme, alorsd; = 0 etd, = dy = —w?HM qui correspond

a une accélération centripeéte.
APPLICATION :
Retrouver ce dernier résultat (R’ est en rotation uniforme par rapport a R, remarque ®), en étudiant tout
simplement le mouvement du point coincidant et en utilisant I'expression de I'accélération en coordonnées
polaires.

Solution :
Le point coincidant P (fixe dans R') est en mouvement de rotation uniforme. L'accélération en coordonnées

cylindrique s'exprime par : d = (p™= pp?*) U, + (20 ¢ + pP)i,
Or¢ =w=Cteetp=HM =Cte = d=—-HMw?i, = —w*HM
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Un mouvement d'une particule M est étudié dans un référentiel R(0; T, j, E) veut dire que I'observateur placé en
O (origine du référentiel R) analyse le mouvement du point matériel M. Donc, la vitesse et |'accélération de M
sont analysées par rapport a I'observateur O (c'est a dire, le référentiel R). Dans ce cas R est appelé référentiel
d'étude (ou repére d'étude). Cependant, les composantes de cette vitesse et de cette accélération, définies dans
le référentiel d'étude R, peuvent étre exprimées dans la base de n'importe quel autre repére R’, appelé
référentiel de projection (ou repére de projection). Dans de nombreux problémes il est intéressant de choisir un
repére de projection distinct du repére d'étude.
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Chapitre VIl

DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL
DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN

Nous avons déja signalé que le réle de la mécanique était, a partir d'un catalogue d'actions dressé par les
physiciens, d'étudier le mouvement des corps matériels soumis a ces actions. Pour cela un moyen : la relation

fondamentale de la dynamique F = md. Mais ce moyen est pour l'instant n'est pas toujours utilisable, car il fait
recours a un référentiel galiléen comme référentiel de référence. Il est donc nécessaire de I'adapter a I'étude de
mouvements par rapport a un référentiel quelconque.

Dans ce chapitre on va donc analyser comment un observateur, situé dans un référentiel non galiléen (accéléré)
va pouvoir appliquer le principe fondamental de la dynamique.

| - LES FORCES D'INERTIE ET ADAPTATION DE LA R.F.D POUR UN REFERENTIEL NON GALILEEN

Soient un référentiel R fixe galiléen (absolu) muni d'un repére d'espace d'axes Ox, Oy, Oz, et un référentiel
R' non galiléen, en mouvement par rapport a R, muni d'un repére d'espace d'axes 0'x’, 0'y’, 0'z’.

Soit aussi, un point matériel M de masse m, mobile dans R et dans R’'.
Supposons que |'observateur O (attaché au référentiel absolu) effectue des mesures dans R. Pour décrire le

mouvement de M, il va donner a ce point une vitesse V, (vitesse absolue) et une accélération d,,

Si F est la résultante des forces qui s'exercent sur M, et puisqu'il est attaché a un référentiel galiléen, alors il

peut écrire, d'apres le principe fondamental de la dynamique :
F = md, c'est-a-dire F = md,, équation (1)
Or d'aprés la loi de composition de mouvement on a : d, = @, + d, + d, et |'équation (1) devient :

—

F —md, — md, = md, équation (2)

Maintenant si I'observateur O’ veut analyser le mouvement du point M. Il va donner a ce point une vitesse V,
(vitesse relative) et une accélération @,. (accélération relative) et s'il souhaite utiliser le principe fondamental de la

dynamique, il serait faux de I'écrire sous la forme F = md,., car la relation F = ma ne doit étre écrite que dans
un référentiel galiléen, ce qui n'est pas le cas pour I'observateur O’ qui est attaché au référentiel R’ mobile par

.

rapport a R. Par contre, si cet observateur fait intervenir, en plus de la résultante des forces extérieures F, des

forces fictives l'une égale 3 F, = —md,, et l'autre F, = —md, et essaye d'appliquer le principe fondamental de
— — — —

la dynamique il va écrire F + F, + F, = md,., c'est a dire, F — md, — md, = md,,, il retrouve I'équation (2)

Donc grace a 'artifice de ces deux forces, fictives, la relation F = ma reste valable pour définir le mouvement
d'un point mobile par rapport a un référentiel quelconque a condition d'ajouter a la résultante des forces

extérieures (forces réelles) F les forces fictives F,, et F .

Notons que les forces inventées par |'observateur O’ (mobile) ne traduisent pas des actions véritables mais elles
peuvent étre responsables de certaines actions de contact, dont on sait qu'elles ne sont entierement déterminées
gue quand le mouvement est completement étudié. Pour les distinguer des forces traduisant directement des
actions physiques et qui entrent dans la constitution de la résultante F, on les appellera des forces fictives ou des
forces d'inertie : Fe est appelée la force d'inertie d'entrainement (ou d'entrainement tout cours), et FC est
appelée la force d'inertie de Coriolis ou complémentaire.

Les forces fictives n'existent pas lorsqu'on observe le mouvement a partir d'un référentiel galiléen. Bien que
les formules mathématiques du principe fondamental de la dynamique dans un référentiel galiléen et dans un
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référentiel non galiléen sont équivalentes, les deux observateurs situés dans des référentiels différents ne
s'entendront pas sur les causes du mouvement.

Remarques :

@® La force d'inertie d'entrainement et la force d'inertie de Coriolis s'annulent dans le cas particulier ol le
référentiel R’ est galiléen.

@ la force d'inertie de Coriolis F, s'annule si V,. = 0, c'est a dire si le point matériel est en équilibre dans R’ ou si
la vitesse relative V,. est parallele a I'axe de rotation.

—

® si la rotation de R’ autour de R est uniforme alors on a, @ = wk avec @ = constante donc i 0 etsien
— — —
plus O est confondu avec O’, la force d'entrainement F, devient F, = —mw A V.
Or dans ce cas particulier I'accélération d'entrainement est purement radiale, soit :
—_— — —_—
d, = -mw?0H = F, = -md, = mw?0H

Donc la force d'inertie d'entrainement fe est dirigée de O vers H, d'ou le nom de force centrifuge.

Si R n’est pas galiléen, il faut ajouter au travail des forces appliquées celui de la force d’entrainement (Celui de la
force de Coriolis étant nul). Le théoreme de I'énergie cinétique s’écrit :

dE = = = = . - S .
d—t‘ = :P(F) + ?(Fe) OUF = }; F; oy st la résultante des forces extérieures appliquées a la particule M et

F, la force d'inertie d'entrainement.
Il - CAS PARTICULIERS
Il - 1 - cas ou le mouvement d'entrainement est une translation

Considérons un référentiel R’ (référentiel mobile) animé d'un mouvement de translation uniformément
accéléré par rapport a un référentiel fixe (absolu) R. Désignons par F la résultante des forces appliquées sur un
point matériel M de masse m dans le référentiel R.

Pour déterminer I'équation de mouvement de M dans R’, il faut tenir compte des forces d'inertie, qui sont :
® |a force d'inertie d'entrainement fe = —md,

—

® |a force d'inertie de Coriolis fc =—-md,=-2mw AV, = 0 car le référentiel R’ est animé d'un
mouvement de translation par rapport au référentiel R et donc @ = 0
Illustrons I'effet de la force d'entrainement fe par un exemple simple (notons que cette force est opposée a
I'accélération d'entrainement d,). Considérons une voiture entrain d'accélérer (ou de freiner). La force d'inertie
d'entrainement a tendance a coller les passagers aux siéges si la voiture accélére, ou a les projeter en avant si elle
freine.

Prenons un autre exemple. Considérons un point matériel m, suspendue au plafond d’un wagon de train animé
d’une accélération horizontale @. Le pendule est supposé immobile dans le train. On va essayer de déterminer
I’'angle d’inclinaison du pendule par rapport a la verticale.
Pour un observateur au repos dans le référentiel galiléen

. . . y

(absolu) (une personne immobile qui se trouve sur le a
quai), le point matériel subit deux forces: [||:||::>
son poids B = m et la tension T du fil.
Cet observateur va appliquer la R. F. D et va écrire : O R

— — = 0 >
ma, =p+T Observateur lié au x

Référentiel Absolu

— — — — — — =
Ora,=a,+ad,+a,avec a, =d, =0 (car le pendule
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est supposé immobile dans le train, I7r =0 etil n’y a pas de mouvement de rotation @ = 6) etd, =d
= md=p+T

y A
Projetons cette équation sur les axes Ox et Oy : a
13| —
ma =Tsin0 et 0=-mg+Tcos0
= tgo = —=
90=-, O o,
0 Observateur lié au X

Par contre pour un observateur qui trouve dans le train (un Référentiel Relatif
voyageur assis dans le wagon), quand il applique la R. F. D
dans le référentiel qui lui est lié (référentiel relatif), il va faire intervenir la force fictive d’entrainement

—

F,=-md, = —mad
La force fictive de Coriolis étant nulle puisque le pendule est immobile dans le référentiel relatif.
Cet observateur va appliquer laR. F. D et va écrire :

—

md,=p+T+F,=p+T—-md, =0
— =i — —

= p+T=ma, =ma

Cette derniere expression est équivalente a I'équation obtenue par le premier observateur et conduit au méme

résultat.

Il - 2 - cas ou le mouvement d'entrainement est un mouvement de rotation

Soit R un référentiel absolu (fixe), muni d'un repere d'espace Oxyz.

| S

Soit R’ un référentiel mobile, muni d'un repére d'espace 0'x'y'z’.

Considérons un point matériel M, de masse m, reposant sur un plateau de rayon D tournant uniformément
autour de I'axe de la verticale ascendante 0z. Le point matériel M est relié, au centre du plateau, par un fil
inextensible de masse négligeable et de longueur L. Le mouvement de la particule sur le plateau s’effectue sans
frottement.

Pour un observateur au repos dans le référentiel galiléen (absolu), le point
matériel subit I'action :

- de son poids p = mg

- de la tension T du fil

- de la réaction du plateau R qui lui est perpendiculaire

puisque le mouvement s’effectue sans frottements.

Cet observateur va appliquer laR. F.D etva écrire:ma, =p+T + R Observateur lié au

référentiel absolu

—

— — b1
Or al'équilibreona:p+R =10 = md, =T
— — — — — — ¢
Ora,=a,+a,+a, avec da.=a.,=0
> a,=a, = ma, =T = T—-ma,=0

Par contre pour un observateur qui trouve sur le plateau, quand il applique la R. F. D dans le référentiel qui lui
est lié (référentiel relatif), il va faire intervenir la force fictive d’entrainement
f')e = —md,. La force fictive de Coriolis étant nulle puisque le pendule est Q
immobile dans le référentiel relatif.
Cet observateur va appliquer laR. F. D et va écrire :

—_ =

md, =p+T+R+F,=p+T+R—md, =

ol

or toujours on a la condition d’équilibre a I’équilibre on a :

—

P+R=0 = T—-md, =0 Observateur lié au
référentiel relatif
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D’apreés cet observateur, la force d’inertie équilibre la tension du fil.
Cette derniere expression est équivalente a I’équation obtenue par le premier observateur et conduit au méme
résultat.

11l - THEOREME DU MOMENT CINETIQUE DANS UN REFERENTIEL NON GALILEEN
Soient un référentiel R fixe galiléen muni d'un repére d'espace d'axes Ox, Oy, 0Oz, et un référentiel R’ en
mouvement par rapport a R, muni d'un repére d'espace d'axes 0'x’, 0'y’, 0'z’.

Soit un point matériel M de masse m, mobile dans R et dans R’, et soit ), F.,; la résultante des forces
extérieures qui s'exercent sur ce point matériel dans le référentiel galiléen R.

— e -
Le moment cinétique en O’, évalué dans le référentiel relatif R’, s'écrit : Ly, = O'M AmV,

dL doM = dv — dv = -
= ( 0’) =( 4 ) /\mVr+0’M/\m<—r) =0’MAm(—r> = 0'M Ama,
dt )p, dt ) g, dt ) o, dt /p,

i}
or, d'apreés la relation fondamentale de la dynamique, appliquée au point matériel M, dans le référentiel relatif
R,ona:md, = Fo+ Fo + Y Fep

O'M A fe = ﬁo,(fe) c'est le moment en O' de la force d'entrainement.

|

—

O'MAF, = J\_)/to,(fc) c'est le moment en O' de la force de Coriolis.
O'M A % F‘)ext =0'0A % F‘)ext + O—IW) AY Fext = J‘—)’to (Z F‘)ext) +0'0 A > Fext

—_— —
ouM, (Z Fext) est le moment en O de la résultante des forces extérieures

Donc:
("dL_g)R = My (Fo) + My (Fo) + Mo(LFore) + 00 A Foe
Remarque :

Si le point O est confondu avec le point 0, alors :

dzo dzo — — —_— — —_— —
(—) = (—) =Mo(Fo) + Mo(F.) + Mo(T Fexe)
dt )p, dt /p,

c'est a dire que dans ce cas le théoréme du moment cinétique reste valable dans le référentiel relatif R’ &
condition d'ajouter au moment de la résultante des forces extérieures les moments des forces d'inertie.

A\ EQUILIBRE RELATIF DANS UN REFERENTIEL EN MOUVEMENT

On a déja vu que I'équilibre dans un référentiel galiléen, d'un point matériel se traduit par Zfext =0

= a,=0

L'équilibre d'un point matériel dans un référentiel mobile R’ (équilibre relatif) se traduit par @, = 0
Appliquons maintenant la R. F. D dans le référentiel R’ :
mfir=(_))=2ﬁext+_ﬁe+Fc = Zi_ﬁi=6
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— —

Donc on peut continuer a traduire I'équilibre dans un référentiel mobile par I'équation ), F = 0 a condition

d'ajouter aux forces galiléennes (réelles) appliquées au point matériel les forces d'inertie de Coriolis et
d'entrainement.

Exemple d'équilibre relatif : équilibre relatif dans un référentiel en translation

Considérons le cas d'une personne qui porte a la main une valise de masse m dans un ascenseur animé d'une

accélération verticale constante a et déterminons le poids apparent de la valise et la tension T exercée par la
valise sur le bras.

L'équilibre de la valise par rapport a un repére R’ lié a I'ascenseur s'écrit :

mg + T+ F')e =0 ou T est la tension du bras, et ﬁe = —md, est la force d'entrainement. La force d'inertie de

Coriolis étant nulle (mouvement de translation).

Notons a, et T les valeurs algébriques de d, et T et projetons la R.F.D sur I'axe vertical ascendant :
-mg+T—-ma,=0 = T=m(g+a,)

On voit que suivant le signe de a,, le poids apparent est supérieur au poids réel si I'ascenseur monte et il est

inférieur si I'ascenseur descend. En particulier si I'ascenseur est en chute libre ol g = d,, le poids apparent est nul

(cas dangereux, gravité zéro).

APPLICATION :

Soit le référentiel Ry(0, xg, Yo, Zp) considéré comme galiléen, Oz, étant dirigé vers la droite verticale
ascendante. Soit g le champ de pesanteur terrestre.
Un disque de centre O, de rayon D, tourne dans le plan horizontal (xy0 y,), autour du point O, a la vitesse
angulaire constante w.
Ce disque est muni d’une rainure radiale et dans cette rainure coulisse sans frottement une masselotte M de
masse m.

Soit R(0, x,y, z) un référentiel lié au disque, Ox étant porté par la rainure.

On note 1, J, k, les vecteurs unitaires respectifs des axes Ox, Oy, 0z,.
1 - La masselotte M est attachée a I’extrémité d’un ressort de constante de raideur , de longueur a vide [ ; ce

ressort est fixé en O a son autre extrémité. y Yo
zZ . . . X
a - Ecrire la relation fondamentale de la dynamique, pour la
masselotte M, dans le référentiel R lié au disque. M
b - Montrer que M peut effectuer des oscillations harmoniques, dans ot

R, autour d’une position d’équilibre x = x,. (sous réserve que k

obéisse a une condition que I’on précisera). Calculer x, et la période 0 >
des oscillations T.
2 - On supprime le ressort, la masselotte étant toujours astreinte a glisser sans frottement dans la rainure. A
t = 0, M est lachée sans vitesse initiale a une distance x; de O.

Calculer x(t) ainsi que le module de la réaction N de la rainure sur M.
solution :

1-a- Dans le référentiel relatif R (non galiléen), le point matériel est soumis a :
e son poids B = mg = —mgk
ela tension du ressort T = —k(x — I
e la réaction de la rainure N = N, + N,k
e [a force d'entrainement ﬁe = —md,
ord, =B A(BAOM) = —w?0M = —w?xi =  F, =maw?xl

e la force de Coriolis F. = —md, = —2m&@ AV, = —2mwxj

13
13

~l
+
=
+
=l
+
a

+
o

Il
3
$¢

La R.F.D, appliquée au point matériel, dans le référentiel relatif R =
Projetons cette équation sur i, jet k:
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mi = —k(x — ly) + mw?x équation (1)
0 =N, —2mwx équation (2)
0=N,—mg équation (3)

1-b-Ll’équation (1) = i+ (w3 — w?)x = lyw?3 avec wy = \/%

= i+ 0%x =lywl avec Q= wi— w?

I’équation caractéristique de cette équation différentielle sans second membre est : M+02=0
= M =-0?

le point M effectue des oscillations harmoniques siQ* >0 = a)(z) -—w?> = k>mnow
pour k > mw?, la solution générale de I'équation différentielle précédente sans second membre est la forme :
S¢ =AcosQt + BsinQt

2

. . lows ,, . . lowd
la solution particuliére est : S, = (g;o d’ot, x(t) = AcosQt + BsinQt + Ooaz)"
o P . N _ _lowd _ Kkl
La position d’équilibre relatif corresponda : ¥ =0 = xXe =0 = Xe =3 =i

L. 2 ’
La période est: T = Loop |2
Q k—-mw?

notons que les oscillations auront effectivement lieu si la masselotte reste au contact de la rainure. Il faut donc
aussi que la condition 0 < xg — X, < X — X, < D soit réalisée.

2 - Le ressort étant supprimé, I'équation (1) est remplacée par mx = mw?x

= i—w?x=0 = x(t) = Ae®' + Be™*t

orat=0,x=x,=A+B et x=w(A—B)=0 :A:B:%d'oa x(t)=%(e‘“t+e“"t)

N; = 2mwx = mw?x,(e®t — e~®?)

N, = mg et N =/N? + N2
V - DYNAMIQUE TERRESTRE
V - 1 - L'interaction gravitationnelle

La loi d'interaction gravitationnelle entre deux corps A et B, de masses gravitationnelles my, et mgy,
' . 7 Mg, Mgp —
s'exprime par: Fq, = — T
G est la constante gravitationnelle, sa valeur est déterminée expérimentalement et vaut

6,67259 + 0.00085 x 10711 N.m?. kg=2 oum3kg—ts~2

L'expérience montre l'identité entre ces masses gravitationnelles et les masses inertielles m; des particules
qui apparaissent dans la relation fondamentale de la dynamique : m; = my = m

V - 2 - champ gravitationnel d'une masse ponctuelle

Considérons un point matériel de masse m,, placé au point A. La force gravitationnelle (due a la présence
dans I'espace du point A) subie par une particule de masse m se trouvant au point M a pour expression :
= mym— AM
FAM = —G A

=1 - my — —
oz Ur = mG(M) avec GM) = —Gﬁur et Uy =

a(M) est le champ gravitationnel crée en M par le point matériel placé en A. Ce champ gravitationnel n'est pas
modifié par la présence (ou I'absence) de la masse m placé en M.

¢ M
A —

u, m
Faym
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V - 3 - champ gravitationnel crée par uns distribution des masses ponctuelles

Considérons une distribution des masses m; placées aux points M;.

La force subie par un point M de masse m, est égale a la somme de toutes les forces gravitationnelles exercées
mm—

par les différents points M; : F = Y, F; = ¥; -G Uy, = mG (M)
avec G(M) =Y;G(M,) et  GM)=-G3u,

6(Mi) est le champ gravitationnel crée, en M, par le point M;

3(M) est le champ gravitationnel crée, en M, par la distribution des masses m;
V - 4 - analogie avec l'interaction Coulombienne

La force gravitationnelle entre deux particules de masse my et m, présente une analogie avec la force
Coulombienne entre deux particules chargées de charges q41 et g,. On passe du champ électrostatique au champ

N 1
gravitationnel en remplagant e par —G et q parm.
0

Plus généralement, le champ gravitationnel crée par une distribution quelconque de masses peut étre calculé
a partir du champ électrostatique crée par une distribution semblable de charges par la méme correspondance.

Le théoreme de Gauss établi en électrostatique peut ainsi s'utiliser en gravitation. En électrostatique, le
théoréme de Gauss s'énonce :

Le flux @ sortant du champ électrique E (crée par une distribution de charges quelconque) a travers une
- )
surface fermée S est égal a la somme des charges intérieures a S divisée par € : @ = 9'355 Ends = %
0
ou 7 est un vecteur unitaire normal a S.

-
Donc, le théoréme de Gauss pour le champ gravitationnel s'énonce : le flux sortant de G (crée par une
distribution de masses quelconque) a travers une surface fermée § est égal a la somme des masses intérieures a

S multipliée par —4mG : ¢f GdS = —4nGm
ou m est la masse intérieure a la surface §.

Ainsi, si u est la masse volumique (pour une distribution volumique), alors

#mﬁﬁ:cp = —4naﬁ pdv
S v

ou v est le volume intérieur a la surface S.
V - 5 - corps a répartition de matiére de symétrie sphérique

On s'intéresse ici au champ gravitationnel crée par certains corps célestes (astres) tels que la terre, la lune, le
soleil. Pour de tels corps, nous admettons en premiére approximation,
_
une répartition de matiére de symétrie sphérique. M u,

Soit un astre sphérique, de centre O et de rayon Ry, a répartition de
masse dépendant donc que de la distance au centre O.
Le théoréme de Gauss affirme que, pour obtenir le champ radial

6(M) = G(M) u,, il suffit de considérer la sphére de centre O et de
rayonr = OM

Le produit de G(M) par la surface de cette sphére, qui vaut 4mr? (c'est
a dire, le flux du vecteur G a travers cette surface) est égal a
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la masse contenue dans cette sphére multipliée par un coefficient égal a (—4mG)
D'ot: 4mr’G(r) = —4mGmg avec my la masse de la sphére de rayon r

A l'extérieur de l'astre (r>R,) on a mg=M, et le champ gravitationnel s'exprime par

G(M) = Gexe(M) = _Gﬁur

ou M4 est la masse de I'astre.
A I'extérieur, un corps a répartition sphérique de matiére crée le méme champ de gravitation qu'un point
matériel de méme masse totale M4 et placé en son centre 0. Les astres étant supposés avoir une répartition de

masse de symétrie sphérique, se comportent comme des points matériels confondus avec leurs centres.

A l'intérieur de l'astre, le résultat dépend de la loi de répartition de la matiére. Pour une répartition

. . . - . My
volumique, si la masse volumique u du corps sphérique est uniforme, u = Cte = 3 et alors la masse de la
=T
3

sphere de rayon 1r < Ryest égale a mg=-—=5r’° et le champ gravitationnel s'exprime par
— — r —
GM) = G (M) = _GMAﬁur

V - 6 - la relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel géocentrique

Rappelons que le référentiel géocentrique est le référentiel dont le repéere d'espace a son origine au centre
d'inertie O de la terre, et ses axes Ox, Oy, 0z, sont respectivement paralléles a ceux du référentiel de Copernic.

Considérons un point matériel M, de masse m, dont on étudie le mouvement dans le référentiel géocentrique R
(en translation par rapport au référentiel de Copernic R.).

Ce point matériel est soumis :
e aux forces gravitationnelles exercées par la terre, la lune et les autres planétes :
F = mG(M) ol G(M) = Gr(M) + G,(M) + Gs(M) + G 4(M)
ET(M) est le champ de gravitation de la terre crée au point M
E‘}(M) est le champ de gravitation du soleil crée au point M
aL(M) est le champ de gravitation de la lune crée au point M
ZA(M) est le champ de gravitation des autres astres (autre que la terre, la lune, ....) crée au point M

. L 1 . . N = . . .
En raison de la décroissance en 3 de l'interaction gravitationnelle, le terme G (M) est prépondérant (le point
matériel est supposé situé au voisinage de la terre)

e 3 d'autres forces Fext (force magnétique, force de frottement, .....)

e 3 la force d'inertie d'entrainement ﬁe = —md, ( la force d'inertie de Coriolis étant nulle puisque R est en
translation par rapport au référentiel de Copernic).

or le référentiel géocentrique est en translation par rapport au référentiel de Copernic R¢(C,xyz), d'ou
I'accélération d'entrailnement de R par rapporta R est :
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- d*co R I N T d*co —
e = ( 2 )RC +- AOM + @A (@ AOM) = ( = )RC = (a(O))RC

ol (ii(O))RC est 'accélération du centre O de la terre par rapport a R, donc F,_, = —md, = —m(ﬁ’(O))RC

La R. F. D dans le référentiel R s'écrit alors :
m(@(M)),, = Fexe + m{Gr(M) + GL(M) + Gs(M) + G,(M)} - m(a(0)) .

Le centre d'inertie de la terre se comporte dans R, comme un point matériel de masse My (masse de la terre) et
subit I'interaction gravitationnelle des autres astres, ce qui conduit a :

M;(@(0)), =M{G,(M) +G5(0) +Ga(0)} = (@(0)), =GL(M)+G5(0)+6,(0)

= m(@n), =Fa+mer() +m{(G,(M) - 6,(0)) + (€s(M) — G5(0)) + (Ga(M) - 61(0))}

Le terme entre accolades est un terme qualifié de différentiel, appelé aussi terme résiduel ou encore terme de
marée.

(EL(M) - E)L(O)) est le terme résiduel ou de marée du a la lune
(ES(M) — 65(0)) est le terme résiduel ou de marée du au soleil

(EA(M) — 6,,(0)) est le terme résiduel ou de marée du aux autres astres

APPLICATION :

Evaluer la variation relative du poids d'un corps situé a I'équateur terrestre, d{i au terme de marée solaire,

les pesées ayant lieu en deux points diamétralement opposés (M, et M,), alignés avec le centre de la terre et

P(M3)—-P(M1)
P

termes P(M,) et P(M,) sont les modules des poids aux points M, et M, et P = mg

Conclure concernant l'influence des termes différentiels sur le poids d'un corps.

le soleil. On calculera le rapport et on procéedera a un développement limité a I'ordre deux. Les

On donne : Soleil
d(terre — soleil) = 1,5 x 101 m

M, M,
Ry = 6370 km ‘
Masse du soleil : Mg = 1,991 x 1030 kg nuit jour

G=667x10"11S.J1et g=9,8m.s?

Solution :

Le terme de marée en M, est : Gg(M;) — Gg(0) =

=1 =4 1 1]
Gs(M;) — Gs(0) = —GM; [m - ;] U

GMg GMS] N
(d—Ry)? az 1-r

2 2 GM 1 - GM Rr\ ™2 -
= Gs(My) = 65(0) = —d—zs[m*]“r =-|0-) -]
a

-2
effectuons un développement limité a l'ordre 2 de ( — I;—T)

(1-%) = 1+2+3(3)

R 2 GM R Rr\? o GM R r\21
= GoMy) — Gs(0) = — 21+ 25 4 3 (B2)" — 17, = 2o 25— 3 (B2,

d? az? a a
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Le terme de marée en M, est : Gs(M,) — Gs(0) = —

Gs(M) — G5(0) = —GMg

GMg GMS]—>
(d+Rp)2 a2 17"

-2l
(d+Rp)2 a2l T

2 2 GM 1 - GM R\ 2 -
S T K R
(1+7)
R\~

2

effectuons un développement limité a l'ordre 2 de (1 + 7)
-2 2

(1-%) "~ 1-2743(%)

d d d
2 2 GM R Rr\2 - GMs [ R Rr\%] -
= Gs(Mp) — Gg(0) = —d—j[1—2§+3(§) —1]ur=d—25[2§—3(§) ]ur
ﬁz =m(55(M2)—55(0)) et 1_51 =m(55(M1)—55(0))
GM R R\ 2 GM R R\ 2
el -] =2 +3() ]
_ GMg Ry Rr\?2 Ry Rr\? _ P,—P; _ , GMgR?
DPZ—Pl—m?[—ZF—Eb(F) +27+3(7):| et P—mg :T_6TF

V - 7 - analyse du terme différentiel

V - 7 - a — terme différentie produit par un astre en un point M de la terre

Etudions le terme différentiel produit par un astre A, de masse M, en un point M de la surface terrestre. On
se place dans le cas ol OA (O centre de la terre) est contenu dans le plan équatorial terrestre. On admet que
I'astre et la terre ont une symétrie sphérique. D'apres le § V - 5, a I'extérieure, |'astre crée le méme champ de
gravitation qu'un point matériel de méme masse totale M 4 et placé en son centre A.

Le terme différentiel du a I'astre 4 est :

GM, MA GM, OA

Ga(M) —G4(0) = — —
A = 6al0) = 322 oA~ 042 jod]

1 ., 1
= GM ( MA — OA)
A4\ MmA3 043

Considérons le référentiel R(0,xyz) de BOND (i,f, E), ol I'axe Ox passe par le centre de |'astre A et I'axe 0z est
I'axe de rotation de la terre.

Soient x, y et z les coordonnées du point M et rappelons que la distance qui sépare les points M et O est faible
devant la distance qui sépare le centre de la terre et le centre de I'astre (distance 0A)
= x<K04;y<0Aetz <K O0A

__/04 . [oA-x
04( 0 et MA=MO+04A=| -y

0 —Z

N w

MA® = [(04 - x)? +y? + 22]F = [OA2 (1- 1)2 + 042 (l)2 + 042 (i)z]

04 0A 0A
3
ma =on|(1- o) + () +(og) |

2 2
puisque y K OA et z K 0A4, alors : (%) K 1let (é) «1
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3

-  MA3 ~ 043 [(1 - ﬁ)zr — 043 (1 - O"—A)S

appliquons maintenant le développement limité d'ordre un :

MA3 ~ 043 (1 —O"—A)S ~ 043 (1 - 30"—A)

= 5w ~5a(1+35)

:>GA(M)—GA(0)~—(MA+3—MA OA) GMA(M0+3x—>

X
1-2x~1

. 04

MA y
_— = ——z()

or 0A 04
z
04

= G,(M) —G4(0) ~ GMA 4(MO + 3xi) = GMA AMO +3x 2 ‘”‘“ i

Le premier terme est porté par MO, donc il s'ajoute a l'interaction gravitationnelle terrestre sans toutefois

. . . . 1
trop la modifier puisqu'il varie en ons

Le deuxieme terme représente un champ paralléle a I'axe Ox reliant le centre O de la terre et le centre 4 de
I'astre et il est dirigé de O vers A. Il est proportionnel a la distance qui sépare le
point M au plan méridien normal a OA. Tout se passe comme si le point M est Yy
soumis de la part de ce plan méridien a un champ de répulsion proportionnel a

la distance qui sépare le point M de ce plan. h
On concoit que la valeur de a(M) = E)A(M) - E)A(O) est maximale aux points

M, et M, situés sur I'équateur (x = OA — Ry et x = OA + Ry ou Ry est le
rayon de la terre) et elle est minimale aux points N et S (le nord et le sud ou

x =0). ZA

o] L g

am) Sl
(M) a(My) S gstre x
° ¢ ® :‘ >
MZ O = ); M1 ): _ - -
GA(O) _- -
acs) Al
s Ga(S)

—G,(0)

V-7-b-phénoméne des marées

L'étude du paragraphe précédent permet d'expliquer la variation du niveau de la mer due a l'action
gravitationnelle de la lune et du soleil appelé phénoméne des marées. L'un des buts de I'étude des marées est la
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recherche des relations existant entre le mouvement des astres et la réponse des océans a |'action de ces forces
gravitationnelles.

L'effet de la lune se manifeste par une répulsion de la part du plan méridien perpendiculaire a la direction OL (L
est le centre de la lune). Au cours d'une rotation de la terre autour de I'axe Oz (Nord-Sud), le point M est soumis
deux fois a une telle force, d'ou I'existence de deux marées quotidiennes que la lune produit sur la terre
(bourrelets océaniques).

Les autres astres apportent une contribution, plus ou moins importante, au phénomeéne. Le tableau suivant

M .
donne les valeurs du rapport 0—AA3 pour certains astres :

Astre Lune Soleil Vénus Jupiter

M
—4 1,3x1073 [ 06%x103| 7x1078 | 6x107°
043

On remarque bien que |'effet de la lune est le plus important, donc il faut tenir compte de I'effet du soleil qui
dépendra de la position de la lune. Les schémas suivants résument les différentes situations :

¢ Les effets du soleil et de la lune peuvent s'annuler aux premier et dernier quartier. On parle dans ce cas
de marées de morte-eau

Marée de morte-eau en
Premier quartier

Marée de morte-eau en
dernier quartier

o

Lune

¢ Les effets du soleil et de la lune peuvent s'ajouter lorsque le soleil, la lune et la terre sont alignés (pleine
lune et nouvelle lune). On parle dans ce cas de marées de vive-eau.

Lune
Marée de vive-eau en nouvelle lune & _@- =) )--- O _________

O ______ & - Marée de vive-eau en pleine lune

V - 8 - dynamique en référentiel terrestre

V - 8 - a - force d'entrainement et poids

Considérons le référentiel lié a la surface terrestre R1(04,X1,¥1, Z1), tel que I'axe 01x est dirigé vers le
sud, I'axe 04 y1 vers |'est et 'axe 012z choisi suivant la verticale ascendante.
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Considérons I'équilibre d'un point matériel M de masse m, situé au sommet d'une tour de hauteur h et de
latitude A.

En négligeant la rotation de la terre autour de l'axe nord-sud, le référentiel
terrestre Ry peut étre considéré comme galiléen.

Dans le référentiel R4, supposé galiléen, le point M est soumis a son poids
P = mg et a la réaction N de la tour. La condition d'équilibre dans R4 s'écrit :
P+N=0 équation (1)

En réalité, le référentiel Ry n'est pas galiléen puisqu'il est en rotation a la
vitesse angulaire w par rapport au référentiel géocentrique R g4, (0, xyz) qui Sud
est le référentiel lié au centre O de la terre. Le référentiel géocentrique est
considéré comme galiléen. En outre, dans Ry, I'action de la terre sur le point matériel M est représentée par la

force d'attraction gravitationnelle F)g = mﬁ(M) ou E)(M) est le champ gravitationnel crée par la terre au point
M et qui s'exprime par :
M; OM

CM) = —G— ———
M) ==632 om]

avec My la masse de la terre et 7 = Ry + h ol Ry est le rayon de la terre.

Dans le référentiel R4, qui maintenant n'est pas galiléen, le point M est soumis a la réaction de la tour, a la force

gravitationnelle exercée par la terre et a la force d'entrainement F, = —md,
La condition d'équilibre dans le référentiel R4 s'écrit maintenant :

Fg +N+ fe =0 équation (2)

— —

équation (1) = équation (2) = F,+ N+F,=p+N = p=mg=F,+ F,
Donc il est important de noter que la force d'entrainement est incluse dans le poids d'un corps.
L'équation précédente s'écrit aussi : p = mg = mG(M) + md, = d=GM) +d,

V - 8 - b - l'influence de la force d'inertie de Coriolis en référentiel terrestre

Reprenons I'exemple du point matériel M de masse m, situé au sommet d'une tour de hauteur h et de
latitude A (exemple du paragraphe précédent)

Supposons qu'a l'instant initial £ = 0, on lache le point M, sans vitesse initiale dans R4, depuis l'altitude h. On
néglige, la force de frottement de I'air ainsi que la variation de g avec l'altitude.

La R.F.D dans le référentiel Ry (non galiléen) s'écrit :
p+F,.=mad,

ou d, est |'accélération du point M dans le référentiel Ry (accélération
relative) et FC = —md, la force d'inertie de Coriolis. D'aprés le
paragraphe précédent, la force d'inertie d'entrainement est incluse
dans le poids p de la particule.

L'expression vectorielle précédente de la R.F.D est équivalente a : 0 )
equateur

—_ =

g—a.=a, or a.=2wAV,
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avec @ = wk = w(—cos iy +sindk,)

—

r=2Z1kq

<!

la vitesse relative est principalement verticale descendante (on néglige les autres composantes)
g=-gk,
-2wyq sinA 0
d. =2w A Vr = |-2wX; sinA 2wz cosA = [2wz, cos A
-2wyq cOS A 0

La projection sur les axes Oxq, Oy, et 0z4, de |'expression vectorielle de la R.F.D, appliquée au point matériel
dans le référentiel R4, fournit les trois équations suivantes :

x1=0 équation (1)

y1 = —2wz;cos A équation (2)

Zi=-g équation (3)

équation (1) = X4 = Cte = A, oral'instantinitialt =0,x; =0=A4

= x4 = Cte = B, oral'instantinitialt =0,x; =0=B = x1=0

, . . < . . 1 .
équation (3) = 24 = —gt+ Cte,oral'instantinitialt =0,z; =0=Cte = z;= —Egt2 4+ Cte, or a
. L 1 N . .
l'instant initial t = 0, z4 = 0 = Cte = zZq = —Egtz, on reconnait I'équation du mouvement d'une

particule en chute libre (suivant la verticale ascendante 0z) dans un référentiel galiléen

équation (2) = y; = (wg cos A)t? + Cte, or a l'instant initial t = 0, y; = 0 = Cte
=y = %(wg cos A)t3 + Cte, or a l'instant initial t = 0, y; = 0 = Cte
= oy = %(wg cos )t >0

On remarque donc, que l'effet de la force de Coriolis est de dévier vers I'est (axe O1y1) des corps tombant en
chute libre. Cependant, cet effet est trés faible et souvent il est négligé. Par exemple pour une hauteur
h = 100 m et pour une latitude A4 = 45°, la déviation y; est égale a 1,5 cm, ce qui est trés faible et cette
déviation vers I'est, due a la force de Coriolis n'intervient que dans les cas ou une grande précision est exigée.
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Chapitre IX

SYSTEME DE DEUX POINTS MATERIELS EN INTERACTION

Dans ce chapitre, on va analyser le mouvement d'un systeme constitué de deux particules. On va introduire la
notion de quantité de mouvement d'un systeme formé de deux points matériels et on démontrera que cette
guantité se conserve lorsque le systéeme est isolé. On verra que le mouvement global d'un systeme de deux
particules, dans un référentiel bien déterminé, peut étre représenté par le mouvement d'une seule particule dite

fictive.

Considérons donc, dans un référentiel galiléen d’origine O et d’axes Ox, Oy et Oz, deux particules M4 et M,,

de masses respectives m4 et m,.

On notera,aveci =1,2:

OM; vecteur position dans le référentiel R de la particule M;

M{M, = OM, — OM,, vecteur position relative, dans le référentiel R, de M, par rapport a M4

= dOM; . o . .
V= ( 7 ’) vecteur vitesse dans le référentiel R de la particule M;
R

dv; d’>oM; R PR .
a; = (d—t‘> = ( " ‘) vecteur accélération dans le référentiel R de la particule M;
R R

pi= miVi vecteur quantité de mouvement dans le référentiel R de la particule M;

> o o dM M . : .
V=V,-V;= (%)R la vitesse relative de M, par rapport a M,

| - CENTRE DE MASSE (OU CENTRE D’INERTIE) ET REFERENTIEL DU CENTRE DE MASSE

| - 1 - définition du centre de masse (centre d’inertie, barycentre)

Par définition, on appelle, centre de masse, ou centre d’inertie, ou barycentre, du systéme, le point G tel que :

—  X¥m;0M,

N
i m;
. . . ——  mq0M{+m;0M
Pour un systéme formé de deux particules : 06 = ——~—2—2 m1+m2 2
1 2

Remarques :

—= _ Y¥moM; oY Y a3 VoY ey v
ona0G = Z’,'V‘—m = (Z¥m;)0G = ¥¥m; (06 + GM;) = (T¥ m;)06G + ¥V m; GM;
= Z?mimiz(_)) = Z?’mimi=6
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Donc, le centre de masse, du systeme §, est le point G tel que : Z?’ m; GM; = 0

N ’ . 7 . 4 - =
Pour un systeme formé par deux points matérielson a: m{GM, + m;GM, =0
@ vitesse et accélération du centre de masse

a partir de I'expression du centre de masse, ona:

= Vest la vitesse du centre de masse

7 doG Zizzl miV,- m1V1 +m2V2
VG = (|— =
R

dt Zlgzlmi mq+my
av Y2 m@; mqdi+mad P

g =|=%) =a51— 122 d est I'accélération du centre de masse
dt R Zizlm,- mq+my

® choisissons une deuxiéme origine O’ et appelons G’ le barycentre des deux particules, défini a partir de O’.
D’apres la définition du centre de masse on :

0'G' = LizymiOMy _ 2ieymi(0/0+0M) _ (575 | 2z miOMy _ (7 4 GG = 0'G
Yiz1mi Yicami Yizami
= 06 =06 = G6=6

dong, la définition de G est indépendante de I'origine O
| - 2 - définition du référentiel du centre de masse R (ou R*) ou référentiel barycentrique

On appelle référentiel du centre de masse ou référentiel barycentrique R;(G, xyz), le référentiel d’origine G et
d’axes Gx, Gy, Gz, paralléles respectivement a Ox, Oy, Oz.

AZ

Remarque :

D'apres sa définition, le référentiel du centre de masse R; (noté aussi R*) est animé d'un mouvement de
translation rectiligne par rapport au référentiel galiléen R.

Il - EXPRESSIONS DES GRANDEURS CINETIQUES ET ENERGETIQUES, DANS LE REFERENTIEL R, D’UN SYSTEME DE DEUX POINTS
MATERIELS

A partir de la définition du centre de masse, ana:
i2=1 m; GML = 6 c'est-a-dire mlGMl + szMz = 6

= mlml + mzml + szlMZ = 6
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. m
= GMl = — A MlMZ
mq+my
A 4 m
de méme on montrequ GM, = L_M,M,
mq+my
- m
GM, = — : 1Mz =——MiM,
mq+my mq
donc:
- m
GM, =—_M,M, =M M,
mq+m; my
N s g e \ N . mimy 1 1 1
ou u est la masse réduite du systeme a deux particules : 4 = ——=ou encore— = — + —
mq+my u mq my

Remarque :

Si le point M1 a une masse trés grande devant celle du point M, (m4 > m,), alors la masse réduite est égale
a celle du corps le moins massif (i = m,) et le centre de masse G est confondu avec le centre du corps le plus
massif et le référentiel barycentrique dans lequel se fait I'étude est alors lié au centre du corps le plus massif. En
effet, simq > m,, alors ani K1letona:

=4 — =~ — = u=m,

et

——  my0M{+m,0M m m

0G = ™OMytme0M; . ™ 63, + ™20M, ~ OM; = G=M,
mq+my mq mq

Il - 1 - vitesses Vi dans R
La vitesse Vi, dans le référentiel R de la particule M; est :
— _ (doM, doG dGM,
o= (0, = (), + ()
dt Jp dt ) o dt ) p

Or les dérivées par rapport au temps dans R et dans R sont les mémes, car le référentiel R; est en mouvement
de translation par rapport au référentiel R.

Ce qui donne :

et

c'est a dire :

vi=(190) =V - V=V - LV
dt R

et

—7_ dOMZ _—) mq —)_—) L—)
v, _(—dt )R_VG+m1+m2V_VG+sz

= dM{M . . .
rappelons que V = (#) est la vitesse relative de M, par rapporta M
R
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Il - 2 - quantité de mouvement

La quantité de mouvement totale du systéme est par définition, la somme de toutes les quantités de

mouvement des différentes particules qui constituent le systéme :
2 2

p=) pi=) myV;
i=1

~
1l
[

Pour un systeme formé de deux particules :

=P1+ P2 =mVyi + mypV,; = (ny + my)Vy

=1

P est également appelée résultante cinétique.
Il - 3 - moment cinétique

Le moment cinétique en O du systeme, dans le référentiel R, est égal a la somme des moments cinétiques en
0 des différents points matériels qui le constituent, soit :

i A miVi = WI N m1_171 + W)Z N mz_[;)z

eh‘l

1
e

[w)

gl

>

<

1
e

[w)

S

Il - 4 - résultante des forces - moment des forces

Il -4 - a - résultante des forces

-
Soit F; la résultante des forces appliquées au point M;
-
F; est la somme, de la résultante des forces extérieures au systeme S (telles que le poids, la force électrique, ......)
notée F; ., et des forces exercées sur la particule M;, par I'ensemble des autres points matériels appartenant au
\ ’ . . 7 . 1" . s - = N1
systéme S, dites des forces intérieures (forces d'interaction mutuelle), notée F;;n; = X Fj; oU Fj; est la force
gu’exerce la particule M; sur la particule M;
Fi=Fiext + Fiint = F;i = Fiexs + ZFj,i

Jj#i

La R. F. D appliquée au point matériel M;, dans le référentiel R, implique :

il

i = Fiext + Fiint = Fiext + 2j2i Fji = m;a; avec d; I'accélération, dans le référentiel R, de la particule

<

i

Soit F = Z,?:l f')i la résultante des forces appliquées au systeme.
— 2 — 2 — ' N . — 2 — — —
F=3i1Fiext t+ Xi12j=i Fji clest-a-dire  F =i 1Fjext + F12+F2;

D'apres le principe de l'action est de la réaction (§ Il - 3 du chapitre Ill), si la particule M; agit sur la particule M;

par la force f]-,i, la particule M; réagit sur la particule M; par la force f,-j telle que : f]-,i = —F;j ce qui implique

que FI,Z + F)Z,l =0
Donc la résultante des forces intérieures (forces d'interaction entre les différents points matériels constituant

le systéme) est nulle et la résultante des forces qui agissent sur le systeme se résume simplement a la résultante
des forces extérieures.

\ , . =1 2 = 2 =4
Pour un systeme formé de deux particules : F = }7_1 F; = Y71 Fjoxt
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Il - 4 - b- moment des forces

Le moment de la résultante des forces appliquées au systéme est la somme du moment de la résultante des
forces intérieures et du moment de la résultante des forces extérieures qui s'exercent sur le systeme :

M,(F) =YX, OM;AF; =YY OM; AFpp + XX OM; A Fyiny = Mo(Fioxt) + Mo(Fiine)

—_—
M,,(Fi,int) est la résultante des moments des forces intérieures

—

-
M,,(Filext) est la résultante des moments des forces extérieures

—

MO(Fi,int) = 0M4 A F2,1 +OM, A F1,2
OrFZ,l =-F; > ﬁo(ﬁi,int) = (M1M;) AFy,

or F; 5 est une force d'interaction entre les particules M, et M, et d'aprés le principe des actions réciproques
=1 _—
cette force est portée par M; M, donc F; , et M; M, sont colinéaires
— — —
= M,,(Fi‘,-nt) =0 c'est a dire que le moment des forces intérieures est nul

Donc, le moment de la résultante des forces appliquées au systeme est simplement égal au moment de la
résultante des forces extérieures :

ﬁo(ﬁ) = lev=1 Wi A F)i = M)o(ﬁi,ext) = Wl A mlal + Wz A mzf_iz
Remarques :

—

F=Y2 F =Y. Fiex =22 md; = E(Z?ﬂ m;V;) = a{(Z?ﬂ m;)V¢} = i (my + my)ag

dong, " le mouvement du centre d’inertie d’un systéme de deux points matériels est celui d’un point qui aurait
pour masse la masse totale du systeme et auquel serait appliquée la résultante des forces exercée sur le
systeme".

— — — — —
Dans le cas ou le systéeme est isolé, c’est a dire F = 212:1 F;cxt = 0 (rappelons que 212:1 F;ine = 0 d'apres le
principe de l'action et de la réaction) on aura :

-d'une part :
az=0 = Ve =Ct = R est animé d’un mouvement rectiligne uniforme par rapport a R;
donc le référentiel R est galiléen

- d'autre part :
dF - — — — 1 2
EZO = p = p1 + p2 = Constant

la quantité de mouvement totale se conserve pour un systéme isolé.

i,
dt

dV,- A A

% (Z%:l O—Mi A T’)i) = 212:1 O—Mi Amy- - = Ziz=1 OM; A Fi = ﬁo (Fi,ext) + ﬁo (Fi,int) = ﬁo (Fi,ext)
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dzo__) —>_
=0 - L,=Ct

Donc pour un systeme isolé le moment cinétique se conserve.

Pour un systéme isolé (ﬁo (?i,ext) = 6), ona:

Il - 5 - énergie cinétique

L'énergie cinétique du systéme dans le référentiel R est égale a la somme des énergies cinétiques dans R, des
différents points matériels qui le constituent.

2 2
_y21 2 _ 1 2 1 2 _ P1 p3
Ec —ZiimiVi —Elel +Em2V —m-}'ﬁ

Remarque :

@ Soit F; la résultante des forces appliquées au point M;.
F; est la somme des forces extérieures et des forces intérieures.
le travail élémentaire de la force F; est :

W = F;dOM; = (Fi oy + Fiin;)dOM; = F; 0, dOM; + F; ;,, dOM;

6Wi = awi,int + JWi,ext = miﬁ Vi dt = d (Ele,) = dEc,i
ou Wiint = FiinedOM,; et OWiext = FiexedOM;
= Wip + Wy, = dE, et E. =Y} mV?

avec:

Wy =22 6W; ox¢ st le travail élémentaire des forces extérieures
et
Wi = Z% 6W; ine est le travail élémentaire des forces intérieures

Entre deux instants t; et t;, ona: Wine + Weye = AE,
D'apres le théoréme de I'énergie cinétique, puisque W ,,; = 0, on a:

Wine + Wy = Wiy = dE,
dE . est généralement non nul, et par suite 6W,,; = dE_. est généralement non nul. Donc bien que la résultante
des forces intérieures et la somme des moments des forces intérieures soient nulles, les forces intérieures
travaillent.

Il - 6 - énergie mécanique

Il - 6 - a - énergie potentielle d’interaction entre deux particules

Soient :

F, , la force qu’exerce la particule M sur la particule M,
F; 4 la force qu’exerce la particule M sur la particule M

Systéeme de deux
D’apres le principe de 'action et de la réactionona: Fy, = —F3 points matériels
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Supposons que les forces d’interaction dérivent d’'une énergie potentielle, ce qui est généralement le cas :
— _
Fy, = —gradE,

E,, est appelée énergie potentielle d’interaction.
Pour un systéme isolé, on a:

dEp = —JW = _(Fz,ldml + ?12sz) = —Fllz(dmz - dml) = Fl,ZdMlMZ

Or ?1,2 (et ﬁz,l) est une force d'interaction entre les particules M, et M, et d'apres le principe des actions
réciproques cette force ne dépend que de la distance qui sépare les deux particules M, et M,, soit M{M, =r.
En outre, la norme de M{M, ne dépend que M{M, = 1 ce qui implique que I'énergie potentielle ne dépend que
de la distance qui sépare les deux particules : E, = E, (1)

Etant donnée que la distance entre les particules ne varie pas quand on passe d'un référentiel a un autre,
I'énergie potentielle d'interaction est invariante par changement de référentielle. Donc, dans le référentiel du
centre de masse Rg, I'énergie potentielle d'interaction entre les deux particules (relative aux forces intérieures
supposées conservatives) est aussi égale a E, (1)

Il - 6 - b - énergie mécanique

L'énergie mécanique est la somme de |'énergie cinétique et I'énergie potentielle :
En = E. + E,(totale)

E,(totale) est la somme de I'énergie potentielle d'interaction entre les deux particules (forces intérieures) et de
I'énergie potentielle des forces extérieures conservatives

Dans le cas d'un systéeme isolé, I'énergie potentielle totale est simplement égale a I'énergie potentielle
. . 1 1
d'interaction eton a: E, = Ele% + EmZV% + Ep(1)

111 - EXPRESSIONS DES GRANDEURS CINETIQUES ET ENERGETIQUES, DANS R ;, D’UN SYSTEME DE DEUX POINTS MATERIELS
On notera par astérisque (*) toute grandeur relative a Rg;.
Il -1 - vitesses Vf dans R
7= (), ()
Rg R

ord'apréesle §1l:

—_ m _ B —
l6M, = ———2_M M, = - LM, M,
mq+my mq
mim
Or: avec n=—=
mq+my
GM, = —"—MM, == MM,
mq+my my
N g m T g — m — —
d'ou : =2 V=-LV et Vy,=—2V=LV
mq+m; mq mq+my my

MM,

= d . . .
rappelons que V = ( ) la vitesse relative de M, par rapport a M4
R
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Il - 2 - quantité de mouvement

La quantité de mouvement du systeme dans le référentiel barycentrique R; est la somme des quantités de

mouvement, dans Rg, des différentes particules: p* = p; + P>
o, Pi=mVi=-pV et Py =myV; =pV

= P =75 + 75 = mV*(dupoint G) = 0
Donc la quantité de mouvement d’un systeme de deux points matériels, dans R, est nulle.
11l - 3 - moment cinétique barycentrique

Le moment cinétique en G, d'un systéme a deux particules, évalué dans le référentiel Rg, est :

—_

Le moment cinétique Lg; est le méme que celui d’une particule fictive de masse y, située en un point M défini par

- : = dGM dM;M
GM = M{M, et de vitesse V = (—) = (#)
dt R dt R

Remarques :

N

2 2 2
ZOZZO—Iw)iAT,)iZZ(W;)+G—IW)i)AmiVi=0_G)AZ iVi+ZG—M)i/\miVi
i=1 i=1 i=1 i=1

~
~

zo = O—G) A (21'2:1 mi)VG + 21'2:1 W,- A mivi or V)i = I—/)G + V:

=  Ly=0GA(XE m)Vg+ Y mGM; AV¢+ Y, GM; Am;V;
0 L;

= zo = O—G) A (Ziz=1 m,-)VG + z*G = O—G) A (m1 + mz)v)g + z*G

Le moment cinétique d’un systéme est égal a la somme du moment cinétique du centre de masse affecté de
toute la masse du systeme et du moment cinétique du systeme en G, évalué dans le référentiel barycentrique Ry;.

D’apres le théoréme de Koenig, on a : Z,, =0GA (my + mZ)VG + ZZ, soit par dérivation par rapport au temps :

iy _dl; , o A
at - ar +OG/\(m1+m2) dt
dzo —_— —_— dV —
= M,(F) = M,(Fext) et (my +my) =~ F=F

—

= M (F)=2¢4+0GAF="%40MAF+MGAF
o dt dt

dz* —_— —> — —
d_tG = MG(F) = MG(Fext)

Dongc, le théoreme du moment cinétique (au point G) est applicable dans Rg, que celui-ci soit galiléen ou non,
sans qu’il y ait a tenir compte des forces d’inertie.
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diy; =
. dt
donc le cas ou le systéme est isolé L se conserve.

- Dans le cas d’un systeme isolé, on a :

Ill - 4 - énergie cinétique

L'énergie cinétique du systeme dans le référentiel barycentrique R est la somme des énergies cinétiques
dans R des différents points qui le constituent :

* x2 %2 1 2
EC=Em1V1 +Em2V2 :T'f‘T:EMVZ

Cette énergie cinétique est la méme que celle de la particule fictive M, de masse p, et de vitesse V, définie
dansle § Il -3

Remarques : théoreme de Koeniq relatif a I’énergie cinétique

21 2 21 w02 21 2 21 «2 7 (v2l. D
E.=3i-mV; =3} m(Vg+V;) =Xi-mVi+Xi-mV; +VG(Zi§miVi)

1 =2 d =2 = 1 1 %2
orXi;m;Vi = —(Xim;GM;) = 0 = E. =5 (Xfm)Ve +Xi mV;
= Ec=%(m1+m2)V§;+E2

L'énergie cinétique d’un systéme est égale a la somme de I'énergie cinétique du centre d’inertie affecté de toute
la masse du systeme et de I'énergie cinétique du systéme correspondant a son mouvement dans le référentiel
barycentrique Ry;.

Il - 5 - énergie mécanique

L'énergie mécanique du systéme évaluée dans le référentiel R, est égale a la somme de |'énergie cinétique
et I'énergie potentielle évaluées dans R :  E;, = E¢ + Ej(totale)
E;,(totale) est la somme de I'énergie potentielle d'interaction, dans Rg, entre les deux particules (forces
intérieures) et de I'énergie potentielle des forces extérieures conservatives. Rappelons que I'énergie potentielle
d'interaction ne dépend que de la distance qui sépare les deux particules et donc elle est indépendante du
référentiel
Dans le cas d'un systeme isolé, ['énergie potentielle totale est simplement égale a I'énergie potentielle

%2 %2
d'interaction etona: Ej, = %leiz + %mZVZZ + Ep(r) = '% + ’% + Ep(r) = %MVZ + Ep(r)

Cette expression montre que I'énergie mécanique dans le référentiel barycentrique d'un systéme isolé de deux
points matériels est celle du point mobile fictif M, ayant I'énergie potentielle Ep(r) donc soumise a la force fl_z

Remarque :

D'apres le théoréme de Kcenig relatif a I'énergie cinétique on a: E, = %(ml +m,)V: + E;
= Em=E;+Ep(r) = E.—5(my + my)V§ + Ep(1) = Epy — 5 (my + mp)V§

1
= Em=En+t;0m + m,)V2
IV - MOUVEMENT DU POINT FICTIF M DANS LE CAS D'UN SYSTEME ISOLE

On vient de démontrer (§ Ill) que les grandeurs telles que Z)Z, E; et E;, sont les mémes que celles de la
particule fictive de masse u située en un point M défini par GM = MM, et de
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. - dGM dM{M
vitesse V = (d—> = (%)
t /R t /g

Dans le cas ou le systéme de deux points matériels est isolé, cette particule fictive est soumise a la force F; , donc
ayant I'énergie potentielle E, (1)

On raméne ainsi le probleme de deux points matériels en interaction qui forment un systeme isolé, a celui de
la particule fictive de masse et il suffit de connaitre la trajectoire du point fictif M dans le référentiel R (c'est a

dire connaitre GM), pour déterminer les trajectoires de M, et M, dans R en utilisant les deux équations déja
démontrées :

—_— my —_—

_ —_"*
GMy = — "2 M,M; = — - GM
B — _ myq _ _ L—)
GM; = "1-MM; = - GM

Pour déterminer I'équation du mouvement, dans Rg du point fictif, il suffit d'appliquer la relation
fondamentale de la dynamique a chacune des particules. En effet, si le systeme est isolé, le référentiel R est
galiléen et la R.F.D appliquée a M et a M, donne :

d*GM, _ & = . ,
pour le my a2 L= F2'1 = _FI,Z equatlon(l)
dzmz - Ie s
pour M,, m;— 5= Fq, équation(2)
dleMz _ dzm _r

m, x équation(1) — my x équation(2) = u =F;q, équation(3)

ez~ U ae?
L'équation (3) montre que le point fictif M subit une force égale a celle exercée par Mq sur M,. Si on résout
l'équation(3) on peut déterminer la trajectoire de M, et donc celles de M et M, (dans Rg;)

Donc I'étude d'un systeme isolé de deux points matériels M; et M, de masses respectives m, et m, peut
étre réduite, dans le référentiel barycentrique Rg;, a I'étude d'un point matériel fictif M de masse pu (masse
réduite) telle que :

Systéeme isolé de d int térielsM -
Grandeur ysteme Isole ge aelX points marerielstiy Point matériel M de masse u
et M, de masses mq et m,

Vecteur position Wil et Wz GM = Wz - WI = MM,
Vitesse Vi etV; V' =Vy-V;
Quantité de mouvement P, =mV; et py=m,V; P =uv
Moment cinétique L; = GM, AD; + GM, A D L = GM A pv*
L 1 2 1 .2 1 2
Energie cinétique E; = Emlvl + Emz]/z E:= EMV
Force ﬁ2,1 = —FLZ et FLz = —gradE, soumis 2 la force F = FI,Z
Energie mécanique E;, = E¢ + E, (1) E;, = E¢ + E, (1)

-
En outre, le mouvement du mobile fictif M, qui s’effectue sous I'action de la force F 5 est un mouvement a force
centrale. Ce mouvement est donc plan et s’effectue suivant la loi des aires (voir chap Il. § 1-6). La conservation du

moment cinétique dans Rg, L, s’écrit, en coordonnées polaires :
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L; = ur?*é ol Tr=GM
. « . . . 1 ., 1 :
Exprimons Ej, en coordonnées polaires : Ey, = EHTZ + Eurzez + Ep(1)
En utilisant le fait que le moment cinétique est invariant, substituons @ = ”er
E;, L + L*GZ + E, (1)
= —ur r
m =M T o2 T
2
L _y . . .
Posons Ep eff = T"‘TZ + Ep(r), appelée énergie potentielle effective.

Onadonc: E;, = %m”z + Epesy

Ey, a la méme forme que celle de I'énergie mécanique d’un point matériel de masse u animé d’un mouvement
rectiligne et dont I'énergie potentielle serait Ej, off

On ramene ainsi le probléme de deux points matériels en interaction qui forment un systeme isolé, a celui de la
particule fictive de masse u placée dans le champ de force dEpyeff, animée de la vitesse 1 (probléeme a une
dimension).

)z . . . s . dr 2 2 %
L'équation précédente est équivalente a : (E) = ;(Em - Ep,eff) >0

Les valeurs de r pour lesquelles l'inégalité précédente est vérifiée, déterminent les limites en mouvement radial
de la particule réduite. Pour une loi de force donnée, on peut donc, étudier le domaine de variation de 7.

Faisons une étude graphique d’un puits de potentiel (figure ci-dessous). On distingue trois cas :
@ si Ey, = 0, alors les seules valeurs possibles sont telles que r > 14

@ si Ey, < 0 mais supérieure a Ep i, (minimum de Ep ¢5¢)
la valeur de 1 oscille entre deux valeurs extrémes, 14 et r La particule M reste toujours a une distance finie de G

A si E;n = Ep,min
T prend la valeur 1y, La trajectoire est un cercle de rayon rg si Ly # 0 car r =13 et @ # 0, ou a une position
d’équilibre dans Rg si Ly = 0

A Epesf

¢ Domaine interdit
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Chapitre X

LES MOUVEMENTS A FORCE CENTRALE

L'intérét de I'étude de ce mouvement repose sur la réduction d'un systeme isolé de deux particules a un
probléme a une particule fictive M de masse g (masse réduite du systeme a deux particules), soumis de la part du
centre de masse G a la force d'interaction mutuelle entre M; et M, qui est portée par

GM = M{M,. En effet, on a déja mentionné que si un point matériel M a une masse trés grande devant celle
d'un point matériel M, (my >> m;), alors la masse réduite est égale a celle du corps le moins massif (u = m),
le centre de masse G est confondu avec le centre du corps le plus massif et le référentiel barycentrique dans
lequel se fait I'étude est alors lié au centre du corps le plus massif. Le mouvement de la particule fictive dans R
(donc dans le référentiel lié au centre du corps le plus massif) décrit le mouvement du corps léger par rapport au
corps le plus massif. C'est par exemple le cas du mouvement d'une planéte par rapport au soleil ou le mouvement
d'un satellite par rapport a la terre.

| - DEFINITION

On appelle force centrale, une force dont la direction passe constamment par un point fixe donné de I'espace,
appelé centre de force, et telle que son intensité ne dépend que de la distance entre ce centre et son point
d’application.

-
Soit, R(0, xyz) un référentiel galiléen et choisissons le point O comme centre de la force centrale F qui s'exerce
sur un point matériel M de masse m.

=1 —_
Puisque F est une force centrale, alors elle est colinéaire au vecteur position OM

Sil, = Tom €t 7 = |oM| alors:  F = F(r)u, u,
4" F

Le mouvement du point matériel M est dit, mouvement a force centrale. .b"

II - PROPRIETES DES MOUVEMENTS A FORCE CENTRALE Exemple de force centrale

Il - 1 - conservation du moment cinétique

Considérons dans le référentiel galiléen R(0,xyz), un point matériel M de masse m, soumis a la force
centrale F
Le moment cinétique en O, est : ZO =O0OMAp =0MA mvV

. . . . . dL — =
D’apreés le théoréme du moment cinétique (voir Chapitre IV-§IV-2-b),ona: d—to =M,(F)
or F est une force centrale, donc elle est par définition colinéaire a OM et son moment est donc nul
d_) — - —_— —_ —
(%) =0 -  L,=Cte=0M(t=0)AmV(t=0)
R

Le moment cinétique, calculé au centre de force, est donc un vecteur constant au cours du mouvement, il ne
dépend donc que des conditions initiales (L, se conserve)

Il - 2 - nature de la trajectoire

Le moment cinétique d'un point matériel soumis a l'action d'une force centrale se conserve. Donc quel que soit
I'instant considéré, on a: ZO =Cte=0M(t=0) A mV(t =0)
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C'est a dire que OM est toujours perpendiculaire au vecteur constant Zo

~l
o

Puisque le point O est fixe dans le référentiel R, le vecteur oM
est a tout instant situé dans le plan perpendiculaire a ZO et
contenant le point O

Le mouvement du point M est donc un mouvement plan
(trajectoire plane)

APPLICATION :

Quelle est la trajectoire d'une particule qui subit I'action d'une force centrale si le moment cinétique en O
est nul.

Solution :

Si le moment cinétique est nul ZO = 0 alors OM et V sont colinéaires et la trajectoire est une droite passant
par le centre de force O.

Il - 3 - la loi des aires

Puisque le mouvement est plan, il est donc plus convenable de caractériser la position du point matériel M par
ses coordonnées polaires (1, 8)

S
Dans la base (U, Ug, K), on a:

OM=ri, = V=ru,+r0i
—  L,=O0MAmV =mr?0k
L, =Cte = ||Zo||=mr29=Constante=mC
—22p — Lo _
avec C=1r°0=—=_C_Cte
m

C est appelée la constante des aires

On peut donner a la constante C une interprétation gé¢ométrique simple. En effet, considérons I'aire balayée
par le rayon vecteur OM pendant un temps infiniment petit dt, notée dA(t) (surface grisée sur la figure). Cette

surface vaut: dA = %r(rd(—)) = %rzd(-) = A _l29_C

dt 2 2

donc la constante C est égale au double de I'aire élémentaire balayée par le

vecteur position pendant un temps dt. oM(t + dt)

M(t + dt)

dA . . C s .
2 oSt appelée la vitesse aréolaire, qui est constante au cours du temps.

M(t)
Donc, dans un mouvement a force centrale, le rayon vecteur balaie des aires
égales pendant des intervalles de temps égaux : c’est la loi des aires.

M(t) Une des conséquences de la loi des aires est que
(t + db) pour une trajectoire non circulaire, la vitesse angulaire

du point matériel est d’autant plus grande que le mobile
M(t) est situé pres du centre de force.

M(¢ + dt)

les surfaces balayées par le vecteur position pendant un
temps dt (surfaces grisées) sont égales
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APPLICATION :

On considére, dans un référentiel galiléen R, un point matériel soumis a une force centrale et animé d'un
mouvement circulaire de rayon 1.
Montrer que le mouvement de ce point est uniforme

Solution :

La constante des aires est: 120 = cte
si le mouvement est circulaire alors r = 1y = Cte = 0 =cte d'oule mouvement est circulaire uniforme

Il - 4 - les formules de binet

Si le point matériel est soumis a I'action d'une force centrale f, alors, d'aprés la relation fondamentale de la
dynamique, I'accélération de ce point M est une accélération centrale. Donc, la vitesse et |'accélération de la
particule M, vérifient, respectivement, la premiére et la deuxieme formule de Binet démontrées dansle § V-6 -
a, du chapitre |1, a savoir :

2 2
2 _c2(y? + (v 3 = —C2y2 d“)—> -1
Ve=C (u +(d9)) et a=—-Cu (u+de2 U avec u=-

Il - 5 - conservation de I’énergie mécanique
Le travail élémentaire de la force centrale F est :
W = F dr = F(r)u,(dr G, + rd0 tp) = F(r)dr

Soient M4(14, 6;) la position du point matériel M sur sa trajectoire a l'instant 1 et M, (15, &) sa position a
I'instant t.

Le travail Wy, u, effectué par la force F pour aller du point M4 au point M, est :
T2

WMle :f F(r)dr

r1
Ce travail ne dépend que de I'emplacement de ces deux points et non du trajet suivi. Donc la force centrale dérive
d’une énergie potentielle E,, telle que :

E,=-0W=—-F(r)dr = E,= — [F(r)dr = E, (1) I'énergie potentielle ne dépend que de la distance r

- . 1
Dans le référentiel R,on a: En=E.+E,(r) = EmV2 + Ep(1)
orV=r1td,+r0tdy = Em=%m1"2+§mr292+Ep(r)
1 L? 1 mC?
E, =-mi* + ——=+E,(r) = —mi? + +E,(r
mo2 2mr? p(™) 2 272 (™)
Cette derniere équation est généralement écrite sous la forme :
1.9 _ 12 _ mc?

Em = Emr + Ep,eff avec Ep,eff = ﬁ + Ep(r) =22 + Ep(r)

E, cfr est appelée énergie potentielle effective.

APPLICATION :

. s . e x - am N g
Un point matériel M de masse m est soumis a la force centrale F = r—3ﬁr ou a est une constante positive

d W 1 - ez e . 7
etu, = oM A l'instant initial £ = 0, le point M se trouve en A de coordonnées ry = Cteet 8y = 0
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1 - En appliquant le R.F.D et en utilisant la loi des aires, déterminer I'équation différentielle vérifiée par r(t).

2 - Déterminer I'énergie mécanique E, en fonction de r et de r

3 - Quelle valeur C faut-il donner a la constante des aires C pour que la trajectoire soit un cercle de centre 0?
Quel doit étre le signe de a?

Solution :
- - - . e
1- lLaRFD=F =my avec y =F —1r0°) ry
.. 22 F a . . . 2/
=2 F -1 = — = — or la loi des aires s'écrit C = r<0
m r3
. c? a . C? +a 0
> f-—=—==2f-— =
33 3
2 - L'énergie mécanique s'écrit: E = E_+ Ep
am 1 9 1 240
E :—2+Cte et E, = —mi* + —mr<o
P or 2 2
1 5, 1 5., am 1 > C2+a
= E, = -mir* + —mr0° + — + Cte = —m| i + —— | + Cte
2 2 2r 2 r
3 - La trajectoire est circulaire = r = Cte = 7 =7 =0
. C2+a ) )
orr——3=0 =2 a+C-=0 = a=-C donca<0
T

111 - MOUVEMENT DANS UN CHAMP NEWTONIEN

Dans ce paragraphe, on va s’intéresser au cas ou la force centrale qui s'exerce sur le point matériel est
. < i = K N . e
Newtonienne, c’est a dire elle s'écrit sous la forme F = r—zﬁr ou K est une constante qui est positive si la force
est répulsive et négative si la force est attractive.

N . . . K = e .
A cette force correspond I'énergie potentielle de la forme E), = - En effet, la force centrale F dérive de I'énergie
potentielle Ep, donc:

5 _ dE
F = — gradk, = §=—d—rp = Ep=§+Cte

Si on adopte comme origine de I'énergie potentielle celle pour r infini (Ep = 0pourr — 00), alors E, = =

C’est 'exemple :

e du champ gravitationnel crée par un point A de masse my, qui exerce, sur le point matériel M de masse m,
mym—

u, (K=-Gmym <0)

mygm

la force d’attraction universelle F = —G
TZ

Ce qui correspond au potentiel : E,=—-

T

G est la constante de gravitation qui vaut 6,672 x 10711 N.m? kg2

e du champ Coulombien crée par une particule A de charge q4, qui exerce, sur le point matériel M de charge

, . - _ qaq — — qa4q
q, la force électrostatique F = y— u, (K —4ﬂ£0)
Ce qui correspond au potentiel : E, = 1 449
p 4me, T

&, est une constante appelée permittivité du vide et vaut 8, 854 X 1012 F.m™1

Il - 1 - discussion qualitative du mouvement : état lié et état de diffusion

Nous avons montré, dans le paragraphe Il - 5, que I'énergie mécanique d'un point matériel qui subit I'action
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d'une force centrale s'écrit :
L3

1.9 _ _ mc?
Em = Emr + Ep,eff avec Ep,Eff = m + Ep(r) = ﬁ + Ep(r)

1.2 _
= Emr = Em - Ep,eff >0 = Em = Ep,eff

donc les seuls mouvements possibles sont ceux qui vérifient Ep, = Ep o5
s . . S . ) _mc® K
L'énergie potentielle effective s'écrit aussi sous laforme :  Ep opp = -5+~

Etudions I'allure de E, efr dans le cas répulsif (K > 0) et dans le cas attractif (K < 0), sachant que quel que soit

, c? . -
le signe de K le terme 1;17 est toujours positif

Il - 1 - a - premiers cas : interaction répulsive (K >0)

Dans ce cas le terme % est positif et I'énergie potentielle effective est toujours positive. Les seuls mouvements
possibles sont ceux pour lesquels Ey, = Ep o
La particule arrive de linfini, s’approche jusqu'a la distance minimale r,,;, tel que
E., = Ep eff(Timin) puis repart vers I'infini.
Dong, les seuls états possibles sont des états libres (ou états de diffusion) de la particule.

T'min

o

mc? K

A Eperr = 272 +7

‘ : domaine interdit

Tmin Tr

Il - 1-b -deuxiéeme cas : interaction attractive (K <0)

K o c? . o
Dans ce cas le terme —est négatif alors que 7;? est toujours positif
Si I’énergie mécanique est positive (E,, = E; > 0), il s’agit toujours d’un état de diffusion (ou aussi état
libre). La trajectoire posséde des branches infinies et elle est caractérisée par une distance

minimale d’approche T,y tel que Ep, = Ep eff(Tmin) V'min 0

Si I'énergie mécanique est négative et supérieure a E, o¢f (Ep,eff,minimale <En,n=E; < 0), la particule est
piégée dans une zone d’espace limitée au voisinage du centre de force O, r € [ry,1,]. L’état est dit lié.

Si I’énergie mécanique est égale a I'énergie potentielle effective minimale (Em = Ep,eff,m,-m-male), alors
r =1, et on distingue deux cas :

esil, =0 = mr’06=mr20=0
orm+0etr,+0 = 0=0 = 6 = Cte = 6, = on a une position d'équilibre stable (r,, 8,)
siLy # 0 = mr’0=mr’0+0 = O=Cte =  0=20(t)+ 0, rappelonsquer =1, = Cte

alors on a une trajectoire circulaire de rayon r,,

Mécanique du Point Matériel Hichem Chaabane - Année 2011 ISITCom - Hammam Sousse



Chapitre X : Les mouvements a forces centrales 108

mC* K
AEp,eff =25z 7

¢ Domaine interdit

ry 701,

>

Ill - 2 - équation différentielle de la trajectoire

Il - 2 - a - premiere méthode

Dans cette premiére méthode on va utiliser la notion de conservation de I'énergie mécanique et la premiére
formule de Binet (formule de Binet relative a la vitesse).

L'énergie mécanique s’écrit: E,, = E. + E, = %mV2 + E,

. . . du)? 1
d'apreés la premiére formule de Bineton a : VZ =C? (uz + (d_:) ) avec u=-

1 2 2 du 2
= Em=EmC u +(£) +Ku
. S - dE dE,, do
comme I'énergie mécanique se conserve, quel que soit I'instant t,ona: —% = ——=— =

dt de dt
or, pour t quelconque § # 0 :dE—"'—mCZ(u+@)+K—O = @+u——i
P q q de dez - dez T mcz

Il - 2 - b - deuxieme méthode

Dans cette deuxieme méthode on va utiliser la relation fondamentale de la dynamique et la deuxieme
formule de Binet (formule de Binet relative a I'accélération).

- ex . . - = K_, -
La R.F.D appliquée, dans le référentiel R, au point matériel M, donne: F = Z U =ma
or d'aprés la deuxieme formule de Binet, I'accélération d'une particule qui est soumise a une force centrale
s'exprime par :

2 2 2
G = —C2y2 d_“)* — 22( d_u)z 2 v u=-—K
a Cu (u+de2 Uy = meu(ut+_——)=Ku" = oz T U 7

Il - 3 - nature de la trajectoire

La solution de I'’équation différentielle précédente est la somme de la solution générale, soit S, de I'équation

ers . , . L . Vs . d? K
différentielle sans second membre et d’une solution particuliére, soit Sy de I'équation ﬁ +u=- 7
K
Sp = et S;=Acos(0-86,)

d'ou la solution compléte s'écrit :

1 u=—W+Acos(6—00)

= r=—%
—m+A cos(60-0,)
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2
posonsP=£>0 et e=AP >0

K|
sachantque |[K| = KsiK >0 et |[K| =—-KsiK <0
on a alors::
r= m si K<O0 (force attractive)
et
r= N — si K>0 (force répulsive)

- —1+ecos(6-6,)
c'est I'équation d’une conique (hyperbole, parabole, ellipse, cercle) de foyer O et d’axe focal 8 = @
P est appelé le paramétre de la conique (homogene a une longueur)
e est appelé I'excentricité de la conique

On distingue quatre cas :

1¢ cas : si e > 1, la trajectoire est une hyperbole | 2°™ cas : si e = 1, la trajectoire est une parabole

de foyer le point O de foyer le point O
M M
T r
0\ o
(o] Tmin y (0) Tmin ”
Hyperbole / Parabole

trajectoire hyperbolique trajectoire parabolique
de foyer O (cas ou 6, = 0) de foyer O (cas ou 8, = 0)
3°™ cas : si 0<e<1, la trajectoire est une|4°™ cas : si e = 0, la trajectoire est un cercle de
ellipse dont I'un des foyers est le point O centre le point O et de rayonr = P

ellipse
/A0 Cercle

\ 4

M
/?\M
. r
2 'o r1 g
U

trajectoire elliptique

de fi 0 uf,=0
e foyer O (cas ol 6 ) Trajectoire circulaire de centre O

APPLICATION :

. Y . ol . Y - - k ol AY
On considére un point matériel de masse m soumis a une force newtonienne F = —z Uy ou k est une
constante positive.
4 e mC 2 — . 17 . . o
1 - Démontrer que le vecteur H = TV — Ug avec C la constante des aires et V la vitesse du point M qui est un
vecteur constant.
2 - Démontrer que ||H|| = e ou e est|'excentricité.
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solution :

ﬁ
o ] . av - k —
1-La R.F.D appliquée au point matériel donne : mF =F=—-—uy

multiplions les deux membres de I'équation précédente par la constante des aires C = r29 =

- - — -
av k 5,d0 — dug mCdV dug -
mC—— =—-——r"—uyr =k = + =0
dt 2 dt dt k dt dt
- —
d|lmCdV - - mCdV — o —
= — | ———+up | =0 = ——+u9=Cte=H
dt| k dt k dt
- - mC > —
2-ona: H uQ:TV.ue—lecose
mC2
m . mC2 mCZ k
= —vrf@—-1=Hcosf = =Hcos8 +1 = r= =
k kr k(1+ Hcosd) 1+ HcosO

= H=e¢
Ill - 4 - énergie mécanique et trajectoire : relation entre I'excentricité et I'énergie mécanique

Cherchons la relation entre I'excentricité e et I'énergie mécanique E,,. Pour cela, il suffit de remplacer dans

I’expression de I'énergie mécanique, u par — % + Acos(6 —0,) et Z—Z par —Asin(0 — 0,)

E,, = ~m C? (u2 + (E)Z) +Ku

2 do
2
Ep = 2mc? {(—% +Acos(8—8,)) +(~Asin(® - eo))} +K (~-% + Acos(6 - 6,))
1 K? K? |K|
Ep=;mC?A% — — = Ep=5 5(e?-1)=(e-1)

Donc la nature de la trajectoire ne dépend que du signe de I'énergie mécanique, donc des conditions initiales
puisque cette derniére se conserve.

Discutons alors les différents cas possibles selon que la force est répulsive (K > 0) ou attractive (K < 0). Notons
toutefois que le paramétre P et I'excentricité e sont des grandeurs positives.

Il -4 - a - cas d'une force répulsive

. . . P A o .
Si la force est répulsive (K > 0), alors on a : r = recos@ 0y qui doit étre positif, alors il faut que

ecos(0 —60,) —1 > 0. Cette inéquation ne peut avoir des solutions que si e > 1 (car |cos(0 — 8,)| < 1) ce qui
correspond a une trajectoire hyperbolique (état libre). Donc si la force est répulsive, la trajectoire est une
hyperbole et |'état est un état libre (état de diffusion)

Il -4 - b -cas d'une force attractive

. , . _ P v . _
Si la force est répulsive (K > 0), alors on : r = Trecos@-0,) et l'inéquation 1 + ecos(@ —0,) > 0 admet

toujours des solutions quelle que soit la valeur de e.

e Si E,, > 0, alors e > 1 : la trajectoire est une hyperbole de foyer 0. La variable r peut prendre des valeurs
infinies (la trajectoire présente des branches infinies, c'est a dire que le point matériel peut s'éloigner du centre

de force O et s'échappe de l'influence de la force centrale ?), c’est un état de diffusion (état libre)
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e Si E,, = 0, nous avons affaire a un cas limite ou I'excentricité e = 1 : la trajectoire est une parabole de
foyer 0. Ici aussi, la variable r peut prendre des valeurs infinies (la trajectoire présente des branches infinies, c'est
a dire que le point matériel peut s'éloigner du centre de force O et s'échappe de l'influence de la force centrale

F), c’est donc un état de diffusion (état libre)

e Si E,, <0, alors e <1 : la trajectoire est une ellipse de foyer 0. C'est un état lié qui confirme le
mouvement de la particule a I'intérieur de deux cercles de rayon 14 et 1, qui représentent respectivement les
distances du centre de force O au point le plus proche (péricentre) et le plus éloigné
(apocentre) de lui. L'état est dit lié.

Ce point de vue englobe le cas particulier ol e = 0; il s’agit alors d’une trajectoire circulaire
dont le rayon ne peut étre que ro (ry =1, =1g). Dans ce cas particulier, I'énergie

K? |K| mK
Toamez T 2P 213

mécanique vaut : E,,, =

Il - 5 - étude de I’état lié (le cas des trajectoires elliptiques)

Parmi les différentes trajectoires possibles discutées dans le paragraphe précédent, seule I'ellipse (et le cas
particulier d'un cercle) est une courbe fermée. Dans les cas des trajectoires hyperbolique et parabolique, la
coordonnée polaire r peut prendre des valeurs infinies, c'est a dire que le point matériel peut s'éloigner du centre

de force O et s'échappe de l'influence de la force centrale F

D'apreés les paragraphes précédents, les conditions d’un mouvement elliptique sont :
e |a force doit étre attractive (K < 0)
e ’énergie mécanique doit étre négative (E,, <0 =>e < 1)

P
1+ecos(6-6,)

est appelé le demi-grand axe

L'équation de la trajectoire est : r =

P
b= =+aP est le demi-petit axe.
V1-e? P

Ill - 5 - a - période de révolution

La loi des aires nous indique que la vitesse aréolaire est constante. La durée mise par le point matériel M pour
parcourir I'ellipse est donc une constante, c’est la période de révolution T, d'ou :

dA Cc nab
—=cte=-=—
dt 2 T
b? mc? mc? T? m
or P=— = b2= a = —3:47‘[2—
K| K| a K|

Donc la période est proportionnel au cube du demi-grand axe de I'ellipse.

Il - 5 - b - expression de I'énergie

Nous avons démontré que la distance de la particule au centre de force O est limitée par 11 et r,, qui sont

. ’ s S _ s 1 _mc* K
solution de I'équation : Ey, = E, ¢55; C'est a dire Ey,, = ozt
mc?
= Emrz—Kr—T= 0

I'équation précédente est un polyndme de deuxiéme degré dont les solutions (r4 et ;) vérifient :

K K
r1+r1=2a=a = Em:ﬂ
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Remarques :

@ toutes les ellipses de méme demi-grand axe a mais de demi-petit axe b différent sont parcourues avec la
méme énergie mécanique.

@ cas particulieroue =0
si e =0, I'ellipse se réduit a un cercle de centre O et de rayon 1 correspondant au minimum de I'énergie

, . K
potentielle effective et E,;, = P
0

K 1 K

ordanscecasEp—E = Em——EC—EEp—m

IV - APPLICATION AU MOUVEMENT DES PLANETES ET DES SATELLITES
IV -1 -laloi de gravitation

Le mouvement des planetes autour du soleil ainsi que le mouvement des satellites autour de la terre

correspond au cas attractif entre deux masses M et m avec K = —G Mm < 0. La force d'interaction est donnée
. s - Mm N . e
par la loi de gravitation: F = —Gr—zﬁr ou 1 est la distance entre M et m, U, un vecteur unitaire dans la

direction reliant Metmet G = 6,672 x 1011 5. 1.
IV - 2 - mouvement des planétes

La trajectoire d'une planete est une ellipse dont le soleil est un des foyers. La forme de cette ellipse est
définie par son excentricité e (par exemple e vaut 0,007 pour Vénus et 0,017 pour la terre) Pour une orbite

parfaitement circulaire, I'excentricité est nulle

IV -2 -a - hypothéses

» on suppose que les interactions gravitationnelles ont seulement lieu entre une planéte donnée d’une part et le
soleil d’autre part. Ce qui revient a négliger I'effet dii aux autres planétes (un effet considéré comme étant une
perturbation). C'est a dire que le systeme Soleil-Planéte est un systeme isolé.

» on considére que le soleil et les planétes ont la symétrie sphérique. L'interaction Soleil-Planéte est analogue a
celle exercée entre deux points matériels ayant pour masse la masse totale du corps concerné située en leurs
centres.

» on considere le soleil comme fixe dans le référentiel galiléen choisi.

La masse M), d'une planéte donnée étant négligeable devant la masse M du soleil. Le centre de masse du
systeme Soleil-Planéte est pratiquement confondu avec le centre du soleil et le référentiel barycentrique est
pratiquement confondu avec le référentiel lié au soleil. Le mouvement de la particule fictive, décrit donc le

mouvement de la planéte par rapport au soleil. D'apres ce qui précede une planete donnée est soumise a la force
MM SP
r2 sp

centrale newtonienne F = —G U, ol r = SP distance Soleil-Planéte et U, =

IV -2-b-les lois de Képler

> 1% Joi : les orbites des planetes sont des ellipses dont le soleil est I'un des foyers.

> 27 Joj :: le rayon vecteur du soleil a la planete balaye des aires égales pendant des intervalles de temps égaux
(loi des aires)

> 37 Joj : Le carré de la période de révolution d’une planéte de masse M, autour du soleil est proportionnel au
cube du demi-grand axe de son orbite : :—: = cte = 4n? zlw?,,l = ;_Ii

Ces lois ont été démontrées dans le § Il - 5 du présent chapitre.
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Remarque : généralisation de la troisiéme loi de Kepler

MyMg
Mp+Ms

Si M, n'est pas trés petit devant My, il faut remplacer M, par et rparr=GP =
a3 GMp + MS
T2 412

APPLICATION :

La comeéte de Halley a un mouvement de période T = 76,03 années. Son périhélie (point le plus proche
du soleil) est a 0,59 UA du soleil. Calculer en UA, le demi-grand axe de la trajectoire de la cométe, son
excentricité et la distance de son aphélie (point de la trajectoire le plus loin du soleil).

UA : unité astronomique qui correspond au demi-grand axe de I'orbite terrestre.

Solution :
2 2
N eme . . s . s epe T 47[
D'apreés la 3°™° loi de Kepler, le demi-grand axe a et la période T vérifient : —5 =
a GMS
2
2 2 -z
T 4z a T |?
or pourla terreon a : el = — == = 17,947
a GM a T
S [ 0

0

= a=17,947a = 17,947 UA puisque a = 1UAetT =1 an
0 0 [

Notons c¢ la demi-distance entre les foyers de la trajectoire elliptique. La distance du périhélie est :
a-c=059UA = c¢=17,357 UA

c
L'excentricité de l'ellipse est: e = — = 0,967

a
La distance de I'aphélieest: a + ¢ = 35,304 UA

IV - 3 - satellisation

Le mouvement des satellites correspond au cas attractif entre deux masses M 4 (masse de I'astre) et m (masse
du satellite) avec K = -G6mM,4 <0

Ici encore on va poser des hypotheses similaires a celles du paragraphe précédent :

» on considére que la seule interaction subie par le satellite est celle due a I'attraction gravitationnelle de la
terre, supposée sphérique et homogéene de masse My se trouvant en son centre.
» on considére la terre comme immobile dans le référentiel géocentrique supposé galiléen.

La masse du satellite étant négligeable devant la masse de la terre. Le centre de masse du systeme Terre-

Satellite est pratiqguement confondu avec le centre de la terre et le référentiel barycentrique est pratiquement
confondu avec le référentiel géocentrique. Le mouvement de la particule fictive, décrit donc le mouvement du
satellite par rapport a la terre.
Dans ces conditions, les orbites des satellites sont donc des coniques dont la nature dépend du signe de leur
énergie mécanique (de son excentricité e) La figure ci-contre présente les différentes trajectoires suivies pour des
valeurs croissantes de I’énergie (de la vitesse de lancement V), a partir du méme point de lancement. Une étude
fine des satellites exigerait la prise en compte de nombreux parametres susceptibles d'induire des effets non
négligeables (attraction solaire et lunaire, frottement atmosphérique, etc.....). Nous nous limiterons ici a une
approche théorique simplifiée.
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hyperbole
parabole Vo >V,
Vo=V,
V, = vitesse de lancement
cercle V, = vitesse de libération
___________ V, = vitesse de satellisation sur une orbite
Vo= Vs circulaire

Remargue :

Le point le plus proche du foyer O de l'ellipse est appelé le péricentre. Dans le cas du mouvement de
gravitation d'une planete autour du soleil, on parle de périhélie et pour un satellite de la terre, on parle de
périgée.

Le point le plus éloigné est appelé apocentre. Dans le cas du mouvement de gravitation d'une planéte autour
du soleil, on parle d'aphélie et pour un satellite de la terre, on parle d'apogée.

IV - 3 - a - satellite sur une orbite circulaire : premiére vitesse cosmique ou vitesse de satellisation

La premiére vitesse cosmique V est la vitesse que doit posséder un satellite pour tourner autour d'un astre a
basse altitude.
La vitesse nécessaire pour satelliser un corps de masse m sur une orbite circulaire de rayon r, est telle que

(d’apres Ie§IV-5-b):Em=§=EC+Ep =%mV2+§ avec K=-GM m < 0 ou M, est la masse de '

K _GM [em
astre = Vi=—-—=21"4 — V=Vv,= TA

mr r

. . T - 2nr r
Ce mouvement circulaire est périodique de période T = - = T =2nr on
A

. o R GM, .
En confondant le poids et la force gravitationnelle, on a, a la surface de l'astre, g, = R—ZA ou R, est le rayon de
A

. ‘- , R?
I'astre supposé sphérique = Vi = g"TAet T =2nr rRZ

Jolty

. . ’R
Dans le cas d’un satellite en basse altituder * Ry, = Vo= ,/g,R4 et T =2m g—A
o

27
Ry

GM R
Dans le cas de la terre et pourr = Ry, ona: g, = —- Vs = /goRr et T=2m /g—T
[

sachant que Ry ~ 6400 km et g, ~ 9,8 m.s~2, alors :
V. =792 km.s™! et T =05,08 x 103s ~ 1 H 24 mn

IV - 3 - b - aspects énergétiques d’un satellite en mouvement circulaire

Dans le cas d'une orbite circulaire on a: e=0 = E,=-E.=:E
ol My est la masse de la terre et m la masse du satellite

Par suite des frottements avec I'atmosphere le satellite est freiné. En effet cette force de freinage est opposée a
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la vitesse, donc sa puissance Py, est négative. Il en résulte que I'énergie mécanique du satellite diminue :

dEn,
—=P:<0
dt f
Comme le mouvement est circulaire et peu modifié, les relations établies ci-dessus entre les différentes énergies
. 1
sont toujours valables: E,, = —E. = EEP

Remargue :

E,, décroit = E_ croit. Ce résultat paradoxal provient du fait que I'augmentation de I'énergie cinétique sert a
compenser la trop forte diminution de I’énergie potentielle.

IV - 3 - ¢ - trajectoire parabolique : vitesse de libération ou seconde vitesse cosmigue

On appelle vitesse de libération V, la vitesse minimale pour laquelle I'état est libre (le corps se libere du
champ de gravitation). L'orbite est donc parabolique et I'énergie mécanique est nulle (le point arrive a I'infini avec
une vitesse nulle). Calculons la vitesse V a laquelle il faudrait lancer un point soumis a la seule gravitation a partir
de la surface terrestre pour que ce point puisse aller a I'infini. On a :

V= \/EVS

1 GMtm
Ep=;mVi-—1==0 =

VL = ,/ZgORT f—

la vitesse V| est aussi appelée vitesse parabolique, ou encore seconde vitesse cosmique

application numérique : pour Ry ~ 6400 kmet gy ~ 9,8m.s72, V, ~ 11,2 km.s™!

Remarques :

@ notons que la vitesse de libération V; est indépendante de la masse projetée a partie de la terre. Par exemple,
une fusée a la méme vitesse de libération qu'une molécule.

. . f GM , . Ll s . , . .
@ l'équation V; = |2 TT peut s'appliquer au lancement d'objets a partir de n'importe quelle planete. La vitesse

, GM
de libération pour n'importe quelle planéte de masse M,, de rayon R, est donc V| = 2R—p. Le tableau ci-
P

dessous donne la liste des vitesses de libération des planétes et de la lune.

Astre Masse (kg) Rayon moyen (m) | V; (km/s)
Mercure 3,28x10% 2,44 x10° 4,25
Vénus 4,88x10% 6,05 x10° 10,36
Terre 5,98x10* 6,37 x10° 11,20
Mars 6,42x10% 3,39 x10° 5,03
Jupiter 1,90x10%’ 7,14 x10’ 60,20
Saturne 5,68x10%° 6,02 x10’ 36,09
Uranus 8,68x10% 2,55 x10’ 21,38
Neptune 1,03x10%° 2,21 x10’ 23,56
Pluton 1,31x10% 1,15 x10° 1,23
Lune 7,36x10*° 1,74 x10° 2,30

On remarque que les valeurs qui y figurent vont de 2,3 km.s™! dans le cas de la lune a 60 km.s~! pour
Jupiter. Ces résultats, ainsi que certaines notions de la théorie cinétique des gaz (voir cours thermodynamique)
expliquent que certaines planétes ont une atmosphere alors que d'autres en sont dépourvues.

Les atomes légers, tels que I'hydrogéne et I'hélium, ont des vitesses moyennes plus élevées que les atomes
lourds. Ainsi ces atomes légers, ayant une vitesse moyenne plus élevées que la vitesse de libération pourront
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s'échapper de I'atmosphére de la planéte. C'est d'ailleurs ce qui explique que I'atmosphére terrestre ne puisse pas
retenir les molécules d'hydrogéene et d'hélium, alors que les molécules les plus lourds, comme celles d'oxygéne et
d'azote, ne peuvent s'en libérer.

Sur Jupiter, la vitesse de libération est trés grande (60 km.s™1). Ce qui explique que son atmosphére soit
principalement composé d'hydrogene.

APPLICATIONS :

O Un satellite terrestre a un mouvement de période T = 5843 s. Son périgée est a 350km d'altitude.
1 - Calculer le demi grand-axe de sa trajectoire

2 - Calculer I'excentricité de la trajectoire et I'altitude de son apogée.

On donne : le rayon de la terre Ry = 6400 km.

Solution :

: . T2  4m? 412 GM -
1-La 3™ loide Kepler = —= =— = go=—75=98m.s72
a GMT JoRT RT

1

2 2\ o
= a:(%)3=730km

p

2 - L'équation de la trajectoire est r = ———
1+ecos@

le périgée correspond a 8 = 0 = T = ﬁ = 6750 km

I'apogée correspond 8 = 1 = Ty = ﬁ
i A 1 14 p )
Le demi grand-axe correspond a : a=- (rA + ) =——=— = e=1—-——=0,04
2 p 1-e? 1—e a

l'apogée esta:ry, = 1% =a(1+e) = 7310 km ce qui correspond & une altitude h = r, — R = 910 km

® Un satellite de masse m décrit une orbite circulaire a basse altitude dans le plan de I'équateur. Ce satellite a
été lancé d'un point situé sur I'équateur.

Calculer I'énergie qu'il a fallu fournir a ce satellite pour le mettre sur orbite, en distinguant les deux sens
possibles de rotation sur la trajectoire.

Calculer I'écart relatif %
On donne : le rayon de la terre Ry = 6400 km et la masse du satellite m = 80kg.

Solution :

. . . K K K . .
L'énergie potentielle de pesanteur est E,, = el S la méme qu'a la surface de la terre
T T

=>I'énergie a fournir correspond a la variation de I'énergie cinétique

Initialement, immobile au sol, le satellite a une vitesse V = Rw = 465 m.s~1 par rapport au référentiel

géocentrique.
1

Pour étre en orbite circulaire, il doit avoir une vitesse Vy = \/goRr = 7920 m.s~

- Pour mettre le satellite en orbite circulaire dans le sens de rotation de la terre, il suffit de faire passer son énergie
. 1 \ 1 Vs [ . .

cinétique de E, = EmV2 a E,.= EmVS2 d'ol une énergie fournie : E; = E', — E, = 2,5 X 10° ]

- Pour mettre le satellite en orbite circulaire dans le sens contraire de la rotation de la terre,

il faut compenser son mouvement initial pour le faire tourner dans I'autre sens. Il faut donc
fournir une énergie E, = E'. — E, = 2,52 X 10° ]
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AE  2E 2v? _
—~ === = =7x10 3
E Erg V¢

IV - 3 - d - satellite géostationnaire

Les satellites géostationnaires évoluent dans le plan équatorial et ils apparaissent immobiles a un observateur
terrestre (d'ou le terme géostationnaire). Donc, un satellite géostationnaire est animé d'un mouvement circulaire
qui, dans le référentiel géocentrique, présente une vitesse angulaire égale a celle de la terre (orbite
géosynchrone). La période de rotation de la terre est égale a Ty = 86164 s (jour sidéral), le rayon R de I'orbite

géosynchrone est déduit de la 3°™ loi de Kepler :
1 1

R - GM;T*\3 _ (goRFT*\3
~\ 4n? “\ 4m?
Le rayon de la terre est Ry = 6378 km, |'altitude d'un satellite géostationnaire est de 35784 km.

Un satellite géostationnaire ne permet pas d'observer les régions polaires (voir figure ci-dessous). Les limites
. e R N . . -
en latitude Nord et Sud sont définies par R—T = cos A ou A est |a latitude. Donc toute partie du globe située au nord
0

ou au sud des paralléles 81, 3 ne peut étre visible des satellites géostationnaires.
Nord

Terre

satellite

Sud

IV - 3 - e - mise sur orbite d'un satellite géostationnaire

La mise sur orbite d’un satellite représente une phase tres délicate de la mission en raison des conditions
extrémes supportées par le véhicule et son lanceur périgée
ainsi que du grand nombre de parameétres a maitriser
en quelques instants. En fonction des caractéristiques
orbitales souhaitées, la vitesse communiquée par le
lanceur au satellite lors de sa mise sur orbite est
définie par la valeur de I'énergie mécanique. On a vu
gue plusieurs cas sont a envisager:

orbite parabolique
V - VL

- la plus petite vitesse initiale permettant a un
satellite d'avoir une trajectoire circulaire est la vitesse
de satellisation V¢ ou premiére vitesse cosmique (c'est
aussi la plus petite vitesse initiale permettant a un
satellite de ne pas retomber sur le sol). Pour un
satellite évoluant a basse altitude, la valeur de cette
vitesse est de 'ordre de 7,92 km.s™?!

- si la vitesse initiale du satellite est égale a apogée
légérement supérieure a Vg, (Vs < V<\/EVS), la
trajectoire devient une ellipse dont le périgée est le point de mise sur orbite (voir figure ci-dessous).

orbite circulaire
V = VS

orbite elliptique
Vs <V <V,

- lorsque la vitesse atteint la vitesse de libération ¥V, = V2V, ou la seconde vitesse cosmique, le satellite
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s’éloigne indéfiniment de la Terre. La vitesse de libération est telle que I'énergie mécanique totale c’est-a-dire
cinétique et potentielle du véhicule soit nulle. Dans ces conditions la vitesse de libération est égale a
V, = 11,2 km.s™ 1. Au-dela de cette valeur de la vitesse au point d’éjection, la trajectoire devient une parabole
ou méme une hyperbole pour des vitesses tres supérieures a V;. La mise sur orbite d’'une sonde spatiale exige
donc ces conditions de lancement.

Dans le cas d'un satellite géostationnaire, la mise a poste d’un satellite sur orbite équatoriale circulaire de
rayon R, ne s'effectue pas directement par le lanceur. Le procédé usuel consiste a effectuer cette manceuvre en
trois étapes successives, par le biais d'une méthode dite méthode de transfert d’Hohmann, qui permet le
transfert entre une orbite initiale a basse altitude et l'orbite géosynchrone. Le principe repose sur la
communication d’impulsion au véhicule en des lieux bien précis.

- la premiére étape consiste a placer le satellite sur une orbite basse circulaire a environ 200 km d’altitude,
c’est  dire 3 la vitesse V; = 7,92 km.s™ 1.

- une premiére impulsion, caractérisée par un accroissement de vitesse (AV; = 2465 m.s~ ! si I'orbite est
équatoriale), transforme I'orbite précédente en orbite elliptique de périgée 200 km et d’apogée 35800 km. Sur
une telle trajectoire, la vitesse au périgée est de 10250 m.s~! et a I'apogée 1590 m.s~ 1.

- lors du passage du satellite a 'apogée, une deuxieme impulsion (caractérisée par un accroissement de

vitesse AV, = 1480 m.s~1) met le satellite sur une orbite circulaire.

AV,

apogée
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