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Exercice 1, (4.5 poin*)

L Soient o, ô e ltl- tels que a f ô. Montrer par récurrence que :

Vn e N., o" - ô^ est divisible par a - b.

2. Soient c, g € R. Montrer par contraposition que :

r + y > l + y > : o u r t  1 .
o 5

Exercice 2. (6.5 points)

l. Dans IR, on définit la relation binaire 7? par :

Vo ,3 r  € lR ,  rRg  e  
"  

-  9 '  3  r  -  Y '

Montrer que i
(a) R n'est pas symétrique,

@) ? n'est pas antisymétrique.

2. On définit sur l|, +oo[la relation binaire 5 par :

Vz,g el ] ,+oo[,  x 3 g + t '  -  Y'  3 x -  Y'

(a) Montrer que 5 est une.rJlation d'ordre.

(b) Cet ordre-est il total ?

Exertice 3. (9 ioints)
On considère fes deuxapplications suivantes '. )'

/: IR --+ R g: R ---+ lR
s  , - -+  J@) :3 -2x  æ.  * -+  g (a )=ç2 .

1. / est-elle injective ? surjective ?

2. Calculer / ( {  -a,3}) ,  / ( l t ,+oo[)  " t / - ' ( ]  
-  oo,0[) .

. 3. Déterminer I'application gol et calculer (gol) (O), (9ol) (3) et (gol)-t({-t}).

4, goJ est-elle injective ? surjective ? bijective ? -

5. Donner des intervalles f et .I, tels que l'application gol : I --+ J soit bijective.
Déterminer, dans ce cas, I'application réciproque (9ol) - 1 .

Bon Courage
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Exercice 1. (4.5 points)

1 Soient a, ù € N" tels que a f b. Montrons par récunence que :

Vn e N*, a" - ô" est divisible par a - b.

Il s'agit de montrer que

V n e N * ,  ? , l e  e Z ,  a " - b " : k ( a - b ) .

Pour n € N., notons par P(rz) la propriété :)k eZ, a" -b : k(a-b).
(a) Pourn: 1, on a

Donc,
f k :

D'où P(1) est waie.

I  e7,:  a\  -br -_ k(a-b).

(b) Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie, c'est à dire

Féxier 2020

ar -br :  a -  ô:  r(a -  ô).

a k e Z , a " - * : k ( a - b )

et montrons que P(n f 1) est vraie, c'est à dire

)H eZ,  o.n+t '  -bn+l  :k ' (a-b) .

Ona
a ' ' -  - o ' ' '

Donc
'  I  l { : ( b "  +ka )  eZ ,  an+L  -V+1  : k ' (a -b ) .  .

Finalemen! on a montré par récurrence que : i'

Vn € N', ô' - ô" est divisible par a - ô.

2- Soient x,g € IR. Montrons par contraposition que : .
4 I

æ + A > l + y > B o u t > 8 .

4 I
U S g e t x < 6 + - . r * U < 1 .

a < t e . l - z < |  +  s + ' < â + à
+  t + a  < I .

:  aan -bb tL  \
: a(b^ +k(a-b)) -bV (grâce à I'hypothèse de*écurrence) / , ./ )
:  ab^ .+ka(a-b) -bv  l /1  . \  /
: (b*+ka)(a-b) 

\y_/

Il s'agit de montrer que

Ona



Exercice 2. (6.5 points)

l. Dans lR, on définit la relation binaire 7è par :

V o ' 3 r  e  l R ,  x R g  e  x ' - 9 2  3 r - g .

(a) Montrons que 7t n'est pas symétrique :
On a 0R2, car

0 2  - 2 2 :  - 4 <  - 2 : O - 2 .

Manq2 /20, car
2 2 - 0 2 > 2 : 2 - 0 .

(b) Montrons que 7? n'est pas antisymétrique : On a O7?l et 1R0, car

Mais 0l -1.

2. On définit sur ]|, +oo[ la relation binaire S par :

I
V r , g  € l ; , + o o [ ,  x S y  + x ' - g ' 3 z - a .

(a) Montrer que 5 est une relation d'ordre.

i. Réflexivité de S : Soit c €l;, +ool. On a

x 2 - x 2 : o : r - r .

(  0 2 - 1 2 < o - l

{ ; : - * = , - o

Donc,

Par suite,

D'où, 5 est réflexive.

'Par suite,

(  
" 3 a  

(  r ? - y ' < r - s
|  '  |  " -
( e t + ( e t
l ^ l o
(  g o z  \ a ' - r ' < - a - r

(  : Ê  - y 2  1 x - . s
|  " -

. +  f  e t

| ,' - a' ) x - y.

1 2 - f : x - a .

(D
ii. Antisymétrie de 5 : Soient z,3r e]|, +oo[, tels que xEg etySx. Ona



Ona

t 2 - Y 2 : t - Y - l ) : o 'a  ( x - y ) ( n + a

- {*:i-,

Exercice 3. (O9points)
On considère les deux applications suivantes :

/: IR ---+ IR ''

x  e - -+  f ( r ) - -3 -2x

(impossible, car r, g el|, +oo[).

, ' - a ' < r - y  o t  1 2  - - . 9 2 )  r - g

-  * ' - g ' < r - a  o t  y ' - r ' < y - "
- rSa ot gSr.

g: IR ---+ lR
t  t - - -+  g (x ) : * .

i

1 @ ù : l @ ù  +  3 - 2 x 1 : 3 - 2 r ,
1 - 2 x 1 : - ) a ,
- tr.-- 12-

Donc
Yqy €l;,+cr{,rSs etyEx + r: !.

D'où I'antisyméaie de 5.

iii. Transitivité de 3 : Soient c, 3r, z e ]|, +oo[, tas qu e xEy et gE z. On a

(  r S a  (  r ' - a ' < r - a
{ " t  + { e t

I  y s ,  l a ' - " " < y - "

-  x 2 - 2 2  3 x - 2 .

I
Yr,y,z elj,+æl,tSg etgSz + xSz.

D'où la transitivité de S
De i., ii. et iii., on a .5 est une relation d'ordre.

(b) Cet orâre est totâl : En effet, soient 2,9 e]|, +oo[. On a

1. (a) Injectivité de /: Soient a1, z2 e lR: /(u1):1@ù.

Donc J est injective.

@) Surjectivité de J : Soit gr e IR,3?re lR:g:/(c).

a :  f @ )  +  a : 3 - 2 t
'  +  ' : * '

Donc 
? - tr

V s e I R , 3 c : ; . R : / ( r ) : y .

o'àt I esisurlective.

- ! !F_



Calcuions /(i-4,3]), /(lt, +oo[) et /-1(] - oo,0[).

(a)
/ ( { -4 ,3 } )  :  { s  e lR / l r  €  { -4 ,3 } ,  f@)  :  a }

:  { / ( -4 ) , / (3 ) }
:  { 1 1 , 3 i .

(b)
/(lt, -t) {s e R/lz el1, co[: /(r) : s]

I - -, t[ ( car J est décroissante).

{z e R//(r) €l - oo;0[]
{ z e R / - o o < / ( z ) < 0 }
{ r e R / - c o < 3 - 2 2 < 0 }
{z e R/ - oo < 3 - 2x et} - 2x < 0\

Donc

/-'(l - -,0[) :] - -, +-tnlj, +-t:ll, +-t.
3. Déterminons I'application gol et calculons (sol)(0), (goJ)(3) et (sr.f)-t({-ti).

(a) Déterminons I'application 9o/ : Soit z e lR.

. (sof)(") __ 
T[,:9,

: 4t:2 - l2r + 9.

Donc
9ol: R ---+ JR

r *+ (gof)(r)  :4r2 -  I2t :  + g.

calculons @of)(o), (eol)(3) et (eol)-r({-t}) :

/  ' \ - 1 l .  r r \(90"r /  
- (1-r  

] /

(sol)(o) : 4$)2 - nx 0 f e : e.

(sol)(s) : 4(3)2 - 72 x (3) r e: e

(c)

/- '( l - -,0[) :

(b)

{ z e R / ( e o l ) ( r ) € { - 1 } }
{ce lR/ (eo l ) ( r ) : - t }
t,r c lN l4ê - 12': -r- o : -1I

{x eRl4x2 - 122 + 10 : o}
a.

( ^ : 9 - 4 x 3 : - 3 . r @

a r Ç
4. (a) Injectivité de gof :9ol n'est pas injective car 3r : 9 admet deux

(d'après la question précédentQ (So"f)(O) : (gol)(:) : 9 mais 0 I 3.

(b) Surjectivité de gof : gof n'estpas surjective car g : -1 n'a pas d'
(d'après la question précédente).

(c) Bijectivité de gof : gof n'est pas bijective car elle n'est pas surjective (ou car
n'est pas igjective). o r 4



5. (a) Donnons des intervalles 1 et J, tels que l'application goJ : 1 ---+ J soit bijective :
Résolvons l'équation y : (gof)(x) où 3/ € J et z à déterminer d'une manière
unique dans 1.
! : 4 r 2  -  1 2 r  + 9  ç  4 x 2  - l 2 z * 9 - y : Q

L- - r44 -4x4 (9 -y ) : t $ ' y
^ > 0 < + l f u > 0 < + g €  [ 0 , + o o [

r 2 + J W  1 . / i  r 2 - J W  -
lesrac inessor tz l :  - r j - : : I  : i+#,  o"" : - : -à Ï  =3-#

Le tableau ile variation

Déterminons, dans ce cas, I'application réciproque (gof)-l :U applrcation z-l

réciproque de la bijection gol : / : [!, +oo[---+ .f : 10, aoo[ est la suivante : 
/
Y

(soil-', to,+oot ---+ tf,+oof I
c Q \

a È'+ bof)-'fu) : i* 
ur- 

)

(b)

tr est facile de vériûer que gol , 1 : [f, +oo[---+ J : [0, +oo[ est une bijection.

Remarque : on peut aussi considérer la bijecton

sof : r :l - .o, !l 
---+ J : [0, +oo[.

Remarque : Llapplication réciproque de la bijection
I

sof : I :l - o", il 
---+ J : [0, +oo[est

)'

(soil-] , 10, +oot ---+l - oo, ll
a è krj)-'(s): "/y2; -


