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Objectives

Ce module a pour objectifs de sensibiliser 1'étudiant a l'importance pratique des
problemes d'optimisation linéaires, de maitriser I'ensemble numérique sous-jacent, et de

pouvoir utiliser ces techniques dans des problemes pratiques.
Prés-requis

Pour que les étudiants puissent assimilés ce cours il faut bien avoir au moins ces

connaissances ci-dessous :

® Mathématiques et informatique générale,

® Métriser le calcul matricielle.
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Chapitre II : Méthode Primale de résolution d'un P.L

Chapitre II : Méthode
Primale de résolution
d'un P.L

1. Position du probleme

Considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

max Z = CTx,
Ax = b, @2.1)
x>0,

L'ensemble X = {x € R/Ax = b, x > 0} est appelé ensemble des solutions réalisables du probleme (2.1)
oll A est une 711 X 1 matrice et b un vecteur de R"".

On note :
I =1{1,2,...,m}'ensemble des indices des lignes de A.

J =1{1,2,...,n} 'ensemble des indices des colonnes de A.
A=(lJ)

2. Bases et solutions de base

/" Definifion: Définition 2.1.

On appelle base du probléme (2.1) toute sous-matrice carrée Ag = A(l, Jp) telle quedet(A) # 0 on
‘]B = {]17 j2a aJl’l} C ‘]

4 Example

2 45
A_(l ; S)J_{LmaJ_{Lza

1 8
Soit A g une base du probleme (2.1) qui s'écrit sous forme Ag = A(I; Jp).

Rang(A) = 2,silonprend Jg = {1,3}, Ag = ( 25 ),Det(AB) = 11, donc A g est une base.

En posant Jy = J/Jpg on aura A = [AgAn] ot Ay = (I; Jy) est une sous-matrice de A formée des
vecteurs de A qui ne sont pas dans la base A g (vecteurs non basiques ou hors base).
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Caractérisation des points extrémes

X

N N B .. N
Le systtme AX = b; x = (X1, X2, ..., Xp)ou X = ( X )est équivalent a :

Ax=b = Agxg+Anxy=0>b (2.2)

En posant Xy = 0 on obtient :

Agxp=b = xp= A;lb.

La solution Xg = A;lb est appelée solution de base associée “a la base A .
Si xp > 0 1a base associée est dite réalisable

- Une solution de base réalisable est dite non dégénérée si X; > 0, Vv ] € Jp.

- Dans le cas contraire, c'est a dire 1] € Jp /x = 0, 1a solution de base est dite dégénérée.

3. Caractérisation des points extrémes

& Fundamental:Théoréme 2.1.

L'ensemble des points extrémes du polyedre convexe
X={xeR'"/Ax =b, x >0}

est égal a I'ensemble de ses solutions de base réalisables.

& Fundamental:Corollaire 2.2.

Soit A une 71 X n-matrice de rang m. Le polyedre non vide
X={xeR"'"/Ax =b, x >0}

possede un nombre fini de points extrémes.

& Fundamental:Corollaire 2.3

Le polyedre non vide
X={xeR'/Ax =b, x > 0}

posséde au moins un point extréme.

& Fundamental:Théoréme 2.4

Soit le polyedre convexe fermé et borné
X={xeR'/Ax=b, x > 0}

. A 1 ¢2 . 2T .o .
ayant n points extrémes S *, S 7, ..., S". Tout point de X peut s'écrire sous forme d'une combinaison linéaire

convexe de ses points extrémes, c'est a dire :

VxeX, x=Y" ;80 S =1, 4 €[01], Vji=12..n
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Criteres d'optimalité

4. Optimalité en un point extréme

& Fundamental:Théoréme 2.5.

La fonction objectif du probleme (2./) atteint son maximum en un point extréme de l'ensemble X des solutions
réalisables.

Si la fonction objectif atteint son maximum en plusieurs points, elle prendra cette méme valeur maximale en
tout point qui est combinaison convexe de ces points extrémes.



Formule d'accroissements de la fonction objectif

5. Criteres d'optimalité
5.1. Formule d'accroissements de la fonction objectif

Soit X = (x 1 5 xz, ..., X"") une solution de base réalisable et Ag = (I ,J B) la matrice de base associée et Soit
X une autre solution de base réalisable différente de x telle que X = X + Ax. On a alors :

AZ=7-7

T T

=c'x—-c'x
=cl'(x-x)

=cTAx (2.2)
OnaX, X € Ralors:
Ax=b>b

Ax=0>

= Ax—-Ax=0
=>AXx-x)=0

= AAx =0

= ApAxp + AyAxy =0

= ApAxpg = —AnAxy

= Axp = —A;lANAxN (2.3)
Tenant compte des relations (2.2) et (2.3)on a :
AZ = T Axp + el Axy

= clT;(—Al;lANAxN) + c]CAxN

_ _ T p-1 T
= —cgAp ANAxy + cyAxy

= (=cLAZ Ay + cD)Axy (2.4)
On définit le m-vecteur des potentiels par :
u' = LA (2.5)
On définit le m-vecteur des estimations par :
ET =uTA-cT (2.6)
La jieme composante du vecteur des estimations est données par :
Ej:uTaj—cj, jeJ 2.7)
d'ou
{ ET = uTAg - c, 08)
E]C = I/tTAN — 017\;, '

des relations (2.5) et (2.7) la relation (2.4) devient :
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Critere d'optimalité

AZ = (—u"Ay + c})Axy

= —(ul Ay — c)Axy
—EIY\;AXN

— ZjGJN E]AXJ (29)

5.2. Critere d'optimalité

Soit x une solution réalisable de base associée  la base Ag = (I, J). Quelles sont les conditions nécessaires

et suffisantes pour que x soit une solution optimale du probleme (2.7) ?

& Fundamental:Théoréme 2.6.

1. L'inégalité EN > 0 est suffisante pour I'optimalité de la solution de base réalisable x.
2. L'inégalité EN > 0 est nécessaire pour l'optimalité de la solution de base réalisable x si celle ci est

non dégénérée.
Si x est une solution optimale non dégénérée, alors EN > (0

Preuve.

1. Soit x:(

XB
0
réalisable quelconque. On a :

Axy = Xy — Xy = XN

De la relation (2.9) on a :

AZ = — ZjEJN E]AX] = —EITVAXN
SET>0 = AZ<0

= Z(%) - Z(x) < 0

= Z(x) > Z(%), YxeX (2.11)

donc x est optimale pour le probleme (2.7)

) une solution

2| &1

) une solution réalisable du probleme (2.1) et soit X = (

. Soit x une solution optimale non dégénérée, c'est a dire :

x>0, VjeJg (2.12)
Montrons que Ep > 0.
Supposons que X; > O,Vj € Jp, et3j0 € JNtelqueEj0 <0
On construit un vecteur X de la maniére suivante :
x=x+6l, 6>0 (2.13)
leR"/AL=0
{ L sij = Jo,
0 sijedy, j = Jo
Ona:
Ax = A(x +0])
=Ax+06A.l
= Ax
=b (2.14)
Al =Aglg+Anly =0
= lp= —AEIANIN
=g = —Aglajo (2.15)



Condition suffisante d'existence d'une solution non bornée

{ E = XB — Q(A;;lajo), (2 16)

m = XNy + QZN >0,
De la relation (2.17) on a X, > O pour un certain @ petit, alors :
AX = bx > 0 donc X est une solution réalisable
De la relation (2.9) on a :
AZ = _ZjeJ,, EjAXj
== 2jes, Ej0
= =02 jes, Ejlj
= —0E;, >0 2.17)
A >0 = Z(Xx)>Z(x)
ce qui est contradictoire du fait que x est une solution optimale pour le probleme (2.1), donc :

E>0
5.3. Condition suffisante d'existence d'une solution non bornée

& Fundamental:Théoréme 2.7.

La fonction objectif du probleme (2.7) n'atteint pas son maximum si parmi les composantes non basiques du
vecteur des estimations, il existe une qui est strictement négative et pour laquelle correspond le vecteur

-1
AB Cljo < 0.
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