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Introduction

Ce cours de géométrie est une introduction a la géométrie affine et euclidienne. Son objectif
principal est I'introduction des concepts fondamentaux de la géométrie tels que : espace affine,
application affine, espace euclidien, isométrie, etc. Ce qui permettra a I’étudiant d’avoir les outils
mathématiques nécessaires pour ’acquisition et ’assimilation des connaissances dans le domaine
de sa formation.

Le plan du cours est comme suit.

— Chapitre 1 : Géométrie affine

1. Notion d’ espace affine, exemples d’espaces affines
Notion de barycentre

Variétés affines, applications affines et formes affines
Droites et hyperplans

Translation, homothétie, symétrie.

hapitre 2 : Espace affine euclidien

Structure d’espace euclidien, norme et angle, orthonormalisation de Gram-Schmidt

o= Qoo W

Sous-espaces orthogonaux (hyperplan orthogonal & une droite, distance d’un point a
une droite, etc.)

3. Applications dans les espaces affines euclidiens : isométrie et similitude.
— Chapitre 3 : Paramétrisation des courbes et surfaces

1. Courbe paramétrée

2. Etude locale des courbes planes

3. Etude locale des courbes gauches

4

. Tracé des courbes paramétrées planes : courbes en coordonnées cartésiennes, courbes
en coordonnées polaires

5. Exemples de courbes et surfaces



Chapitre 1

Rappels d’algebre linéaire

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1 (La notion de corps). Un corps est un ensemble K muni de 2 opérations (+)
et (+) telles que :
Al) Ve,ye K, z4+yeK;
) Ve,ye K, z4+y=y+zx;
A3) Vz,y,z€ K, (z+y)+z=x+(y+2);
) e K Vee K, 0+x=u;
A5) Vz e K, 3(—x) € K, z+ (—z)=0;
Ml) Va,y e K, zy€ K;
) Ve,y € K, xy=yx;
M3) Va,y,z € K, (zy)z =x(yz);
M4) 31 e K,1#£0Ve e K, lzx=ux;
M5) Vz € K*, 3r~t e K, za~!=0;
D) Va,y,z € K, x(y+z) = (xy + x2).
On dit que (K, 4+, ) est un corps. D’une facon équivalente (K, +,-) est un corps si (K, +,-) est
un anneau commutatif et (K*,-) est un groupe, ici K* = K — {0}.

Exemples de corps :
Q : Ensemble des nombres irrationnels.
R : Ensemble des nombres réels.
C : Ensemble des nombres complexes.

Définition 2 (Espace vectoriel ). Un K-espace vectoriel est un ensemble V' muni de 2 opé-
rations binaires :

VxV =V, (v,w)—v+w;

KxV =V, (a,v) = av;

Vu,v,weV, (u+v)+w=u+(v+w);
Vu,veV, u+v=v+u;
FJ0eVVveV, 0+v=u;

VoeV, 3 (—v)eV, v+ (—v)=0;
Va,f e K,YveV alfv)=(af)v;
YVveV, lv=uv;
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7 Vae K,Vu,veV,a(u+v)=au+ av;

8. Va,fe K,VveV, (a+ f)v=av+ fo.
On dit que (V,+, ) est un K-espace vectoriel.
Définition 3. Soit (V,+,-) est un K-espace vectoriel. Une partie W C V est un sous-espace
vectoriel de (V,+, ) ssi :

1.oeWw.

2. Va,pe K,Vv,weV,av + fw € W.

Soit (V,+,-) est un K-espace vectoriel. Soit S une partie de V. Le sous-espace vectoriel
engendré par S est le plus petit sous-espace vectoriel contenant S. On le note Vect(S). Si S =

{v1,va,...,v,}, alors on écrit Vect(vy,va, -+ ,v,).
Vect(vy,va, -+ ,v,) = {a1v1 + aove + - + apvn: ar, e, ,an € K}
Vect(v1,va, -+ ,v,) = (V1,09, -+ , V).
Définition 4. Soit (V,+,-) est un K-espace vectoriel. On dit q’une famille A = (v, va, -+ ,v,)

de vecteurs de V' est une base de V ssi

1. A est linéairement indépendante

2. V = Vect(vy,va,- -+ ,vp).
Théoréme 1 (Théoréme d’existence d’une base). Si un K-espace vectoriel V' admet une
famille génératrice finie, alors il existe une base B = (vq1,va,--- ,v,) de V.

Théoréme 2 (Théoréme de la base incompléte). Si A = (vy,v2,---,v,) est une famille
libre, alors A peut étre complétée pour obtenir une base de V.

Théoréme 3 (Théoréme de la base extraite). Si A = (vy,va, - ,v) est une famille
génératrice de V', alors on en peut extraire une base de V.

1.2 Applications linéaires

Définition 5. Soient V et W deux K-espaces vectoriels. Une application linéaire de V' dans W
est une application f: V — W telle que

L Yov,ve €V, f(vi +v2) = f(v1) + fv2);
2.VAe K, YveV, f(Av) = Af(v).
L’ensemble des applications linéaires de V et W sera noté L(V, W).

Proposition 1. Nous avons les propriétés suivantes :

1. ker f est un sous-espace vectoriel de V.

2. im f est un sous-espace vectoriel de W .

3. f est injective ssi ker f = {0}.

4. [ est surjective ssiim f = W.
Proposition 2. Soit f: V — W une application linéaire et B = (v1,va,- -+ ,v,) une base de V.
Alors

im f = <f('ul)7f(’u2)’ T 7f<Un)> :

Le rang de f est Rg f = dimim f.
Théoréme 4 (Théoréme du rang). Soit f: V — W wune application linéaire avec dimV <

+00. Alors
dimV = dimker f + dimim f.



1.3 Matrice associée a une application linéaire

Soient V et W deux K-espaces vctoriels, avec dim V, dim W < oo.

Soient A = (v1,v2, -+, V) et B = (w1, ws, -+ ,w,) des bases de Vet W respectivement. Soit
f:V — W une application linéaire. Alors f est uniquement déterminée par f(v1), f(v2), -+, f(vn).
Si v e V,alors 3 (21,22, ,2)" € K™ tel que v = Y ' x;v;. On définit [v]4 =
(x1, 22, ,om)t.

La matrice de f par rapport aux bases A et B est la matrice A notée [f]a B, et donnée par
[f(v)]5 = [f]a,8[v].a. On note aussi [fla,z = Mas(f).

Nous avons
[flas = [[f(v)]s: [f(v2)]B, - [f(vm)]8] .

Nous avons ce diagramme commutatif.

|1 [ s (1.1)

Km [fla,s Kn
Soit f: V — V une application linéaire. Soient A = (v1,vs,...,v,) et B = (wi,ws,...,wy,)

deux bases de V. La matrice de passage de A a B (la matrice de changement de base) notée P4
est définie par P4 g = Mp 4(idy). Comme [idy (v)]a4 = Mp, 4(idy)[v]g, alors

[’U]A = PA,B['U]B-

Proposition 3. Soient g, h: V. — W et f: W — Z des applications linéaires; A, B, C des
bases des espaces vectoriels V., W, Z respectivement. Alors

1. [g+hlaps =[glas+[hlas;

2. Mglas=Nglas;

3. [foglac=IflBclglan;

4. Si g est inversible, alors [g7']p,.4 = [g];‘,lB.

Proposition 4. Soit f: V, — Vg une application linéaire. Soient Ay, Bo deuz bases de V,, et
Apg,Bg deuz bases de Vg. Nous avons

[f(0)]as = [flaa.as(v] 405

[f(0)]Bs = [fB..85[V]B.-
Alors nous avons
(180,85 = Pa, 5, [l Ae, a5 Pa 5. (1.2)
Dans le cas oo = 3, i.e. Vo = Vg et Ay = Ag = A et B, = Bg = B, alors

[f18.8 = PyplflaaPas. (1.3)



1.4

Matrices

Soit K un corps. Une matrice M de taille m x n est un tableau d’éléments de K qui possede
m lignes et n colonnes. On peut ¢rire M comme

®© NS ot N

10.

11.

12.

1.5

aix  aiz -+ Qin
a1 A2 -+ A2pn
M= a31 azx --- asp
am1 Am1  *° OGmn
M = (a;;) "=
" j=1,n

Les nombres a;; sont appelés coefficients de M.

Le coefficient a;; est situé a la i-eme ligne et a la j-eme colonne.

Sin =1, M est dite matrice colonne.

Sim =1, M est dite matrice ligne.

Sim = n, M est dite matrice carrée.

On note par M, x,(K) I'ensemble des matrice de taille m x n & coefficients dans K.
On note par M, (K) I'’ensemble des matrice de taille n x n a coefficients dans K.

La matrice nulle de taille m x n, notée 0,,xn, est la matrice dont tous les coefficients sont
nuls.

Deux matrices sont égales ssi elles sont de méme taille et les coefficients correspondents
sont identiques.

Si A,B € Mp,xn(K), alors A+ B est la matrice C € M,,x,»(K) dont les coefficients
Cij = Aij + Bij.

Si A € Mpyxn(K), B € Myxp(K) alors AB est la matrice C' € M,,x,(K) dont les
coefficients C;; = > 7_ | Aix By,

Si A € Myun(K),alors aA, pour a € K, est la matrice C' € My, «,(K) dont les coefficients
Cz'j = OzAij.

Systemes linéaires

Considérons le systeme linéaire suivant :

1121 + a12%2 + - -+ + A1 Ty = by

a21%1 + a22T2 + - -+ + A2p Ty = by;

Am1T1 + Gm2Z2 + - + AmpTn = bm



Ou a;5, b; € K pour tous i = 1,m, j = 1,n; x; sont des inconnues.
Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle comme suit :

a11 @12 - Gln z1 b1
a21 a2 -+ G2n T2 by
asi asz2 e asn I3 = b3 . (15)
am1 Am1 o Omn Tn b?n
a11 a2 -+ Gln Tl by
a1 G2 - Q2p T2 bo
Ou succintement Ax = b, avec A = as1  asy -+ A3p , = 3 |,b= b3
Am1 Am1 Tt Amn Tn bm

Soit f: R™ — R™ donnée par f(x) = Ax. Supposons que x( est une solution de Az = b, alors
I’ensemble des solutions de S est Sol = ker f + xg.

Théoréme 5. Soit Sol I’ensemble des solutions du systéme linéaire Ax = b. Alors nous avons
les possibilités suivantes :

1. Sol est vide.

2. Sol a un seul élément.

3. Sol est infini.

Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice sont :

1. L; < AL;, A # 0, multiplier une lingne par un scalaire non nul,

2. Li < L; + ALj;, A € K,i # j, ajouter a une lingne le multiple d’une autre ligne,
3. L; <+ L;, permuter deux lignes.

Ici Ly, Lo, ..., Ly, sont les lignes de la matrice.

Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice sont :

1. C; < AC;, X\ # 0, multiplier une colonne par un scalaire non nul.

2. C; + C; + MCj, X € K,i # j, ajouter a une colonne le multiple d’une autre colonne.
3. C; < (), permuter deux colonne.

Ici C1,Cs, ..., C, sont les colonnes de la matrice.

Définition 6. Nous donnons les définitions suivantes :

1. Une matrice M est dite échelonnée en ligne si le nombre de coefficients nuls commengant
une ligne croit strictement ligne apres ligne jusqu’a ce qu’il ne reste plus que des lignes
nulles.

2. Une matrice M est dite échelonnée réduite si elle est échelonnée et chaque pivot est gal a
1 et il est le seul coefficient non nul de sa colonne.

3. Le pivot est le premier coefficient non nul d’une ligne (leading coefficient).

4. Deux matrices sont dites équivalentes par lignes si I'une peut étre obtenue a partir de
I’autre par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes, alors on écrit A ~ B.



Chapitre 2

Géométrie affine

2.1 Espaces affines

Définition 7. Considérons un K-espace vectoriel E. On dit qu'un ensemble non vide E est un
espace affine associé a FE s’il existe une application

<p:E><E—>E"

telle que :

Al : (A, B) + ¢(B,C) = ¢(A, C) (la relation de Chasles);

A2 : pa: E — E donnée par ¢4 (P) = (A, P) est une bijection pour tout A € E.
Dorénavant on ?crira AB au lieu de ©(A, B). Alors Al devient AB + BC = AC.

On note un espace affine par (E, E, gp) .

Définition 8. Nous donnons les définitions suivantes.
1. L’espace E est appelé la direction de I'espace affine F.
Sont appelés scalaires les éléments de K.
Sont appelés points les éléments de E.
La dimension de E est la dimension de E.

Une droite (affine) est un espace affine de dimension 1.

o Otk N

Un plan (affine) est un espace affine de dimension 2.

Proposition 5. Si E est un K-espace affine. Alors
j _)
1.VAe E, AA= 0 ;
2. VA,BEE, AB— —BA:
3. VA, B,CEE, AB=AC < B=C.

2.1.1 Exemples d’espaces affines

1. Soit
E= {(551,%2,%3)1 (21,22, 73) € R®, 21 4+ 22 + 33 = 2}



et

—

E = {(z1,32,23): (v1,22,23) € R3, 21 + 20 + 23 = 0}.
On définit ¢: Ex E — E par

<P((!E1,$27963)7 (y17y27y3)) = (y1 —T1,Y2 — X2,Y3 — ws)

2. Si E est un espace vectoriel, alors E est naturellement un espace affine en définissant
o(U, W) = & — ¥. Cest la structure d’espace affine canonique.

2.1.2 Vectorialisation d’un espace affine

L’application pa: E— E donnée par A (P) = ¢(A4, P) est une bijection pour tout A € E.
Soit pa: E—E 1’1nverbe de ¢ 4. On munit F d’une structure d’espace vectoriel comme suit :
P+4Q =pa(A +/@ et .4 P = pA(ozﬁ). Alors (E, +4,.4) est un K-espace vectoriel qu’on
va noter F4. L’espace E 4 est appelé le vectorialisé de E en A. Alors E et E4 sont isomorphes
comme espaces vectoriels.

2.2 Sous-espaces affines

Définition 9 (Sous-espace affine). Soit E un espace affine. On dit quune partie W de E est
un sous-espace affine de E si W est de la forme

W:A+X7:{A+E, 5617}

pour quelque point A € E et quelque sous-espace vecoriel V de E. Le sous- espace affine W sera
noté Aff(A, V) Alors on peut voir que W est un espace affine de direction V.

Définition 10. Soit X une partie non vide d’un espace affine E. Le sous-espace affine engendré
par X est le plus petit sous-espace affine de E qui contienne X, ou c’est l'intersection de tous
les sous-espaces affines contenant X On le note Aff X.
Proposition 6. Nous avons

1. Si X est un sous-espace affine de E, alors Aff X = X.

2. 851 X CY alors At X C AffY.

3. ATX :Vect{m;M,N € X}.

4. ATX = Vect{m; N € X}, pour quelque A € X.

5. AffX:Aqu, avec A € X.

6. Si X1 et Xy sont deux sous-espaces affines, et A € X1, B € Xo, alors Aff(X; U Xsy) =

A+ (X1 + Xo + KAD).
7. 81 X ={Ap, A1, -+ A}, alors Af X = Ag + Vect{AgA1, AgAs, -+ , AgAm}.

Nous donnons les définitions suivantes :

1. Deux sous-espaces affines F' et GG sont dits paralleles ssi F=3G.

Un sous-espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel.

Un sous-espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle.

On note une droite (affine) qui passe par un point A, de direction K par D(A,9).

AN T

On note un plan (affine) qui passe par un point A, de direction K4 + K¢ par P(A, @, 7).



2.3 Barycentre
Définition 11. Soit E un K-espace affine. Un systéme de points pondérés est une famille
{(A17 ai)v 1= ]-77}7

ou les A; sont des points de E, et o; € K. «; est appelé poids (ou masse, ou coefficient) de A;.
Soit la fonction f: E — E donnée par

FOM) =3 o, MA,
=1

La fonction f est appelée la fonction vectorielle de Leibnitz associée a {(A;, a;),i =1,n}.

Si >, a; # 0, alors il existe un unique point G tel que f(G) = 0. Le point G s’appelle le
barycentre du systéme de points pondérés {(A4;, «;),i = 1,n}. En particulier si ¢ = ag = -+ =
Qy, le barycentre s’appelle l'isobarycentre. On écrit G = Bar{(A4;, «;),i = 1,n}.

2.4 Applications affines

Définition 12 (Application affine). Soit E et F' deux espaces affines. Supposons qu’il existe
une application f: E — F et une application linéaire h: £ — F.

VA, B € E, f(A)f(B) = h(AB).

Alors on dit que f est une application affine de E' dans F'. La condition précédente est équiva-
lente ?

VAe E, Vi€ E, f(A+0) = f(A) + (D).
C’est-a-dire le diagramme suivant est commutatif.

—

ExE —2 3 E

l(ﬁf) lh (2.1)

FxF % F
L’application h est appelée la partie linéaire de f, et on la note souvent f
Une application affine est appelée aussi morphisme affine.
On note I'ensemble des applications affines de E dans F' par A(E, F).
Si f e A(E,E), alors f est dite endomorphisme affine de E.

Si feA(E,F), et f est bijective, alors on dit que f est un isomorphisme affine, ou une
transformation affine.

BT

Si feA(E,E), et f est bijective, alors on dit que f est un automorphisme affine.

N

. On note 'ensemble des endomorphismes affines de E par A(FE).

8. On note I'ensemble des automorphismes affines de F par GA(FE).

10



2.4.1 Translation

Définition 13. Soit £ un K-espace affine. La translation de vecteur ¥ est I'pplication affine
Tz: F — FE donnée par
T3(M) =M+ 7.

La composition de deux translations est une translation Ty o T'y = Ty . La translation de
vecteur nul Ty est I'identité. La composition est commutative.

2.4.2 Homothétie

Définition 14. Soit E un K-espace affine. ’homothétie de centre I et de rapport « est I'appli-
cation affine hy o: F — E donnée par

hio(M)=1+alM.

L’homothétie hy 1 s’appelle symétrie centrale de centre I.

—_— =
Lemme 1. Soit h: E — E une application telle que A'M' = NAM pour tous points A et M
ot A’ =h(A) et M’ =h(M). Alors

s
1. si A=1, alors h est une translation de vecteur AA’,

s

2. si A# 1, alors h est une homothétie de centre O = A + ﬁAA’ et de rapport \.
Démonstration.
AM = AAM <« OM' — OA' = NOM — 04)
— OM =\OM — 04 +0A
s OM' = XOM + (1 - \)OA + AA'.

——
Alors si A :i}nous avons MM’ = AA’ pour tout M ; ce qui veut dire qiue h est une translation
de vecteur AA". Si A # 1, on choisit O tel que (1 —N)OA+ AA" =0, i.e.

O=A+ ! AA
B 11—
—
Dans ce cas h est une homothétie de centre O = A + ﬁAA’ et de rapport \. O

Considérons les homothéties hy, et hy = hjg de centres I et J et de rapports o et 3
respectivement ; et soit hy = hro et ho =hyg. Si h(M)=M" et h(N)=N", alors

M"N" — a3MN.

Nous avons I—Jﬁ = aﬁ, ie.
ﬁ = (o — 1)ﬁ
T

D’apres le lemme précédent si a8 = 1, alors h est une translation de vecteur JJ” = (o — 1)[7 .

Si af # 1, alors
e a—1
=i’ —J+1_a6ﬁ.

J+

Dans ce cas h est une homothétie de centre J + la:alﬁﬁ et de rapport af.

11



2.4.3 Projection affine

Soit E' un espace affine et F' un sous-espace affine de F. Soit G un supplémentaire de F i e.
, E=Fa&G. La projection sur F' parallelement a G est I’application affine qui associe a chaque
point M de E le point M’ = F NGy, avec Gy = M + G.
On écrit
pr: E—F

pI‘(M) =FNGy.

2.4.4 Affinité

L’affinité d’axe F', de direction G et de rapport a € R, est 'application affine qui associe a
chaque point M de F le point M"” tel que M'M" = aM'M, ou M’ = pr(M).
Symétrie axiale : L’affinité d’axe F', de direction G et de rapport —1 est appelée symétrie d’axe
F et de direction G.

2.5 Repeére cartésien d’un espace affine

Un repére cartésien d’un espace affine E est un couple R = (O, B), ou O € E et B est une
base de E. Si M est un point de E, alors il existe un unique n-uplet (x1, 22, ,xy) € K™ tel
que N

OM = xlé’l + xggg + -+ xngn

On dit que (z1,22, -+ ,2,) sont les coordonées cartésiennes du point M dans R, et on écrit
M(x1,xa,...,x,). Pour un vecteur ¥ € E, il existe un unique n-uplet (z1,zs, -+ ,x,) € K™ tel
que

7 = $1g1 +.’E2€2 + . +xn€n

On dit que (21,2, ...,2,) sont les composantes de ¢ dans R, et on écrit ¥(x1,x2, - ,xy).

2.6 Représentation paramétrique d’un sous-espace affine

Soit AH(A,F) un sous-espace affine d’un espace affine E, et (¥, 5,...,0;) une base de
F. Alors (A, ¥y, 0s,...,Uk) est un repere cartésien de Aff(A, ﬁ) Soit R = (0, €}1,€s,...,€,) un
repére cartésien de B, U; = Y. a;;€;, et A(by,ba,...,by). Alors M (1,2, ..., x,) € Aff(A, F)
si et seulement si il existe un k-uplet (a1, s, ..., a) € K* tel que

T1 = a1100 + a1202 + -+ + A0y + by;

Ty = G210 + Qa0 + -+ - + A2 0 + bo;

Tp = Ap10q + Ap20y + -+ - + Qprpag + by

Ce systeéme d’équations s’appelle représentation paramétrique du sous-espace affine Aff(A, F ).

12



2.7 Equation cartésienne d’un hyperplan

Soit E un espace affine muni d’un repére cartésien R = (O, €1, €3, ..., €,). Soit (A, U1, Vs, ..., Up_1)
un repere cartésien de 'hyperplan H. Alors M (1, z2,...,2,) € H sietseulementsi detg(vy,vs,...,Un_1, A—>) =
0, ou B = (€1,€3,...,€,). [lexiste un n-uplet (ay,as,...,a,) # (0,0,...,0) tel que M (x1,22,...,2p) €
H  si et seulement si
a171 + asxe + -+ apxy, +b=0.

13



Chapitre 3

Espaces affines euclidiens

3.1 Espaces affines euclidiens

Définition 15. Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E est une application bilinéaire
symétrique et définie-positive (.,.): E X F — R, i.e.

1. Va,B €R,VE,§,Z € E, (af + B, 2) = a(Z, 2) + B(§, ),
2. Vi, ij € E, (%,§) = (§,7),
3.VZ e E, (£,7) >0, et (Z,&) =0ssi & = 0.

Dans ce cas (E, (-, >) est appelé un espce préhilbertien.

Si E est de dimension finie E est appelé espace vectoriel euclidien, et dans ce cas la norme sur

E donnée par ||Z]| = \/(Z,Z) est appelée la norme euclidienne associée au produit scalaire, et
la distance sur E donnée par d(Z,¥) = |§ — & est appelée la distance euclidienne associée au

produit scalaire.

Proposition 7. Nous avons les propriétés suivantes :
1. ||Z] >0, Z|=0< Z=0.
2. (2, )| < 1Z||Y]l (Inégalité de Cauchy-Schwartz).
3. NZE+ g < ZIl + ¥l (Inégalité triangulaire).
4. IAZ]] = [A[]]Z]]-
Proposition 8. Nous avons les propriétés suivantes :
L1Z +gI1” = 1212 + [191* + 2(Z, 9).
2.2+ 4% - 17 - 711> = 4z, 9).
SN2+ g))? + 12 — glI* = 2(||2)|*> + |7]]?) (Identité du parallélogramme).

Définition 16. Soit E un espace affine. Alors on dit que F est un espace affine euclidien si sa
direction E est un espace vectoriel euclidien.

Une métrique sur E est donnée par d(A, B) = HEH
Proposition 9. Nous avons les propriétés suivantes :

1. d(A,B)>0, d(A,B)=0< A=DB;

14



2.

d(A,B) +d(B,C) > d(A,C) ;

3. d(A, B) = d(B, A).

Nous donnons les définitions suivantes :

1.
2.

Deux vecteurs Z et § sont dits orthogonaux si (&,%) = 0; et on écrit & L .

Soit V C E, alors l'orthogonal de V, noté VL, est défini par
VL= {w cE: (7,@) =0,¥7 € V}.

Deux parties V, W C E sont dites orthogonales ssi Vi € V., Vi@ eW, (U, ) = 0. On écrit
V1W.

4. On dit qu’une famille de vecteurs (;)}_; est orthogonale si pour tous ¢ # j, on a ¥; L ;.

5. On dit qu’une famille de vecteurs (

10.

11.
12.

13.

14.

U
U;)1_, est orthononormale si (¥;)]; est orthogonale et
|7:]] = 1 pour tout i.

Deux sous-espaces affines F' et g d’gn espace euclidien F sont dits orthogonaux ssi F et
G sont orthogonaux. On écrit F' 1 G.

Un repére cartésien (O, €1, éa, ... ,€,) d'un espace affine euclidien F est dit orthogonal ssi
(€1,€,...,6y) est une base orthogonale de E'; i.e. (€;,€;) =0 pour i # j.

Un repeére cartésien (O, €1, €, . . ., €,) d'un espace affine euclidien E est dit orthonormal ssi

(€1,€5,...,€,) est une base orthonormale de F. i.e. la base (€1, &, ..., &,) est orthogonale
et les vecteurs (€1, €a, ..., €,) sont unitaires ( ||€;]] = 1 pour tout 7).

On dit qu'une application linéaire f: E — E est une isométriessiV @,7 € E : (f(@), f(7)) =
(@, T).
On dit qu’une application affine f: E — E est une isométriessiV A, B € E : d(f(A), f(B)) =
d(A, B).

On dit qu’une application affine f: F — FE est une similitude de rapport & > 0 ssi
VA BeE: d(f(A), f(B)) =kd(A, B).

Projection orthogonale : Soient E un espace affine euclidien et F' un sous-espace affine de
E.SiE=F®Get E=F 1 @., alors la projection sur F parallelement ? G est appelée
projection orthogonale sur F'.

Soit un espace affine euclidien rapporté & un repeére orthonormal (O, é,és,...,é,). Si

’U(xlax27"'7xn) et w(y17y27"'7yn)7 alors <177U_;> = Z?:l ZilYi et ||’l7|| =V Z?:l :EZQ

Proposition 10. Nous avons :

1.

Ly |2+ 7> =|Z)*+ ||7]]* (Théoréme de Pythagore).

—

2. V,W C E, alors V- > W+,
3. Vi
4. VL

= Vect(V)*.
WeVcwt.
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3.2 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition 17 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt ). Soit A = (1, s, ..., U,) une famille
de vecteurs indépenadants de F.
On définit (. 9)
— v,u)
pry(d) = 7=50
‘ 91>
On définit inductivement B = (¥4, ¥, ..., Ty) :
1 =y et pour k =2,3,...,n par
k—1
Uy = Gy — »_ pry, (i)
i=1
k=1 ,,
U = Ug — (G, ) (v:)
- C — 7
— |lal?
Alors B = (¥, U, . .., Uy,) est une famille orthogonale et
Vect(ﬁl, ’JQ, [N ,ﬁn) = Vect(ﬁl, 172, PN ,ﬁn)
En normalisant B = (01, 0a, ..., ¥, ), on obtient la famille orthonormale C = (€}, €3, ..., €, ), avec
VeCt(éi, 52, ey gn) = Vect(ﬁl, 122, N 7ﬁn)

3.3 Hyperplan orthogonal a une droite

Soit E un espace affine euclidien muni d’un repére orthonormal R = (O, €1, &, ..., &,). Soit
D une droite de direction 7i(ay, ag, . .., ay), H Phyperplan qui passe par le point A(by,ba,...,by)
et qui est orthogonal & 7i. Alors M (z1,xa,...,2,) € H ssi (AM, 7)) =0; i.e.

al(xl—b1)+a2(x2—b2)++an(mn—bn) :0 (31)

3.4 Distance d’un point a un hypeplan

L’espace euclidien E de dimension n est rapporté & un repére orthonormal R = (O, €1, €, ..., €p).
Soit H I'hyperplan d’équation aix; + asxs + -+ + an,x, + b = 0, et P un point arbitraire de
coordonnées (z1, 2, ..., Ty). Alors la distance du point P & 'hyperplan H est donneée par

a1, + asxo + -+ anxy + b
d(p,H):' 2 n&n + b (3.2)
Vai+a3+-+a?
Démonstration. Si i = (a1,as9,...,a,), alors M € H si et seulement si

(OM,7i) +b=0.
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—

—
Comme le vecteur 7 est normal & H, alors |(PM,#@)| = ||[PM||||7||, ce qui veut dire

=

_arwy 4 aswo + - -+ anxy, + b
Vaita+tay

3.5 Distance d’un point a une droite

Si D(B,¥) est une droite passant par le point B et de direction ¥, ||¢]] = 1, dans un espace
affine euclidien F, et A un point de E, alors

d(A, D) = \/||A’B>H2 — (AB, 7). (3.3)

Démonstration. Soit P la projection orthogonale de A sur D(Q, 7). Nous avons E = ﬁ—f—ﬁ =
ﬁ—l— av, avec a = (E,ﬁ), et donc ﬁ = E — (ﬁjf}ﬁ. Alors

d(A, D) = | AB| = \/ | AB|? - (AB.5)2.
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Annexe A

Travaux dirigés

Université de Béjaia
Département de RO
Niveau : Licence 2

Module : Géométrie
Année universitaire : 22/23

Série de TD N°1

Exercice 1. Prouver les propriétés suivantes :
VABEE, AB=0< A= B.

VA,B,C,D € E, AB = DC < AD = BC < AB + AD = AC

—

SiA+4du=A+ v, alors 4 = .

Exercice 2. On définit A+ ¢ := pa(7), et B— A:= AB. Prouver les propriétés suivantes :
. pA(ﬁ):P; i. e.A—&—ﬁ:P.

(A4 +T=A+ (T4 9).

(At D)(B+H=AB+7— @
(B4+7)—(A+4W)=B—-A+v—4.
. E=A+E pour tout A€ E.

—_

Exercice 3.

Prouver que

VA, B € E, f(A)f(B) = h(AB)

VA€ E, Vo€ E, f(A+7) = f(A) + h(?).

et

sont équivalentes.
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Université de Béjaia
Département de RO
Niveau : Licence 2

Module : Géométrie
Année universitaire : 22/23

Série de TD IN° 2

Exercice 1. Soient A, B,C, D quatre points d’un espace affine réel, m € R* et I, J les milieux
des segments [AB] et [CD]. Soit G, le barycentre des points pondérés

Ll

{(Av 1)7 (Bv 1); (Ca m— Q)a (Da m)}

Déterminer les points G et Gs.

Prouver que G5 est le milieu de [Gy, J].
Prouver que 1G,, = *g—;fﬁ + %ﬁ

—
Montrer que mJG,, est un vecteur constant.

Exercice 2. L’espace affine réel de dimension 3 est muni d’un repére cartésien. On considére les
vecteurs indépendants @(1,—2,1), ¥(—1,1,1), @W(1,—1,1) et les points A(0,—1,2), M(1,-2,3).

1.
2.

3.

Montrer que A est sur le plan P(O, @, ).

—

Donner les coordonnées de la projection du point M sur D(O, o), parallélement & P(O, @, 7).

—
Ecrire le vecteur OM comme sommes de deux vecteurs, l'un appartenant a D(O, 1?1'; et

Pautre appartenant & P(O, 4, U;.

Exercice 3. Considérons I'espace affine réel de dimension 3 muni d’un repere cartésien.

1.

Ecrire ’équation du plan passant par le point B(0, 1,0) et parallele au plan d’équation
r+y—2+3=0.

. On note D la droite d’duations z +y — 2z + 3 =0, 2z + z — 2 = 0. Donner ’équation du

plan P contenant D et passant par le point C(1,1,1).
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Université de Béjaia
Département de RO
Niveau : Licence 2

Module : Géométrie
Année universitaire : 22/23

Série de TD N° 3

Exercice 1. Considérons I'espace affine euclidien muni d’un repere cartésien orthonormé.
Détérminer une base orthonormée de l'espace F' = Vect{(0,1,2,2),(0,1,0,1), (0,0, —1,1)}.

Exercice 2. Soit D l'intersection des plans d’équations x +y + 2z =2 et 2o — 3y + 2z = 3.
Déterminer la distance & D du point A(1,—1,1).

- =

Exercice 3. Considérons le plan affine réel rapporté a un repére cartésien (O,7,7). Donner
I'expression en coordonnées des applications affines suivantes :

1. la symétrie centrale de centre A(a,b),
2. Taffinité de base la droite d’équation x — y — 1 = 0, de direction #(2,1) et de rapport p,

3. la symétrie par rapport a la droite d’équation x —y — 1 = 0, dans la direction du vecteur
(2, 1).
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Université de Béjaia
Département de RO
Niveau : Licence 2

Module : Géométrie
Année universitaire : 22/23

Série de TD supplémentaire

Exercice 1.

Prouver que

VA,B ¢ E, J(A)J(B) = h(AB)
30 € E,VB € E, [(0)/(B} = h(OB)

et

sont équivalentes.

Exercice 2.

vecoriel de E.

Exercice 3. L’espace affine réel E de dimension 3 est muni d’un repére cartésien (O,;7 j, E)
Considérons P le plan d’équation 2z — 3y + 82 — 4 = 0 et D la droite vectorielle de vecteur
directeur @ = 3i — 2j — k.

1. Donner I’expression en coordonnées de la projection sur P dans la direction D.
2. Donner l'affinité de base P, de direction D et de rapport A € R.
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Annexe B

Examens corrigés

Université de Béjaia 12 octobre 2021
Département de RO

Niveau : Licence 2 PN

Année acad ?mique : 20/21

Durée : 1 h 30

Examen de rattrapage de géométrie affine et euclidienne

Exercice 1. (12 pts) Soient A(1,0,1), B(—1,2,—2) et C(4, 1, 2) trois points dans l’espace affine
euclidien de dimension 3 muni d’un repeére cartésien orthonormé (O, i 7, E) Soit G, le barycentre
des points pondérés

{(Av a— 1)7 (Bv 2)7 (C, 1)}7

ou « est un paramétre réel différent de —2.

Déterminer les coordonnées du point J milieu de [A, B].

Caleuler (AB, BC), | AB]|.

Déterminer les coordonnées de Gy et de G.

Déterminer I’ensemble des points M tels que || — MA +2MB + MC | = 1.

Donner une représentation paramétrique de la droite D(A, ﬁ)

Déterminer l'intersection du plan d’équation  — y + z = 2 et de la droite D(A, 1@)
Déterminer la projection orthogonale du point B sur la droite D(A, @)

Calculer la distance du point B a la droite D(A4, ﬁ)

® N o o e W e

Exercice 2. (08 pts) Soient D la droite d’équation carteswnne 2c+y+1=0dansl’ espace aﬂine
réel de dimension 2 muni d’un repere cartésien (O, 1, ]) et ¥ le vecteur donné par v = —i — ]

1. Donner l'expression en coordonnées de 'homothétie h de centre I(1,—2) et de rapport 3.
2. Déterminer I'image du point M (0,1) par h.

3. Donner l'expression en coordonnées de la projection sur D dans la direction .

4

. Donner 'expression en coordonnées de 'affinité f de base D, de direction ¥ et de rapport
3.

5. Déterminer f

22



Corrigé de ’examen de rattrapage de géométrie affine et euclidienne

Exercice 1. Les points sont répartis comme suit : [1]+[2]+[ 1+ 1] +[1,5]+[1, 5]+ 1, 5] +[1, 5].
1. Le point J est le milieu de [4, B], alors 0J = 3(0 OA + O? , ce qui veut dire

2y =3%(xa+zp)=0,
ys =3(ya+ys) =1,
zj = %(zA—i—zB) %
Alors )
J10,1,—= ).
(0.1.-3)

2. Nous avons @(—2, 2,-3) et BC = (5,—1,4), alors
(AB, BC) = % 5) 4+ (2 % (—1)) + ((=3) x 4) = —24,

et

IAB| = /(=22 + (22 + (—3)2 = VIT.

3. Nous avons
(@ — )GaA +2GaB + Gl = (a— 1) (—> oG a)+2(o_3> OGQ)—i—(
= (a — 1)OA +20B + OC — (a +2) OG,.

Alors
G =Bar{(4,a—1),(B,2),(C,1)}

(0 —1)GaA +2G B+ GoC =0
(@ — 1)OA+20B +0C — (a+2)0G, =0
a+2)0G, = (a —1)0A + 208 + OC

(a—1)0—1>4+20?+0?).

oG, =

t ¢ 00

5 (
a+2

Alors
a. a+l 5 a—-3
T \a+27a+2"a+2)/)
Alors L5 3
GO<27232>7
o 25 =2
G1<37333>'
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4. Nous avons
—MA+2MB + MC = — (God — Goll ) +2 (GoB — GoM ) + (GoC — GoM )

= 2GoM + (—GOA +2GoB + Goé)

=2GoM.

Alors
N .
| —MA+2M§+M8|| =1& ||GoM]| = 5
—
Donc ’ensemble des points M tels que || — M A+ oMB —|—M(% || = 1 est la sphere de centre

1
Gy et de rayon 3.

5. Nous avons

M(z,y,2) € D(A,AC) & IA € R, AM = A\AC

z—1 3
S JAeR, Y =Xl 1

z—1 1

r=3\+3,
SIANeER, (y=),

z=A+1

6. Soit H le plan d’équation x —y+ z = 2. Remplacant z, y et z dans 'équation x —y+2z = 2,
nous aurons 3A + 2 = 2, ce qui veut dire A = 0. Alors le point A(1,0, 1) est 'intersection

de H et D(A, AC).
7. Soit N la projection orthogonale de B sur la droite D(A, 1@) Alors nous avons
AL = AN + NB
= am + ]@

(AB, AC) = a|| AC|]? + (N B, AC)
_ (AB,AC) -7

T ojac
Comme ﬁ = aﬁ, alors O_J\/Z = O—z>4 + %171@

Alors 0 7 4
N(—, — —).
< 1111 11>
8. Soit d (B, D) la distance du point B & la droite D(A, E)
Alors

Alors

Ce qui veut dire

d(B,D) = |BN|

142924262
N 112

151
1

z
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Exercice 2. Les points sont répartis comme suit : [1,5] 4+ [1] + [2] + [2] + [1, 5].
1. Soit M’ I'image du point M par 'homothétie h de centre I(1,—2) et de rapport 3.
Alors

—
IM' = 31M.
Ce qui veut dire
-1 r—1
, =3 :
Yy +2 y+2
Donc
=3z -2
TS (B.1)
y =3y +4.

2. Remplagant dans ’équation précédente on aura :
M(0,1) = M'(-2,7).

3. Nous avons D = D(J, @), ou J(0,—1) et u(1, —2).
Soit M’ («',y’) la projection de M (z,y) sur D dans la direction .

Alors
_— —
JM = JM' + M'M
= a1l + B7.
Alors
.'EZO[—/B,
y=—2a—p—1.
Alors
1 1 1
0= —p— —y — =
3" 7373

e R
Comme JM'" = «t, alors

C’est-a-dire

/

F_ 1.1, 1
T =3T—3Y 3
_ 2 2
y =—30v+3y—

1
5
4. Soit M" (2”,y") 'image de M (x,y) par laffinité f de base D, de direction ¥ et de rapport

3.
T R —
Alors M'M" = 3M’'M ; ce qui veut dire OM" = 30—J\>/[—2OM’.

Alors . ) ) )
(o) =3 ()2 (52375 )
Y Y 3T+ 3Y—3

@' = gut Jy+ 3,
y' =32ty tg

Alors

5. Dans la base (Z ;) l’application f est donnée par

khl
Il
| —|
[SGNIEN]
WIToIN

E
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Université de Béjaia 1 juin 2022
Département de RO Durée : 1 h 30
Niveau : Licence 2 PN

Année académique : 21/22

Les calculatrices sont strictement interdites.

Examen de géométrie affine et euclidienne

Exercice 1. (8 pts)
Soient A(1,0,2), B(—1,0,4) et C(0,1,0) trois points dans un espace affine réel de dimension 3
muni d’un repére cartésien (O, €1, €, €3).

1. Trouver le point H tel que ﬁ = B? + Iﬁ
2. Donner une représentation paramétrique de la droite affine D(A, E)

3. Déterminer les coordonnées du point S tel que
S = Bar{(4,1), (B,-5), (C,6)}.

4. Soit P le plan affine d’équation cartésienne x — 2y + z = 1. Déterminer P.

Exercice 2. (06 pts)
Soit D la droite qui passe les points A(1,0,2) et B(2,1,3) d’un espace affine euclidien de dimen-
sion 3 muni d’un repére cartésien orthonormé (O, €1, @, €3).

1. Déterminer la projection orthogonale du point H(3u,1,—1) sur D, (u € R).
2. Déterminer d(H, D), la distance de H & la droite D, en fonction de pu.
3. Déterminer u si d(H, D) = /14.

Exercice 3. (06 pts)
Un espace affine réel de dimension 2 est muni d’un repére cartésien (O, €7, €5). Soit T la trans-
lation de vecteur ¥(1,2), et H 'homothétie de centre I(0,1) et de rapport A, (A € R).

1. Exprimer en coordonnées I’application T o H.
2. Pour quelles valeurs de A, 'application T o H est-elle une homothétie ?

3. Dans ce cas déterminer son centre et son rapport.
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Corrigé de ’examen de géométrie affine et euclidienne

Exercice 1. Les points sont répartis comme suit : (2)+(2)4(2)+(2).

AH = BC + HE < OH — OA=BC + 0B — OH
<= 207>I:O?+ﬁ+(ﬁl
«— OH =104 +00)
— H(:,11). (B.3)

1. Nous avons

2. Nous avons
M(x,y,z)eD(A,zﬁ) = 3aeR:AM = oAB
= EQER:O—]\}*&{:QE
= EIozER:O—]\)[:ouﬁ—I—O—zZl
<— JaeR:(x,y,2) = a(-2,0,2) 4+ (1,0,2)

r=—2a+1,
< JaeR:qy=0, (B.4)
z=2a+ 2.
3. Nous avons en général
n —>

S =Bar{(4;,a;) :i=1,...,n} < Z@z’SAi =0

n —_—
— 0% = M. (B.5)

Alors

_>
S = Bar{(4,1), (B,-5), (C,6)} <= 08 = OA_5O?+6(%

2
— 5(3,3,-9). (B.6)

s ((1,0,2) —5(—1,0,4) + 6(0, 1,0))

4. Nous avons
M(z,y,2) €EP <— z—-2y+z=1
Jo,fER:z=2a—-F+1, y=a, z=0
Ja, BE€R: (2,y,2) = «(2,1,0) + 5(=1,0,1) + (1,0,0).
30,8 €R:GM =i+ 55 (on G(1,0,0), @(2,1,0), 5(~1,0,1))
M € P(G,1,7). (B.7)

[reee
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Alors =
P = Vect{, v}. (B.8)

Exercice 2. Les points sont répartis comme suit : (2)+(2)+(2).
1. Soit H' la projection orthogonale de H sur D = D(A, ﬁ) Alors nous avons

— —
Al — AH + H'H

— oAB + H'H. (B.9)
Alors
(AH, AB) = o||AB| + (H'H, AB)
— o||AB|® (car H'H L AB). (B.10)
Alors —
BT (B.11)

—
Et comme AH' = aﬁ, alors

:Wxﬂﬁ’f%ﬁ (B.12)

Comme Zﬁ(?)u —1,1,-3), E(l, 1,1), H@HQ =3, @ﬁ,ﬁ) = 3u — 3, alors
H (=1, p41). (B.13)
2. Nous avons
—
d(H,D) = HHH'H

=V(- (B—2)%+ (n+2)

= \/6u2 +8. (B.14)

3. Nous avons

d(H,D) =14 «— /6p2+8=114

— pt=1
— pe{-1,1} (B.15)

Exercice 3. Les points sont répartis comme suit : (2)+(2)+(2).
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<

1. Soit H(M)=M'" et T(M') = M", M(z,y), M'(«',y"), M"(z",y"). Alors

(ToH)M)=M" < T(M')=M"
— M'M"= 17
— oM = O_I>+v
— oM = IM+O_[>+U
= OM" = \OM + (1 - N0l + %
=\ 1
e T Tt (B.16)
y' =Xy —+3.
2. Pour un point J nous avons
(To H)(M)=M" < OM" =)\OM + (1 - A 0_1"+v
— OJ+IM" =\OJ + M)+ (1 - NOI +7
= JM" = JM + (1 - NOI + ( —1)(71@5. (B.17)
Si A = 1, alors nous avons MM"” = ¥ pour tout M, i.e. T o H est une translation de

vecteur 7.
Si A # 1, alors choisissons J tel que (1 — 07 + (A= 1)(7}—1— v =0, et dans ce cas T o H
est une homothétie de centre J et de rapport A

3. Donc pour X\ # 1, l'application T o H est une homothétie de centre J et de rapport A,

avec N

1 3-=A
J (1_>\,1_>\> . (B.lg)

ou
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Examen de rattrapage de géométrie affine et euclidienne

Les calculatrices sont strictement interdites.

Exercice 1. (10 pts)
Soient A(—1,0,2), B(1,0,1) et C(0,1,0) trois points dans un espace affine réel de dimension 3
muni d’un repére cartésien (O, €1, €a, €3).
—
1. Trouver le point G tel que 3GA = B? — QC@.
2. Donner une représentation paramétrique du plan affine P(A, E , ﬁ)
%

3. Soit P; le plan affine d’équation cartésienne z — y = 2. Déterminer P;.

4. Déterminer l'intersection du plan affine P; et de la droite affine D(A, 1@)

5

. Ecrire en coordonnées 'homothétie de centre C' et de rapport —2.

Exercice 2. (04 pts)
Soit P le plan d’équation z — y + z + 1 = 0 dans un espace affine euclidien de dimension 3 muni
d’un repeére cartésien orthonormé (O, €1, €, €3).

1. Déterminer la projection orthogonale du point N(—1,0,1) sur P.
2. Déterminer d(N, P), la distance de N au plan P.

Exercice 3. (06 pts)
Soit E un espace affine réel de dimension 2 muni d’un repere cartésien (O, €1, ). Considérons
Papplication f: E — E qui associe a chaque point M (x,y) le point M’(z’,y") tel que

1

=324y,
Y=gty

1. Déterminer I'ensemble des points M tels que f(M) = M.

2. Prouver que f est une projection, et déterminer sa base et sa direction.
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Corrigé de ’examen de géométrie affine et euclidienne

Exercice 1. Les points sont répartis comme suit : (2)+(2)+(2)+(2)+(2).
1. Nous avons

3GA = BC — 20C <= 3GA+GB—2GC =0
= O?‘:%(SO_I>4+O?—2O?)

3(—1,0,2) 4+ (1,0,1) — 2(0, 1,0))

<:>G< 5

= G (-1,—1,;) . (B.20)

2. Nous avons
M(a:,y,z)eP(A,ﬁ,ﬁ) <~ Ja, fER: A—>M=aﬁ+ﬂm
e 30, BER: OM = aAB + BAC + OA

r=2a+p—-1,
< da, fER: Cy=43, (B.21)
z=—a—20+2.

3. Nous avons

M(z,y,z) e P <= z—y=1
<~ Jdo, feER:z=a+2, y=a, z=0
< da, fER: (z,9,2) = (@ +2,,5)
<~ Jda, fER: (z,y,2) = a(1,1,0) + 5(0,0,1) + (2,0,0)
— Ha,BeR:m:aﬁJrﬂﬁ,
<~ M € P(l,u,7),

ou w(1,1,0), ¥(0,0,1), I(2,0,0). Alors
P, = Vect{, 7). (B.22)
4. Nous avons
M(z,y,2) € D(A,AB) <= 3AcR: AM = \AB

s INeR:0OM = M\AB + 04
< dIAeR:z2=2\—-1 et y=0 et z=-A+2.

Alors

HeP NDAAB) — INeR:2=22—1 et y=0 et 2= A+2
et r—y=2

= A=3

<~ H(2,0,3). (B.23)
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5. Soit h 'homothétie de centre C et de rapport —2, M (z,y, z), M'(z',y, 2’). Alors

—
M =h(M) < CM = —2CM
—
= OM' —OC = —20M +20C

—
e OM = —200 +30C

' = -2z,
= qy =-2y+3, (B.24)
2= -2z

Exercice 2. Les points sont répartis comme suit : (2)+(2).

1. Soit N’ la projection orthogonale de N sur P. Alors nous avons

— —
AN = AN’ + N'N

—
= AN'+aii, ou 7(l,—1,1). (B.25)
Alors
—
(AN, 7) = (AN", @) + o, 7)
e
=a|i|* (car AN’ L ). (B.26)
Alors
(AN, i)
o= -— B.27)
GE (
—
Et comme NN’ = —aii, alors
ON' = ON + NN’
= OT7 + an
— ON @ﬁ. (B.28)
73]
Alors 410
N (—,2,2). B.2
(533) (B.29)
2. Nous avons
—
d(N,P) = [[NN'|
1
= . B.30
7 (B.30)

Exercice 3. Les points sont répartis comme suit : (2)+(2)+(2).
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1. Nous avons

f(M) =M = (@',y) = (z,y)

— J;:%m—i—%y—i—% et y:%x—i—%y—

<= rz—y=1 e z—y=1
<— r—y=1.

L’esemble des points M tels que f(M) = M est la droite D d’équation x —y = 1.

2. Nous avons

ot g(xy)=For+iy+s et T=é& —é.

D’autre part nous avons

N

(B.31)

(B.32)

(B.33)

o
Alors de ce qui précede on voit que le vecteur MM’ est parallele & ¥ et M’ € D, ce qui
veut dire que f est la projection de base la droite D (d’équation x —y = 1) et de direction

le vecteur (1, —1).
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Annexe C

Tests corrigés

Test 1. (7,5 points, 17 mai 2022)
Soient A(1,0), B(—5,3), C(5,10) des points d'un espace affine réel de dimension 2 muni d’'un
repére cartésien (o, €1, €3), et G un point tel que

G = Bar{(B,2), (C,-3)}.

Déterminer G.
Déterminer le point R tel que 31@ = B?
Déterminer le point I milieu du segment [AC].

Ecrire en coordonnées I'homothétie de centre B et de rapport —3.

A

Quelle est 'image du point M (2,3) par 'homothétie précédente ?

Corrigé. Les points sont répartis comme suit : [1,5] + [1,5] + [1,5] + [1, 5] + [1, 5].

1. Nous avons en général

G =Bar{(4;,a;) :i=1,...,n} < ZQ,;GAi =0

G =Bar{(B,2), (C,-3)} —

> OC = —208 +30C

< ((25,24).
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2. Nous avons

iR - B¢ — Of- 0 50

— oh-od+ 5
13 7

= 33

3. Nous avons

I est milieu de [AC] <= Ol = (Wl%— O?)

1
2

<~ 1(3,5).
4. Soit h 'homothétie de centre B et de rapport —3, M (z,y), M'(z,y’). Alors

—
M' = (M) < BM' = —3BM
—
e OM — OB = —30M + 308
—_—
s OM' = —30M + 40D

2 =—3x—20
—
y = -3y +12.
5. Par la réponse précédente, I'image du point M (2, 3) est le point M’(—26, 3).

Test 2. (7,5 points)
Soient A(1,2), B(—2,3), C(5,1) des points d’un espace affine réel de dimension 2 muni d’un
repére cartésien (o, €1, €3), et G un point tel que

G = Bar{(4,2), (B,—-1)}.

Déterminer G.
Déterminer le milieu du segment [BC].
Déterminer le point L tel que Zﬁ = B?

Ecrire en coordonnées I’homothétie de centre A et de rapport —2.

ARl

Quelle est 'image du point R(2,3) par ’homothétie précédente ?

Corrigé. Les points sont répartis comme suit : [1,5] + [1,5] + [1,5] 4+ [1,5] + [1, 5].

1. Nous avons en général

G =Bar{(4;,a;) :i=1,...,n} < Zoz,;GAi =0
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G =Bar{(4,2), (B,~1)} = OC =204 0B
— G(4,1).

2. Nous avons
1
I est milieu de [BC|] < Ol = 5(0? —I-O?)
— 1(3/2,2).

3. Nous avons

9
= L(i’l)’
4. Soit h 'homothétie de centre A et de rapport —2, M (z,y), M'(z',y"). Alors
—
M = h(M) < AM' = —2AM
—
« OM' — OA = —20M + 204
—
« OM' = —20M + 304
' =—-2x+3
<~ ,
y = —2y +6.

5. Par la réponse précédente, 'image du point R(2,3) est le point R'(—1,0).
Test 3. (7,5 points)
Soient A(1,0,1), B(-1,2,1), C(0,1,0) des points d’un espace affine réel de dimension 3 muni
d’un repére cartésien (o, €1, €3, €3), et G un point tel que

G = Bar{(A7 2)7 (Ba _3)}

Déterminer G.
Déterminer xﬁ, C - B.
Déterminer le point N tel que ﬁ = 4@ .
Ecrire en coordonnées la translation de vecteur (3, 2,0).

Ol W D=

Quelle est 'image du point M(—2,1,0) par la translation précédente ?

Corrigé. Les points sont répartis comme suit : [1,5] + [1,5] + [1,5] 4+ [1,5] + [1, 5].
1. Nous avons en général

G =Bar{(4;,a;) :i=1,...,n} < Zai@:ﬁ
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_)
3) < OF 20,4_—1?0‘3>
= O@ = —20_1>4 + 30?
<~ G(-5,6,1).

G = Bar{(4,2), (B,—

2. Nous avons E(—Q, 2,0) et C—B= B?>’7 et donc (C — B)(1,—1,-1).

3. Nous avons

AB = AN — AN = 118
— on -oh= s

— 5J7+(7>4+iﬁ

11
— N(§?§71)

4. Soit T la translation de vecteur ¥, M (z,y, z), M'(2',y’, 2"). Alors

’r_ —
M =T(M) < MM =9v
—_—
<~ OM —OM =7
— —
— OM' =0M +7¢
¥=x+3
= Yy =y+2
2 =24+0.

5. Par la réponse précédente, 'image du point M(—2,1,0) est le point M'(1,3,0).

Test 4. (7,5 points)
Soient A(0,0,1), B(-1,0,1), C(2,1,1) des points d’un espace affine réel de dimension 2 muni
d’un repere cartésien (o, €1, €2, €3), et G un point tel que

G = Bar{(4,2), (B,1)}.
Déterminer le point I milieu du segment [C' A].

Déterminer G.
Déterminer le point H tel que 3BH = (1/2)B?

Ecrire en coordonnées la translation de vecteur Ag.

AR S .

Quelle est 'image du point M (1,0, 1) par translation précédente ?

Corrigé. Les points sont répartis comme suit : [1,5] + [1,5] + [1,5] + [1, 5] + [1, 5].

1. Nous avons

1
I est milieu de [CA] <— Ol = 5(0_1)4—&- O?)
— I(1,1/2,1).
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2. Nous avons en général

G=Bar{(4 o) :i=1,...,n} < > a,GA; =0

H
G =Bar{(4,2), (B,1)} — O?: QOA;_O?

— G(~1/3,0,1).
3. Nous avons
3BH = (1/2)BC < BH = %@
« OH - OF = %ﬁ
> OH =0B + éﬁ

-1 1

— H(7’6’

1)

4. Soit t la translation de vecteur 1@, M(x,y,z), M'(z',y, 2"). Alors

—
M =T(M) — MM = AB

—
OM' — OM = AB

<

s OM = OM + AB
=x-1

= Y =y,
Z =z

5. Par la réponse précédente, 'image du point M(1,0,1) est le point M’(0,0,1).

Test 5. (7,5 points)
Soient A(—1,1), B(
d’un repére cartésien

(—2,—2) des points d’un espace affine réel de dimension 2 muni

3),
, € , et G un point tel que

0, c
(0 41752)

G = Bar{(Aa 2)7 (Ba 73)7 (C, O)}
. Déterminer E, A - B.

. Donner une représentation paramétrique de la droite d’équation (1/2)x —y+ 2 =0.

. Déterminer G.

N

. Ecrire en coordonnées I’homothétie de centre B et de rapport —1.
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5. Quelle est I'image du point M (2,3) par ’homothétie précédente ?

Corrigé. Les points sont répartis comme suit : [1,5] + [1,5] + [1,5] + [1, 5] + [1, 5].
1. Nous avons AB(1,2), (A — B)(—1,~2).
2. Soit D le plan d’équation (1/2)x —y + 2 = 0. Alors
M(z,y) €D <= z=2y—14
< JaeR:(z,y) =2a—4,a)
r=2a—4

<= EaeR:{
Yy =a.

3. Nous avons en général

G =Bar{(4;,a;) :i=1,...,n} < ZaiGAZ- =0

— Zai((‘)—fi—Oﬁ):ﬁ
1
e 00 = 24 CffOAz
o1 Qi
204 — 30D

G = Bar{(4,2), (B, -3) (C,0)} « OC =

s OC = —204 +30B
— G(2,7).

4. Soit h 'homothétie de centre B et de rapport —1, M (z,y), M'(z,y’). Alors

—_—
M' =h(M) < BM = —BM
—_—
e OM' — OB =—-OM + OB

—
= OM’:—WA—QO?

' =—x
/I —
y' = —y+6.

5. Par la réponse précédente, I'image du point M (2, 3) est le point M’'(—2, 3).
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