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Exercice 1. (8 points)

I. On considere la matrice suivante :

0 -1 1
B=|1 1 1
-1 1 0
a. Calculons le déterminant de la matrice B. Il vient, en développant par rapport a la premiere
ligne.
1 1 1 1 1 1
det(B)zol O+1-l 0+1_1 1:3

b. La matrice B est inversible si et seulement si son déterminant est différent de 0, On a
det(B) = 3 # 0 donc A inversible. Calculons I’inverse de A, on a

Bt =1 _"(com(B)).

" det(B)
-1 -1 2 -1 1 =2
com(By=11 1 1 donc  *(com(B))=|-1 1 1
2 1 1 2 1 1
d’ou 0
RN e N N T
3\, 1 1) \3 % d
3 3 3

¢. Résoudre avec deux méthodes différentes le systeme linéaire suivant :
— par la méthode de la matrice inverse

—y+z =1
r+y+z =2
—r+y =-1

1
0
1

T
y =
z

X xr
z z



— méthode de Cramer :

I -1 1 I -1 1
1 1 2 1 1
-1 1 0 -1 1 0 3
v — - = =1,
det(B) 3 3
I 1 I 1
2 1 2 1
-1 -1 0 -1 -1 0 0
y = = = - = O’
det(B) 3 3
0 -1 1 0 -1 1
I 1 2 I 1
-1 1 -1 -1 -1 3
y— g = - = 1
det(B) 3 3
et donc
x 1
X = Y = 0
z 1
Exercice 2. (7 points)
1. Déterminons les constantes réelles a et b qui vérifient : ——— =
x(2x — 1)
1 2ax —a + bx
Ona =
r(2x — 1) x(2x — 1)
~ (2a+b)z—a
r(2z — 1)
En identifiant, on obtient : a 3 —letb=2.
donc ———— = — :
one x(2r—1) =z +23:—1
b
2. Trouver les primitives des fonctions @ et 7 ;
x T —
-1
[ —dx = —In|z| + c1, c € R.
x
et 5
wi_lzln|2x—1|+02, co € R.
En déduire la primitive de la fonction ——.
z(2x — 1)
1
fm = —l7'L|LU| +c + ln|2x — 1| + Co
2z — 1
:ln]x ’—i‘C, C=c+c€eR
x

3. Résoulution de I’équation différentielle suivante :
z(1+1n?(2))y + 2In(z)y = (E).
On a

20 — 1

b

P




, 21In(z) B 1
B =yt i@y~ oo Y

Résolution de I’équation homogene 3/ + mihf—rf;”()x)) =0 (FH)
Pour y # 0
21In(x) dy 21In(x)
(R SV Y B S LV
Y i) v 2(1+ ()

et par suite

Inly| = —In|1 +In*(z)| + Cy, CieR
D’ou ]
=C———, C =Fe* e R
y(@) 1+ 1n*(2) e

y = 0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (EH) est

1
—K— . KeR
v = K e

21n(z) _

Résolution de I’équation avec second membre (y' + 2@y = (2x—1)a:(11 @)

Méthode de la variation de la constante :

Soit y(z) = K m la solution générale de 1’équation homogene. On fait varier la
constante K, et la solution générale de 1’équation avec second membre (E1) sera :
y(x) = K (2) -

Onay/(z) = K'(2)—r— + K(z)——22)__ En remplagant y et 4/ dans I’équation

1+In2(z) z(1+In?(z))2"
(E1), on obtient
1
K'(z) =

(z) z(2z — 1)
Donc 1
K(z)= [ ——d

(x) = (2 — 1) !

par conséquent

20 —1

K(z) = In| |+ C CeR

Finalement la solution générale de I’équation (E1) est

20 — 1
ln|aj | +C

= L C eR.
y(f]ﬂ') 1+h’l2(l’> ) €

4. Résoudre I’équation différentielle du second ordre suivante :

20"+ —y = 46%1....(E)



Résolution de I’équation homogene
2/ +y —y=0

L’équation caractéristique
2rf +r—1=0...(1)

admet une racine réelle double r = —1letr = % Ainsi, la solution générale de (1) est

Yo = Cl€_$ + Oge%x, Cl, CQ € R.

m = % est une racine de I’équation caractéristique (1), donc on cherche une solution
particuliere de (E) sous la forme :

yp(x) = Po(x)xe%z

avec Py(z) = A.
c-a-d: y(x) = Azez”, A€ER
y(z) = Aer” + lA:ce%x = (A+ lAm)e%z
P 2 2
et

yy(z) = %Aeéw + %(Aeéx + %A:ﬁeéx) =(A+ iA:L‘)e%’”
En substituant dans I’équation (E) les expressions de y,, et de yg ; on obtient
(E) = 243" = 4¢3®
Par identification, on trouve A =
D’ou, une solution particuliere y,, de (E) est

ol

yp(z) = Zges

Finalement,
_ 1 4 1
yg(x) = Cre™™ + Coe2” + gxeﬂ, Ci,CyeR

4
=Cie "+ (Cg + 51‘)6%96, C,C, € R

est la solution générale de I’équation (E).

Exercice 3. (5 points)
Calculons les deux intégrales suivantes :

L [(2® + 32?)e"da.
On peut utlhser I’intégration par parties trois fois pour calculer f (23 + %IQ)exd. Il est
souvent préférable d’utiliser la méthode de coefficients indéterminés, et on cherche une
primitive de z — (2% 4 $2%)e” sous la forme (ax® 4 bz® + cx + d) e”, ol a, b, ¢, d € R.
Autrement dit,



1
/(x3 + ng)ewdx = (cwc3 + ba® + cx + d) e, a,b,c,d € R.

Ona [(az® + ba? + cx + d) e*] = (2° + 12?)e®
= (3az?+2bx +c)e® + (ax® + bx® +cx +d)e® = (23 +
= (az®+ Ba+b)z*+ 2b+c)r+ (c+d)e* = (23+
identification, on obtient :

a=1 a=1
3a—|—b:% b:_?s
Wire=0 c="5
c+d=0 d:_Tm
D’ou
[(@® + 3a?)e"de = (23 + Fa? + Po — L) +¢ ceR
3+27)°
fde
Vv
1
On pose : t = 3 + 24/, donc dt = de
x
Alors -
342
f—( 2V de = [todt
Vv
1
= — 640 CeR
(5+4+1)
1
1
:6(3+2\/§)6+C, CeR
Finalement,
3+2y/x)° 1
/%dm: 6(3+2\/E)6+O,
ouC eR

Par



