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Exercice n°1 (05 points) 

1. Résoudre dans ℝ l’inéquation suivante : |1 − 4𝑥| ≤ 2. 

2. On considère l'ensemble 𝐴(⊂ ℝ) défini par : 𝐴 =] − 1, 4]. 

Déterminer pour l'ensemble 𝐴 : l’ensemble des majorants, l’ensemble des minorants, la 

borne supérieure, la borne inférieure, le maximum et le minimum s’ils existent. 

Exercice n°2 (06 points) 

On considère la relation ℜ, sur ℝ∗, définie par :   

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ∗:  𝑥ℜ𝑦 ⇔ 𝑥ଶ +
1

𝑥ଶ
= 𝑦ଶ +

1

𝑦ଶ
 

1. Montrer que ℜ est une relation d'équivalence.  

2. Montrer que :  𝑥ଶ +
ଵ

௫మ
= 𝑦ଶ +

ଵ

௬మ
⇔ (𝑥ଶ − 𝑦ଶ) ቀ1 −

ଵ

௫మ ௬మቁ = 0. 

3. a. Déterminer la classe d'équivalence d'un élément 𝛼 de ℝ∗.  

b. En déduire les classes d’équivalence des réels 3 et 1.  

Exercice n°3 (04 points) 

Soit 𝑓: ℝ ⟶ ℝ une application définie par : 𝑓(𝑥) = ൝
1                  𝑠𝑖 𝑥 < 0

1 − 𝑥           𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

  

1. 𝑓 est-elle injective ? 𝑓 est-elle surjective ?   Justifier votre réponse.  

2. Déterminer les ensembles suivants : 𝑓(ℝ),  𝑓( ] − ∞, 1] ),  

𝑓ିଵ({0}), 𝑓ିଵ({2}) et 𝑓ିଵ( [0,1] ). 

Exercice n°4 (05 points) 

1. Calculer les limites suivantes, lorsqu'elles existent :  

lim  
௫ → 

గ
ଶ

ቆ
cosଶ 𝑥

1 − sin 𝑥
ቇ   ;    lim

௫→଴
ቆ

𝑥ଶ + 2|𝑥|

𝑥
ቇ 

2. Soit 𝑓 la fonction réelle définie par : 𝑓(𝑥) = arccos(2𝑥 − 1).  

a. Déterminer l’ensemble de définition de 𝑓.   

b. Calculer 𝑓(0),  𝑓(
ଵ

ଶ
)  et  𝑓(

ଷ

ସ
).  

~ Bon Courage ~ 

Barème détaillé :  Ex. 1:  1.(/2 Pts). 2.(/3 Pts). Ex. 2:  1.(/2 Pts), 2.(/1 Pt), 3.a.(/2 Pts). 3.b.(/1 Pt). 
Ex. 3:  1.(/1 Pt),  2. (/3 Pts). Ex. 4:  1. (/2.5 Pts). 2.a.(/01 Pt). 2.b.(/1.5 Pts). 
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Corrigé de l'examen Final 
Maths 1 (Analyse & Algèbre 1) 

Exercice n°1 (05 points) 

1. Solutions de l’inéquation : |1 − 4𝑥| ≤ 2. 

(1 − 4𝑥) s’annule en 𝑥 =
ଵ

ସ
. Donc, on a : |1 − 4𝑥| = ቐ

1 − 4𝑥          𝑠𝑖  𝑥 ≤
ଵ

ସ

−(1 − 4𝑥)    𝑠𝑖  𝑥 >
ଵ

ସ

   

*Pour 𝑥 ≤
ଵ

ସ
, l’inéquation s'écrit : 1 − 4𝑥 ≤ 2 ⇒ 𝑥 ≥ −

ଵ

ସ
. Solutions : 𝑥 ∈ [−

ଵ

ସ
,

ଵ

ସ
 ]. 

*Pour 𝑥 >
ଵ

ସ
, l’inéquation s'écrit : −1 + 4𝑥 ≤ 2 ⇒ 𝑥 ≤

ଷ

ସ
.    Solutions : 𝑥 ∈]

ଵ

ସ
 ,

ଷ

ସ
]. 

Donc, les solutions de l’inéquation |1 − 4𝑥| ≤ 2 sont :  𝑺 = [−
𝟏

𝟒
,

𝟏

𝟒
 ] ∪]

𝟏

𝟒
 ,

𝟑

𝟒
] = [−

𝟏

𝟒
 ,

𝟑

𝟒
].  

2. 𝑨 =] − 𝟏, 𝟒]   
 M est un majorant de 𝐴 ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≤ 𝑀. Donc, tout réel ≥ 4 est un majorant de 𝐴. 

Ensemble des majorants de 𝐴 : 𝓜𝑨 = [𝟒, +∞[. 
 𝑚 est un minorant de 𝐴 ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≥ 𝑚. Donc, tout réel ≤ −1 est un minorant de 𝐴. 

Ensemble des minorants de 𝐴 : 𝓶𝑨 =] − ∞, −𝟏]. 
 Borne supérieure (le plus petit des majorants) : 𝑺𝒖𝒑 𝑨 = 𝟒. 
 Borne inférieure (le plus grand des minorants) : 𝑰𝒏𝒇 𝑨 = −𝟏. 
 Maximum de 𝐴 :  𝑆𝑢𝑝 𝐴 = 4 ∈ 𝐴. Donc : 𝑺𝒖𝒑 𝑨 = 𝑴𝒂𝒙𝑨 = 𝟒. 
 Minimum de 𝐴 :  𝐼𝑛𝑓 𝐴 = −1 ∉ 𝐴. Donc : 𝑴𝒊𝒏 𝑨  n’existe pas. 

Exercice n°2 (06 points) 
La relation ℜ, sur ℝ∗, est définie par :  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ∗: 𝑥ℜ𝑦 ⇔ 𝑥ଶ +

ଵ

௫మ = 𝑦ଶ +
ଵ

௬మ. 

1. ℜ est une relation d'équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive. 
 ℜ est réflexive si : ∀𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑥ℜ𝑥. 

𝑥ℜ𝑥 ⇔ 𝑥ଶ +
ଵ

௫మ = 𝑥ଶ +
ଵ

௫మ.  

 ⇔ 0 = 0.   Donc, ℜ est réflexive. 
 ℜ est symétrique si : ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ∗,  𝑥ℜ𝑦 ⟹ 𝑦ℜ𝑥 

𝑥ℜ𝑦 ⇔ 𝑥ଶ +
ଵ

௫మ = 𝑦ଶ +
ଵ

௬మ. 

 ⇔ 𝑦ଶ +
ଵ

௬మ = 𝑥ଶ +
ଵ

௫మ.  

 ⟹ 𝑦ℜ𝑥. Donc, ℜ est symétrique. 
 ℜ est transitive si : ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ∗, 𝑥ℜ𝑦 𝑒𝑡 𝑦ℜ𝑧 ⟹ 𝑥ℜ𝑧  

 ൝
𝑥ℜ𝑦
𝑒𝑡    
𝑦ℜ𝑧

  ⇔ ൞

𝑥ଶ +
ଵ

௫మ = 𝑦ଶ +
ଵ

௬మ

𝑒𝑡                               

𝑦ଶ +
ଵ

௬మ = 𝑧ଶ +
ଵ

௭మ

    ⟹ 𝑥ଶ +
ଵ

௫మ = 𝑧ଶ +
ଵ

௭మ . 

 ⟹ 𝑥ℜ𝑧.  Donc, ℜ est transitive. 
 ℜ est réflexive, symétrique et transitive.  
 Conclusion : ℜ est une relation d'équivalence. 

2. 𝑥ଶ +
ଵ

௫మ = 𝑦ଶ +
ଵ

௬మ ⇔ (𝑥ଶ − 𝑦ଶ) ቀ1 −
ଵ

௫మ ௬మቁ = 0 ? 

On a : 𝑥ଶ +
ଵ

௫మ = 𝑦ଶ +
ଵ

௬మ ⇔ 𝑥ଶ − 𝑦ଶ +
ଵ

௫మ −
ଵ

 ௬మ = 0. 

⇔ (𝑥ଶ − 𝑦ଶ) +
 ௬మି௫మ

௫మ ௬మ = 0. 

⇔ (𝑥ଶ − 𝑦ଶ) −
 ௫మି௬మ

௫మ ௬మ = 0. 

⇔ (𝑥ଶ − 𝑦ଶ)(1 −
ଵ

௫మ ௬మ) = 0. 
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3. a. Classe d'équivalence d'un élément 𝛼 de ℝ∗.  
 On cherche les éléments 𝑥 tels que 𝑥ℜ𝛼 :   𝑐𝑙(𝛼) = {𝑥 ∈ ℝ∗;  𝑥ℜ𝛼 }. 

On a : 𝑥ଶ +
ଵ

௫మ = 𝛼ଶ +
ଵ

ఈమ ⇔ (𝑥ଶ − 𝛼ଶ) ቀ1 −
ଵ

௫మ ఈమቁ = 0. 

𝑥ℜ𝛼 ⇔ (𝑥ଶ − 𝛼ଶ) ቀ1 −
ଵ

௫మ ఈమቁ = 0. 

 ⇔ ቐ
𝑥ଶ − 𝛼ଶ = 0
𝑜𝑢                    

1 −
ଵ

௫మ ఈమ = 0

                   ⇔   ቐ
𝑥 = ±𝛼
𝑜𝑢         

𝑥 = ±
ଵ

ఈ

         Donc : 𝒄𝒍(𝜶) = {𝜶, −𝜶,
𝟏

𝜶
, −

𝟏

𝜶
}.  

b. 𝒄𝒍(𝟑) = {𝟑, −𝟑,
𝟏

𝟑
, −

𝟏

𝟑
}.                    𝒄𝒍(𝟏) = {𝟏, −𝟏}. 

Exercice n°3 (04 points) 

𝑓: ℝ ⟶ ℝ est une application définie par : 𝑓(𝑥) = ൝
1                    𝑠𝑖 𝑥 < 0

1 − 𝑥             𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

  

1.𝑓 est injective si et seulement si tout élément 𝑦 possède au plus un antécédent. 
𝑦 = 1 a plusieurs antécédents (tout 𝑥 ∈] − ∞, 0]), exemple: 𝑓(−1) = 𝑓(−2) = 1. 

Donc, 𝑓 n’est pas injective. 

𝑓 est surjective si et seulement si tout élément 𝑦 possède au moins un antécédent.  
Tous les éléments 𝑦 ∈]1, +∞[ n’ont pas d’antécédents par 𝑓. 

Donc, 𝑓 n’est pas surjective. 

2. Pour tout ensemble 𝐴, on a : 𝑓(𝐴) = {𝑓(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝐴}. 
 𝑓(ℝ) = {𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ} =] − ∞, 1].  

 𝑓(] − ∞, 1]) = {𝑓(𝑥), 𝑥 ∈] − ∞, 1]} = [0,1]. 

 Pour tout ensemble 𝐵, on a : 𝑓ିଵ(𝐵) = {𝑥, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵}. 
 𝑓ିଵ({0}) = {𝑥, 𝑓(𝑥) = 0} = {1}. 

 𝑓ିଵ({2}) = {𝑥, 𝑓(𝑥) = 2} = ∅. 

 𝑓ିଵ([0,1]) = {𝑥, 𝑓(𝑥) ∈ [0,1]} =] − ∞, 1]. 

Exercice n°4 (05 points) 

1. lim௫→
ഏ

మ
ቀ

ୡ୭ୱమ ௫

ଵିୱ୧୬ ௫
ቁ =

଴

଴
. C'est une forme indéterminée. 

 On a : ୡ୭ୱమ ௫

ଵିୱ୧୬ ௫
=

ଵିୱ୧୬మ ௫

ଵିୱ୧୬ ௫
=

(ଵାୱ୧୬ ௫)(ଵିୱ୧୬ ௫)

ଵିୱ୧୬ ௫
= (1 + sin 𝑥).  

 Donc : lim௫→
ഏ

మ
ቀ

ୡ୭ୱమ ௫

ଵିୱ୧୬
ቁ = lim௫→

ഏ

మ

(1 + sin 𝑥) = 𝟐. 

 lim௫→଴ ቀ
௫మାଶ|௫|

௫
ቁ.  On a : ௫మାଶ|௫|

௫
= 𝑥 + 2

|௫|

௫
.  

Si 𝑥 > 0 : 𝑥 + 2
|௫|

௫
= 𝑥 + 2. Donc la limite à droite est : lim

௫
ಭ
→଴

ቀ
௫మାଶ|௫|

ଶ௫
ቁ = lim

௫
ಭ
→଴

(𝑥 + 2) = 𝟐. 

Si 𝑥 < 0 : 𝑥 + 2
|௫|

௫
= 𝑥 − 2. Donc la limite à gauche est : lim

௫
ಬ
→଴

ቀ
௫మାଶ|௫|

ଶ௫
ቁ = lim

௫
ಬ
→଴

(𝑥 − 2) = −𝟐. 

Les limites à droite et à gauche sont différentes. Donc, la limite en 𝑥 = 0 n'existe pas. 

2.a. 𝑓(𝑥) = arccos(2𝑥 − 1) est définie pour : −𝟏 ≤ (𝟐𝒙 − 𝟏) ≤ 𝟏.   

−1 ≤ (2𝑥 − 1) ≤ 1 ⇔ ൝
(2𝑥 − 1) ≤ 1   
𝑒𝑡                     

 (2𝑥 − 1) ≥ −1

  ⇔  … … . . …  ⇔ ൝
𝑥 ≤ 1  

𝑒𝑡             
𝑥 ≥ 0  

    Donc : 𝑫𝒇 = [𝟎, 𝟏]. 

b. 𝑓(0) = arccos(−1) = 𝛑.                  𝑓 ቀ
ଵ

ଶ
ቁ = arccos(0) =

𝛑

𝟐
.                 𝑓 ቀ

ଷ

ସ
ቁ = arccos ቀ

ଵ

ଶ
ቁ =

𝛑

𝟑
. 
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