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Examen Final de Maths 1 (Analyse & Algebre 1)

~ Calculatrices et Téléphones portables interdits. Aucun document n'est autorisé ~

Exercice n°1 (06 points)
1. Résoudre dans R linéquation suivante : |1 — 3x| < 2.
2. Répondre a /'une des questions ci-dessous (a. ou b.).
a. Montrer que pour toutn € N, (4™ — 1) est divisible par 3.

b. On considére la relation ‘R définie sur R par : xRy & xe¥ = ye*.
Montrer que ‘R est une relation d'équivalence.

Exercice n°2 (05 points)
Inx+a x €10,1]

1. Soit la fonction réelle f définie par: f(x) =
x?+1 x € ]1, +oo[
a. Etudier la continuité de f sur son domaine de définition Dy.
b. Trouver la valeur du réel a qui rend f* continue sur Ds.
c. Montrer que la fonction g, définie par g(x) = f(x) — 3, s'annule au moins une
fois sur l'intervalle ]1,2].
2. On considére la fonction réelle h définie par: h(x) = x? cos G) + 1.

h est-elle prolongeable par continuité sur R ? Si oui, donner I'expression du prolongement.

Exercice n°3 (03 points)

Calculer les limites suivantes, lorsqu'elles existent :

_ 2sin? x o (x% + 2|x]
lim(——| ; lim|——
x-m\1+4 cosx x—0 2x

Exercice n°4 (06 points)
1
ch (x)

Soit f: R — IR une fonction définie par : f(x) =
1. Calculer £(0), s ™M, f(x) et Jm o f(x).
2. Déterminer I'image directe f({—1,1}) et I'image réciproque f~1({—1}).
3. En déduire que f n'est ni injective, ni surjective. Justifier votre réponse.

4. Montrer que f(R) =]0,1].
~Bon Courage ~

Baréme détaillé : Exercice 1: 1.(/3 points). 2.(/3 points).
Exercice 2: 1.a.(/1 point), 1.b.(/1.5 points), 1.c.(/1 point). 2.(/1.5points).
Exercice 3: (/1.5 points) et (/1.5 points)
Exercice 4: 1.(/0.25+0.25+0.25 point). 2.(/1.5+1.5 points). 3.(/0.5+0.5 point). 4.(/1.25 points).
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Corrige detaillé de I'examen Final
Maths 1 (Analyse & Algebre 1)

Exercice n°1 (06 points)
1. Solutions de I'inéquation: |1 — 3x| < 2.

(1 —-3x) sannule en x = §
1

. 1
— 3x Si x <=

w

*Pour x < =, linéquation s'écrit: 1 —3x <2=>x>—-= m Solutions: x € [—

Donc, on a: |1 —3x| = 1
—(1-3x) six>- 3

*Pour x > =, linéquation s'écrit: —1 +3x <2 =>x < 1. /. Solutions: x e]§
11 1

Donc, les squtlons de l'inéquation [1 —3x| <2sont: S = [-5.51V15.1]= [—% ,1].
2. L'étudiant(e) répondra a 'une des questions ci-dessous (a. ou b.).
a. Résonnement par récurrence :
Notons P(n) l'assertion : vn € N, (4™ — 1) est divisible par 3.
e Initialisation: Pour n = 0, nous avons 4° — 1 = 0.
0 est divisible par 3. Donc, la propriété est vraie pour n = 0.

e Hérédité: Pour n > 0, supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
P(n) est vraie: (4™ — 1) est divisible par 3 = 3 k € N tel que (4™ — 1) = 3k....... ™
Démontrons que P(n + 1) est vraie :

Ona: 4™t —1=4"x4—-1. Del'équation (*), ona 4" =3k +1,.
=Bk+1)x4—1.
=(Bk)x4+4-1.
=3x4k+3=3x((4k+1)
=3xk’. Aveck'=4k+1€N.
Donc 4™+ — 1 est divisible par 3.

C'est-a-dire, P(n + 1) est vraie.

e Conclusion: Par le principe de récurrence, on déduit que P(n) est vraie. C'est-a-dire (4™ — 1)
est divisible par 3 pour tout n € N.

b. La relation R sur R est définie par : xRy © xeY = y e*.
-Réflexivité: xRx © x e* = x e, relation vérifiée vx € R.
Donc, R est réflexive. . 0.5
-Symétrie: Vx,y € R, xRy © xe¥ = ye*.
SyeX=xeY

& yRx. Donc, R est symétrique.

-Transitivité: soient x,y,z € R
xRy o xey=ye* ... (a)
yRze yef=zeY ... (b)
(a)*eZ © xeYe? =ye*eZ. Onremplace y e par z e”, puisque y e = ze” (b).
o xeYe? =ze*eY . On divise I'équation sur e¥ et on obtient :
S xe?r=ze".
< xRz. Donc, R est transitive.
R est réflexive, symétrique et transitive = R est une relation d'équivalence.
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Exercice n°2 (05 points)
Inx +a x €]0,1]
la. f(x)= ; Df =10, +o0o[
x2+1 € |1, +oo[
Les fonctions "Inx + a' et "x2 + 1" sont définies et continues sur ]0,1[ U ]1, +oo[. Pour que f soit
continue sur Dy, il faut qu'elle soit aussi continue en x = 1 (cela dépend de la valeur du réel a). 1 01 ]

b. Détermination de la valeur de a pour que f soit continue sur Dy.

5,
Ona: f(1) =ln1+a=a. )

> Continue a gauche de 1 :lim < f(x) =lim < (nx+a)=a=f(1). 4| /!
- - ’
donc f est continue a gauche de 1. K
\ . - = 2+
» Continue a droitede 1 : limxi1 flx) = limxi1(x2 +1) =2. 3 S f

Pour que f soit continue a droite de 1, il faut que: limxi1 f)=f1) ol
limxilf(x) =f(1) o 2=a.
Donc, la valeur du réel a qui rend f continue sur son domaine de
définition Dy est: a = 2. — Voir le graphe ci-contre (non-demandé).
c.Ona: g(x) =f(x)—3. /
Ona: g(1)=f(1)—3=2-3=—1.
9@ =f(2)-3=5-3=2.
Comme g(1).g(2) < 0, d'aprées le théoréme des valeurs intermédiaires, 3x €]1,2[ tel que g(x) = 0.
Donc, g s'annule au moins une fois sur l'intervalle ]1,2].

y=Ln(x)+2

2.0na: h(x) = x? cos( )+1
h est définie et continue sur R* (produit et composition de fonctions continues).
Pour voir si h admet un prolongement, étudions I'existence de la limite en x = 0 :

lim,_o h(x) = lim,_, (x cos( ) + 1)
Ona:vxeR, -1< cos( ) < 1 (fonction bornée) et lim,_,, x% = 0,

Donc : lim,._,, (x cos —) =0.

et lim,_ h(x) = lim,_,, (x cos( ) + 1) =1. -

Comme la limite en x = 0 existe, donc on peut prolonger h en x = 0.

h(x) = xzcos(%) +1 six#0
La fonction prolongée k est définie par: k(x) =

. 1 si x=0
k est définie et continue sur R.

Exercice n°3 (03 points)
. 2 sin? 0 s o s p
. hmxﬂn( — x) = . C'est une forme indéterminée, a levée.

14+cosx
. 2sin?x _ _1-cos’x _ _ (1+cosx)(1—cosx)
On a: 1+cosx 2 1+cosx 2 1+cosx = 2(1 - cosx). -
. 2 sin? .
Donc lim,_,, (15252) = lim,_,(2(1 — cosx)) = 4-.
. 242 242
e lim, (x 'xl). Ona ;X2 _x I
x 2x 2 x

. lxl _ 22 +20x\ . x _
Six>0: 5+ ~ + 1. Donc la limite a droite est : lim m > (T) = lim_> (— + 1) = 1.4-

Six<0: §+ 'i—' = g— 1. Donc la limite a gauche est : limxi0 (x +2'x|) hm < (—— 1) =—1. 4-
Les limites a droite et a gauche sont différentes. Donc, la limite en x = 0 n eX|ste pas.
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Exercice n°4 (06 points)
2
ch(x) T rrex

1. f: R — R une fonction définie par : f(x) =

f(0) =1. Jo.25)
limy,— o f () = 0. A R
lim,,0f(x) =0. — Voir le graphe ci-contre (non-demandeé).
2. « Image directe f({—1,1}): B
Ona: f((=11) = {f(x); x € -113}. Lo5]
f(1) = . Jo.25)
FD) = oEm =) . L0259
Donc F({-1,1}) _{ 2
e Image réciproque f~1({—1}):
Ona: /(1) = fx f() € (=13} Jos)
flx) =-1e =-1

eX+e™*
sSef+e ™ =-2. -

Cette équation n'admet pas de solutions dans R, (e* + e™*) > 0 pour tout x € R.
Donc: f~1({-1}) = Q).

3. ¢ f n'est pas injective car il existe deux réels différents, x;, = —1 et x, = 1 par exemple, tels que
f(x1) = f(x2) et x; # x5,
’ 2
En 2., on a montre que y = -

1t4e-1

1+€_1

possede 2 antécédents (x = —1 et x = 1).

e f n'est pas surjective car il existe un réel y tel que pour tout x € R, f(x) # y.
En 2., on a montré que y = —1 n‘a pas d’antécédent.

4.0na: f(x) =

=y. PourtoutxeR,y>0.

eX+e™X

=y < ye* + ye™* = 2. On multiplie I'équation par e*.

eX+e X
< ye?* —2e* +y = 0. 0n pose X = e*(Changement de variable). x = In(X).
S yX?2—-2X+y=0.
Cette équation de 2°™ degré admet des solutions réelles si et seulement si
A’=1-y% >0, c'est-a-dire siy € [-1,1].
Or, on sait que y > 0. Donc, y €]0,1].

Les y €] — a0, 0] U]1, + o[ n'ont pas d'antécédents.

Donc f(R) =]0,1].

~ End ~
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