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Exercice n°1 (06 points) 

1. Résoudre dans Թ l’inéquation suivante : |1 െ |ݔ3 ൑ 2.   
2. Répondre à l'une des questions ci-dessous  (a. ou b.). 

a. Montrer que pour tout ݊ ∈ Գ,  ሺ4௡ െ 1ሻ est divisible par 3. 

b. On considère la relation Ը définie sur Թ par : ݔԸݕ ⟺ ௬݁	ݔ ൌ  .௫݁	ݕ

Montrer que Ը est une relation d'équivalence.  

Exercice n°2 (05 points) 

1. Soit la fonction réelle ݂ définie par: ݂ሺݔሻ ൌ ൝
ln ݔ ൅ ݔ										ܽ ∈ ሿ0,1ሿ						

ଶݔ ൅ ݔ										1 ∈ ሿ1,൅∞ሾ
  

a. Etudier la continuité de ݂ sur son domaine de définition ܦ௙. 

b. Trouver la valeur du réel ܽ qui rend ݂ continue sur ܦ௙.  

c. Montrer que la fonction ݃, définie par ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ 3 , s’annule au moins une 

fois sur l’intervalle ሿ1,2ሾ. 

2. On considère la fonction réelle ݄ définie par: ݄ሺݔሻ ൌ ଶݔ cos ቀ
ଵ

௫
ቁ ൅ 1.  

݄ est-elle prolongeable par continuité sur Թ	? Si oui, donner l’expression du prolongement.  

Exercice n°3 (03 points) 

Calculer les limites suivantes, lorsqu'elles existent :  

lim
௫→గ

ቆ
2 sinଶ ݔ
1 ൅ cos ݔ

ቇ					 ; 						 lim
௫→଴

ቆ
ଶݔ ൅ |ݔ|2

ݔ2
ቇ 

Exercice n°4 (06 points) 

Soit ݂:	Թ ⟶ Թ une fonction définie par : ݂ሺݔሻ ൌ 
ଵ

௖௛	ሺ௫ሻ
  

1. Calculer ݂ሺ0ሻ,  	݂ሺݔሻ௫→ି∞		
			୪୧୫				 		   et  	݂ሺݔሻ௫→ା∞		

			୪୧୫				 		 .    

2. Déterminer l'image directe ݂ሺሼെ1,1ሽሻ et l'image réciproque ݂ିଵሺሼെ1ሽሻ. 

3. En déduire que ݂	n'est ni injective, ni surjective. Justifier votre réponse. 

4. Montrer que ݂ሺԹሻ ൌሿ0,1ሿ. 
~ Bon Courage ~ 

 
Barème détaillé :  Exercice 1:  1.(/3 points). 2.(/3 points).   

Exercice 2:  1.a.(/1 point), 1.b.(/1.5 points), 1.c.(/1 point). 2.(/1.5points). 
Exercice 3:  (/1.5 points) et (/1.5 points)   
Exercice 4:  1.(/0.25+0.25+0.25 point). 2.(/1.5+1.5 points). 3.(/0.5+0.5 point). 4.(/1.25 points). 
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Corrigé détaillé de l'examen Final 
Maths 1 (Analyse & Algèbre 1) 

Exercice n°1 (06 points) 

1. Solutions de l’inéquation: |1 െ |ݔ3 ൑ 2. 

ሺ1 െ ݔ ሻ s’annule enݔ3 ൌ ଵ

ଷ
.  

Donc, on a:	|1 െ |ݔ3 ൌ ቐ
1 െ ݔ		݅ݏ										ݔ3 ൑

ଵ

ଷ

െሺ1 െ ݔ		݅ݏ				ሻݔ3 ൐
ଵ

ଷ

  

*Pour ݔ ൑ ଵ

ଷ
, l’inéquation s'écrit: 1 െ ݔ3 ൑ ݔ ⇒ 2 ൒ െ

ଵ

ଷ
.   Solutions: ݔ ∈ ሾെ ଵ

ଷ
,
ଵ

ଷ
	ሿ. 

*Pour ݔ ൐ ଵ

ଷ
, l’inéquation s'écrit: െ1 ൅ ݔ3 ൑ 2 ⇒ ݔ ൑ 1.      Solutions: ݔ ∈ሿ ଵ

ଷ
	 ,1ሿ. 

Donc, les solutions de l’inéquation |1 െ |ݔ3 ൑ 2 sont :  ܵ ൌ ሾെ
ଵ

ଷ
,
ଵ

ଷ
	ሿ ∪ሿ

ଵ

ଷ
	 , 1	ሿ ൌ ሾെ

ଵ

ଷ
	 , 1ሿ.  

2. L'étudiant(e) répondra à l'une des questions ci-dessous  (a. ou b.). 
a. Résonnement par récurrence : 

Notons ܲሺ݊ሻ l’assertion : ∀݊ ∈ Գ, ሺ4௡ െ 1ሻ est divisible par 3. 
  Initialisation: Pour ݊	 ൌ 	0, nous avons 4଴ െ 1 ൌ 	0.  

 0 est divisible par 3. Donc, la propriété est vraie pour ݊	 ൌ 	0. 

 Hérédité: Pour ݊	 ൐ 	0, supposons que ܲሺ݊ሻ est vraie et montrons que ܲሺ݊	 ൅ 	1ሻ est vraie. 
ܲሺ݊ሻ est vraie: ሺ4௡ െ 1ሻ est divisible par 3  ∃	݇ ∈ Գ tel que ሺ4௡ െ 1ሻ ൌ 3݇.......(*) 
Démontrons que ܲሺ݊	 ൅ 	1ሻ est vraie :  

On a : 4௡ାଵ െ 1 ൌ 4௡ ൈ 4 െ 1.   De l'équation (*), on a 4௡ ൌ 3݇ ൅ 1,. 
ൌ ሺ3݇ ൅ 1ሻ ൈ 4 െ 1.  
ൌ ሺ3݇ሻ ൈ 4 ൅ 4 െ 1. 
ൌ 3 ൈ 4k ൅ 3 ൌ 3 ൈ ሺ4k ൅ 1ሻ  

ൌ 3 ൈ k′.    Avec ݇ᇱ ൌ 4݇ ൅ 1 ∈ Գ. 
 Donc 4௡ାଵ െ 1 est divisible par 3. 

 C’est-à-dire, ܲሺ݊	 ൅ 	1ሻ est vraie. 

 Conclusion: Par le principe de récurrence, on déduit que ܲሺ݊ሻ est vraie. C'est-à-dire ሺ4௡ െ 1ሻ 
est divisible par 3 pour tout ݊ ∈ Գ. 

b. La relation Ը sur Թ est définie par : ݔԸݕ ⟺ ௬݁	ݔ ൌ  .௫݁	ݕ
-Réflexivité:	ݔԸݔ ௫݁	ݔ	 ⇔ ൌ ݔ∀ ௫, relation vérifiée݁	ݔ ∈ Թ. 

 Donc, Ը est réflexive. 
-Symétrie: ∀ݔ, ݕ ∈ Թ,	 ݔԸݕ ⇔ ௬݁	ݔ	 ൌ  .௫݁	ݕ

⇔ ௫݁	ݕ ൌ   ௬݁	ݔ
 .Donc, Ը est symétrique .ݔԸݕ ⇔

-Transitivité: soient ݔ, ,ݕ ݖ ∈ Թ 
ݕԸݔ  ⇔ ௬݁	ݔ ൌ  ௫  ....... (a)݁	ݕ

ݖԸݕ ⇔ ௭݁	ݕ ൌ  ....... (b)			௬݁	ݖ
(a)*݁௭ 	⇔ ௬݁௭݁	ݔ ൌ ௭݁	ݕ ௬, puisque݁	ݖ ௭ par݁	ݕ ௫݁௭ .  On remplace݁	ݕ ൌ  .௬ (b)݁	ݖ

⇔ ௬݁௭݁	ݔ ൌ  : ௫݁௬ .   On divise l’équation sur ݁௬ et on obtient݁	ݖ
⇔ ௭݁	ݔ ൌ          .௫݁	ݖ
 .Donc, Ը est transitive .ݖԸݔ ⇔

 Ը est réflexive, symétrique et transitive ⇒ Ը est une relation d'équivalence. 
 

0.5 

01 

01 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

01 

0.5 



Université A. Mira - Béjaia  Année 2022/2023 
Faculté des Sciences Exactes   L1 SM (Sciences de la Matière) 
Département de Physique/SM    Durée : 01h30mn 
   

  Page 2/3 

Exercice n°2 (05 points) 

1.a. ݂ሺݔሻ ൌ ൝
ln ݔ ൅ ݔ										ܽ ∈ ሿ0,1ሿ						

ଶݔ ൅ ݔ										1 ∈ ሿ1, ൅∞ሾ
௙ܦ   ;  ൌ ሿ0,൅∞ሾ 

Les fonctions "ln ݔ ൅ ܽ" et "ݔଶ ൅ 1" sont définies et continues sur ሿ0,1ሾ	∪ ሿ1, ൅∞ሾ. Pour que ݂ soit 
continue sur ܦ௙, il faut qu'elle soit aussi continue en ݔ ൌ 1 (cela dépend de la valeur du réel ܽ).  

b. Détermination de la valeur de ܽ pour que ݂ soit continue sur ܦ௙. 
On a: ݂ሺ1ሻ ൌ ln 1 ൅ ܽ ൌ ܽ. 

 Continue à gauche de 1 :	lim
௫
ಬ
→ଵ
݂ሺݔሻ ൌ lim

௫
ಬ
→ଵ
ሺln ݔ ൅ ܽሻ ൌ ܽ ൌ ݂ሺ1ሻ.    

donc ݂ est continue à gauche de 1. 
 Continue à droite de 1 : lim

௫
ಭ
→ଵ
݂ሺݔሻ ൌ lim

௫
ಭ
→ଵ
ሺݔଶ ൅ 1ሻ ൌ 2.    

Pour que ݂ soit continue à droite de 1, il faut que: lim
௫
ಭ
→ଵ
݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺ1ሻ 

 lim
௫
ಭ
→ଵ
݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺ1ሻ  2 ൌ ܽ. 

Donc, la valeur du réel ܽ qui rend ݂ continue sur son domaine de 
définition ܦ௙ est: ࢇ ൌ ૛.  Voir le graphe ci-contre (non-demandé). 

c. On a: ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ 3.  
 On a: ݃ሺ1ሻ ൌ ݂ሺ1ሻ െ 3 ൌ 2 െ 3 ൌ െ1. 
  ݃ሺ2ሻ ൌ ݂ሺ2ሻ െ 3 ൌ 5 െ 3 ൌ 2.    
 Comme ݃ሺ1ሻ. ݃ሺ2ሻ ൏ 0, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, ∃ݔ ∈ሿ1,2ሾ tel que ݃ሺݔሻ ൌ 0.  

Donc, ݃ s’annule au moins une fois sur l’intervalle ሿ1,2ሾ. 

2. On a: ݄ሺݔሻ ൌ ଶݔ cos ቀ
ଵ

௫
ቁ ൅ 1.  

݄ est définie et continue sur Թ∗ (produit et composition de fonctions continues). 

Pour voir si ݄ admet un prolongement, étudions l'existence de la limite en ݔ ൌ 0 :  

 lim௫→଴ ݄ሺݔሻ ൌ lim௫→଴ ቀݔଶ cos ቀ
ଵ

௫
ቁ ൅ 1ቁ 

On a: ∀ݔ ∈ Թ, െ1 ൑ cos ቀ
ଵ

௫
ቁ ൑ 1 (fonction bornée) et lim௫→଴ ଶݔ ൌ 0,  

Donc : lim௫→଴ ቀݔଶ cos
ଵ

௫
ቁ ൌ 0. 

et lim௫→଴ ݄ሺݔሻ ൌ lim௫→଴ ቀݔଶ cos ቀ
ଵ

௫
ቁ ൅ 1ቁ ൌ 1. 

Comme la limite en ݔ ൌ 0 existe, donc on peut prolonger ݄ en ݔ ൌ 0.  

La fonction prolongée ݇ est définie par: ݇ሺݔሻ ൌ ቐ
݄ሺݔሻ ൌ ଶݔ cos ቀ

ଵ

௫
ቁ ൅ ݔ	݅ݏ			1 ് 0

ݔ		݅ݏ																																									1 ൌ 0

  

݇ est définie et continue sur	Թ. 

Exercice n°3 (03 points) 

 lim௫→గ ቀ
ଶୱ୧୬మ ௫

ଵାୡ୭ୱ௫
ቁ ൌ

଴

଴
. C'est une forme indéterminée, à levée. 

 On a: ଶ ୱ୧୬
మ ௫

ଵାୡ୭ୱ௫
ൌ 2

ଵିୡ୭ୱమ ௫

ଵାୡ୭ୱ௫
ൌ 2

ሺଵାୡ୭ୱ௫ሻሺଵିୡ୭ୱ௫ሻ

ଵାୡ୭ୱ௫
ൌ 2ሺ1 െ cos   .ሻݔ

 Donc lim௫→గ ቀ
ଶୱ୧୬మ ௫

ଵାୡ୭ୱ௫
ቁ ൌ lim௫→గሺ2ሺ1 െ cos ሻሻݔ ൌ ૝. 

 lim௫→଴ ቀ
௫మାଶ|௫|

ଶ௫
ቁ.  On a : ௫

మାଶ|௫|

ଶ௫
ൌ

௫

ଶ
൅

|௫|

௫
.  

Si ݔ ൐ 0	:  ௫
ଶ
൅

|௫|

௫
ൌ

௫

ଶ
൅ 1. Donc la limite à droite est : lim

௫
ಭ
→଴
ቀ௫

మାଶ|௫|

ଶ௫
ቁ ൌ lim

௫
ಭ
→଴
ቀ௫
ଶ
൅ 1ቁ ൌ ૚. 

Si ݔ ൏ 0	: ௫
ଶ
൅

|௫|

௫
ൌ

௫

ଶ
െ 1. Donc la limite à gauche est :	lim

௫
ಬ
→଴
ቀ௫

మାଶ|௫|

ଶ௫
ቁ ൌ lim

௫
ಬ
→଴
ቀ௫
ଶ
െ 1ቁ ൌ െ૚. 

Les limites à droite et à gauche sont différentes. Donc, la limite en ݔ ൌ 0 n'existe pas. 
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Exercice n°4 (06 points) 

1.	݂:	Թ ⟶ Թ une fonction définie par : ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௖௛ሺ௫ሻ
ൌ

ଶ

௘ೣା௘షೣ
.  

݂ሺ0ሻ ൌ 1.    

lim௫→ି∞ ݂ሺݔሻ ൌ 0.    

lim௫→ା∞ ݂ሺݔሻ ൌ 0.    Voir le graphe ci-contre (non-demandé). 

2.  Image directe ݂ሺሼെ1,1ሽሻ:   
 On a: ݂ሺሼെ1,1ሽሻ ൌ ൛݂ሺݔሻ; ݔ	 ∈ ሼെ1,1ሽൟ. 

݂ሺ1ሻ ൌ
ଶ

௘భା௘షభ
 . 

݂ሺെ1ሻ ൌ
ଶ

௘భା௘షభ
ൌ ݂ሺ1ሻ . 

Donc ݂ሺሼെ1,1ሽሻ ൌ ቄ ଶ

௘భା௘షభ
ቅ.    

  Image réciproque ݂ିଵሺሼെ1ሽሻ:   
On a: ݂ିଵሺሼെ1ሽሻ ൌ ൛ݔ; 	݂ሺݔሻ ∈ ሼെ1ሽൟ. 

݂ሺݔሻ ൌ െ1 ଶ

௘ೣା௘షೣ
ൌ െ1  

	݁௫ ൅ ݁ି௫ ൌ െ2 .  
Cette équation n'admet pas de solutions dans	Թ, ሺ݁௫ ൅ ݁ି௫ሻ ൐ 0 pour tout ݔ ∈ Թ. 

Donc: ݂ିଵሺሼെ1ሽሻ ൌ ∅. 

3.  ݂	n'est pas injective car il existe deux réels différents, ݔଵ ൌ െ1 et ݔଶ ൌ 1 par exemple, tels que 
݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ et ݔଵ ്   .ଶݔ

En 2., on a montré que ݕ ൌ ଶ

௘భା௘షభ
 possède 2 antécédents (ݔ ൌ െ1 et ݔ ൌ 1). 

 ݂	n'est pas surjective car il existe un réel ݕ tel que pour tout ݔ ∈ Թ, ݂ሺݔሻ ്   .ݕ
En 2., on a montré que ݕ ൌ െ1 n’a pas d’antécédent. 

4. On a: ݂ሺݔሻ ൌ ଶ

௘ೣା௘షೣ
ൌ ݔ Pour tout     .ݕ ∈ Թ, ݕ ൐ 0.  

ଶ

௘ೣା௘షೣ
ൌ ௫݁ݕ  ݕ ൅ ௫ି݁ݕ ൌ 2.  On multiplie l'équation par ݁௫. 

  ݁ݕଶ௫ െ 2݁௫ ൅ ݕ ൌ 0. On pose ܺ ൌ ݁௫(Changement de variable). ݔ ൌ lnሺܺሻ. 

  ܺݕଶ െ 2ܺ ൅ ݕ ൌ 0. 

Cette équation de 2ème degré admet des solutions réelles si et seulement si 

∆′ ൌ 1 െ ଶݕ ൒ 0, c'est-à-dire si	ݕ ∈ ሾെ1,1ሿ.  

Or, on sait que ݕ ൐ 0. Donc, ݕ ∈ሿ0,1ሿ.  

Les ݕ ∈ሿ െ∞, 0ሿ ∪ሿ1, ൅∞ሾ n'ont pas d'antécédents. 

 Donc ݂ሺԹሻ ൌሿ0, 1ሿ. 
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