Université A/ Mira de Béjaia

Faculté de Technologie 202

Département de Technologie
1°¢ année ST

Examen de Maths 1. Durée 1h30.

Exercice 1. (8 points)

1. Montrer par récurrence que :

vn € N, 2%" — 1 est divisible par 3.
2. Dans R*. on définit la relation binaire R par :
Vi,yeR*, t Ry <> y(z®+1) = (P +1).
(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(b) Déterminer la classe d’équivalence de 1.

Exercice 2. (6 points)
On considere |’application suivante :

f: R-{1} — R

: o fl@) =12

r—1

1. Calculer f~*({1}).
2. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
3. Donner I’ensemble J, pour lequel I’application f : R — {1} — J soit bijective.

Déterminer, dans ce cas, I’application réciproque f =4,

Exercice 3. (6 points)
Soient o et 3 deux réels, et soit g : R — R la fonction définie par :

ar+fB si <0
9(33);’ 1 si z>0.
l1+z -

(a) Déterminer 3 pour que g soit continue sur R.
(b) Déterminer « et 5 pour que g soit dérivable sur R.
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Exercice 1. (8 points)

1. Montrons par récurrence que :

fné?i?”——laﬁdﬂﬁmkpm3.

Il s"agit de monirer gue
el kel 2 —1=3k

Pour n £ . notons par P(n)la propriété | JkeZ, 2" 1= 3k.

(ay Pour n = V- ona

fw~1=0=3xu

Donc. A’

gkzoez:f"~1=3h
D ou P(0) est vraie.

(b) Soitn € 74. Supposons que P(n) est vraie, Cest a dire

ol — —— »
3keZ,?2 1=3k Fo) \6
et montrons que P(n+1)est yraie, c’est a dire

- ak’ez, 2211-1—2___1:3’:’.

Ona

g2 x 22 —1

g2 x (1+3)—1

g 4 3x 2" —1

2’“—1+3x2"‘

= 3k+3x2”‘(grﬁceil’hypomd"'fé°“m"“°e)
— 3(k+27)

2%-2 —~1

I\

\l

I\
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2. Dans R*, on définit la relation binaire R par :
Ve,y € R*, s RYy < y(z? + 1) = z(y: + 1).

(a) Montrons que R est une relation d’équivalence. |
(i) Réflixivité de R : Soitz € R*.Ona ‘
2(z2 +1) = z(z* + 1) = 7RZ. 4/
Donc Vz € R*, zRz. D’ou la réflexivité de K.
(1) Symétrie de R :
Soient z,y € R tels que zRy. On a

Ry = y(z? +1) = z(y* + 1) 4/
— z(y?+1) = y(z® + 1)
= YR

Donc Vz,y € R*, 2Ry = yRz. D’ou la symétrie de K.
(iii) Transitivité de R :
Soient z, v, z € R* tels que zRy et yRz. Ona

TRy y(z* + 1) = z(y* +1)
et =i et
yRz z(y2+1)=y(z2+1)
(2241 y*+1
r Y
———>Tet ’
y2+1_22+1
L v z
22+1 22+1
— —s
T z
= (22 4+ 1) =z(P +1)
=3 pRZ

Donc Vz,y, z € R”, Ry et yRz = 1Rz
D’ou la transitivité de R.
De (i), (ii) et (iii), on a R est une relation d’équivalence.
" (b) Déterminons la classe d’équivalence de 1.
1={zeR :zR1l}
= {zeR : 1(z? +1) = z(1* + 1)}
={zeR 22 -2z +1=0}
={zeR:z=1}
= {1}



Exercice 2. (6 points)

On considere 1’application suivante -

f: R-{1} — R

e f(r) =222

g—1

i) Calculons f~'({1}).

’WUD:{xER—Uwﬂme{n}
{TeIR~{1}/f(r)—1} 4/)
={zeR- —u NS
—éjcm—{n/~1—m '

ii) [ est-elle injective ? surjective ? bijective ?
e Injectivité de f :soient z;, 29 € R — {1} : f(z1) = f(z2).Ona
e § T, —2  x92—2 -
@)= fla)) = 2= = -
Ty — 1 I2 -1 A/
— (21 - 2)(x2 ~ 1) = (32— 2)(m1 — 1)

:>.’E].’I'2—221—222+2=11$2—221—12+2
— I = I?

d’ou I'injectivité de f

e Surjectivité de f : f n’est pas surjective car y = 1 n’a pas d’antécédent (d’a la question O C)
précédente).

e Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas surjcctivc (D) 5

3 Donnons I’ensemble J, pour lequel I'application f : R — {1} — J soit bijective :

11 est facile de vérifier que f : R — {1} — R — {1} est une bijection. ,
Soity € R— {1}, oncherche z € R — {1} :y = f(z).Ona

T -2
— : —4
y = f(x) y=-"7
= ylz-1)=z~-
y—1

donc

7' R={1} —R-{1}

-1 _y_z




Exercice 3. (6 points)

S()iCﬂl Q et 3 ¢ 3
LD (]CUX I'CC]S cl so1 R P)
Dy SO1t q —_— l 7 i 1
J A\ | IOI]C[]OH déﬁnle par 3

ar+f si <0
glz) = 1 ,
1+z st 20

— Détermi
ermmons /3 pour que ¢ soit continue sur R.

g est continue * : .
sur R* car 2 — az + S8 est continue sur | — oo, 0] et  — 3 = est continue
x
1 4/

sur ]0, +oo. Il reste donc 3 €tudier la continuité de g en z = 0. On a g(0) = —— = 1.
: 140
Jim g(z) = lim az+f=p 0.5
et

lim g(z)= lm (——)=1 0\6

rz—s0t z—0t 1+

La fonction g est continue en 0 si et seulement si  lim g(z) = lim g(z) = g(0). Donc
z—30~ z—0t

est continueen 0 <— =1
Finalement, la fonction ¢ est continue sur R si et seulement si § = 1.

— Déterminons « et [ pour que g soit dérivable sur R.

/“"‘>

est dérivable,

g est dérivable sur R* car z — az + f3 est dérivable sur ] — 0o, 0[ et z T
&

sur |0, +ool. Il reste donc a étudier la dérivabilité de g en z = 0.
Si 4 # 1, on a g n’est pas continue en 0, donc elle n’est pas dérivable en 0
Donc posons f=1.0na —

i 9@ =900 _
0

z—0~ Tr —
et
L 1
9@ =9(0) _ i, 1tT gy -1
Ill_{%ﬂ(w 7 —0 _I_li%+ T z—0t 1+

lim £~
1m 0 -

L. — 1et
gestderlvab]eenO < f=1le —p-  Z—

& fB=leta=-L

Finalement, la fonction g est dérivable sur R si et seulement si = leta = —1. o \g



