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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

En automatique, les mod¢les linéaires représentent une notion bien établie qui répond a
beaucoup de problémes concrets ou l’on cherche une description locale d’un systéme
dynamique. En pratique les systémes dynamiques sont non linéaires dans leur immense
majorité. Pour étre tout a fait franc, les systémes physiques réellement linéaires n’existent pas.
Les équations différentielles linéaires, donc les fonctions de transfert, ne sont que des modeles
qui correspondent plus ou moins a la réalité, cela revient a dire que tous les systémes
physiques, en générale sont non linéaires.

Lorsque 1’on veut analyser puis commander un systéme, cela signifie que I’on doit disposer
d’un modele mathématique réalisant un compromis entre sa fidélit¢é de comportement
qualitatif et quantitatif et sa simplicité de mise en ceuvre a des fins d’analyse et de synthese.
Deuxiémes terme de ce compromis implique que 1’étape de modélisation entraine
obligatoirement des approximations et des simplifications afin de permettre une analyse des
propriétés du modele qui ne soit pas trop complexe et une procédure de synthése de
commande efficace.

Il est alors nécessaire de trouver un compromis entre la justesse (toute relative) du modéele
et sa complexité. Il est logique de penser que plus un modele doit coller a la réalité, plus il
sera complexe. Pour rassurer aux lectures, nous pouvant malgré tout indiquer qu’une majorité
de systemes physiques peuvent étre approximer comme des systémes linéaires en respectant
le domaine de sa linéarité. Le but est d’assurer une transition entre les modeles linéaires et
leur limitation vers les mod¢les non linéaires a base des équations différentielles et les
phénomenes essentiellement non linéaires.

Nous proposons donc dans ce cours deux visions indissociables des systémes : leur
complexité par rapport au linéaire d’une part et les possibilités qu’ils offrent pour 1’analyse et
la conception de lois de commande. Le terme de ce genre de systéme apparait de plus en plus
pour désigner une multitude disciplines et d’application, par exemple en biologie, en génie
mécanique, €lectrique, chimique, physique, etc.

Ce rapport est une introduction au sujet et 1’objectif est de permettre, dans un contenu
compact, 1’acces a une littérature plus difficile a un large spectre de lecteurs de formation
scientifique et technique diverse. Le pré requis ne sont pas excessifs ; de bonnes notions sur
les équations différentielles et les représentations associées comme la transformée de Laplace
et la notion de fonction de transfert sont requises ; il est nécessaire ¢galement de connaitre les

concepts de représentation d’état linéaire, de commandabilité et d’observabilité.
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INTRODUCTION GENERALE

Le contenu peut étre subdivisé en deux parties importantes. La premicre partie est destinée
aux différentes méthodes d’analyse a savoir, le plan de phase pour les systemes de deuxiéme
ordre, 1’é¢tude de la stabilité au sens de Lyapunov, la méthode de premicére harmonique et
passivité. La deuxieéme partie traite quelques techniques de commande des systémes non

linéaires, comme 1’approches de linéarisation entrée sortie et de lin€arisation entrée états.

o)



CHAPITRE 1 : INTRODUCTION AUX SYSTEMES NON LINEAIRES

CHAPITRE 1:
INTRODUCTION AUX SYSTEMES NON LINEAIRES

1.1 Introduction

La notion de systtme non linéaire est fondée sur le non respect du principe de
superposition. Les systémes n’obéissant pas au principe de superposition sont nombreux.
Plusieurs propriétés sont illustrées pour distinguer cette classe de systémes, par rapport les
systemes linéaires.
1.2 Principe de superposition

La notion de systéme non linéaire est fondée sur le non respect du principe de
superposition. Les systémes qui n’obéissant pas au principe de superposition sont trés
nombreux. Nous présenterons une sous-classe de tels systémes pour lesquels les équations
différentielles ordinaires sont suffisantes a leur description.
Définition 1.1 : Soient deux signaux d’entrées u; et u, engendrant deux signaux de sortie y,
ety,. La réponse a la somme des entrées u =u; +u, est la somme des réponses

individuelles, c’est-a-dire y = y; + y, et celle a au avec a € R est donnée par ay.

Définition 1.2 : Tout systéme obéissant au principe de superposition est un systéme linéaire.
Par conséquent tout systéme qui n’obéit plus au principe de superposition est un systéme non-

linéaire.

Remarque : souvent en pratique, pour calculer une loi de commande, on utilise des mod¢les
linéaires pour leur simplicité, systémes linéaires sont bien connus et sont des approximations
des systémes non linéaires.

Exemple 1.1: systéme masse-ressort-amortisseur

Figure 1.1 : Systéme masse-ressort

my + F(y,y) + Fp () = F, (L.

Elasticité linéaire et amortissement en viscose

o



CHAPITRE 1 : INTRODUCTION AUX SYSTEMES NON LINEAIRES

Fpy(y) = ky, F(y,y) = by et myj + by +ky = F,

Elasticité non linéaire (mod¢le de Duffing)

k(1-a’y?y, layl<1
Fop(y) = { ’ 2 (1.2)
k(1+a%y?)y |ay|>1
Frottement non linéaires
1 e
7 ] N
Frottement de Coulomb Coulomb + viscose
}:} V ¥y V
% " jl % ")
Statique + Coulomb + viscose Stribeck + statique + Coulomb + viscose
Figure 1.2 : Frottement non linéaires
myj +by +ky +n(y,y) =F (1.3)

1.3 Classe de systémes

1.3.1 Description
La classe de systéme est celle décrivant les modeles de systémes physiques qui peuvent se

représenter par un ensemble d’équations différentielles ordinaires.

5(1 = fl(tl le "-;xn; ul, ...,um)
5(2 = fz(tl le "';xn; ul, ...,um)

x""— = fn(t; le "-;xn; ul, ...,um)

(1.4)

avec
X1 U fl(tl X, u)
X u t,x,u
x = :2 U= :2 ,f(t,x,u) — fZ( ) )
Xn Um fa(t,x,u)

et réécrire les n équations de premiere ordre

Description (avec entrée) x = f(x,u) estun systéme non autonome

-



CHAPITRE 1 : INTRODUCTION AUX SYSTEMES NON LINEAIRES

Description (sans entrée) x = f(x) est un systéme autonome
Cas particulier : systémes linéaires x = Ax + Bu

x = (xq, X e, xp) et U = (Ug, Uy, oor, Upy)T

e La fonction f(x,u) est continue par rapport x et u.
e Lasolution de f est unique pour des conditions initiales x et u, déterminées.
e La condition sur cette continuité est que f (x, u) soit Lipschitz continue (en chaque point
I’évolution infinitésimale locale de f (x, u)doit étre bornée).
Définition 1.3 : La fonction f(x, u) est appelée Lipschitz continue selon ces deux arguments
x et u lorsque, d’une part, elle est continue selon ses deux arguments x et u et, d’autre part,
lorsqu’il existe deux constantes c; et c, € Rtelles que pour toute valeur de xety

(resp. u et v).

If (e, w) = fFwll < cllx =yl
(1.5)
If G, w) = f(x, )l < callu— vl
1.3.2 Solution de I’équation différentielle
Systeme x = f(x)
Solution y(x,,t)
= (C’est une trajectoire temporelle
= (Condition initiale xq
= Trajectoire unique pour une condition initiale donnée
= [Instant ¢ indiqué lorsque x prend la valeur y(xg, t)
= Satisfait I’équation différentielle
d
&X(xOJ t) = f(X(xOJ t)) (16)

1.3.3 Points d’équilibre de x = f(x)

* Toute solution x,, telle que f (xeq) = 0.
* Lorsque I’¢état x est a I’équilibre x4, pas de dynamique.

= Plusieurs points d’équilibre isolés possibles.

)



CHAPITRE 1 : INTRODUCTION AUX SYSTEMES NON LINEAIRES

Avant d’entrer dans le vif du sujet, mentionnons que les systémes non linéaires possedent
des particularités singuliéres qui sont complétement absente des systémes linéaires. Certaines

de ces propriétés sont présentées ci-apres.
1.4 Réponse indicielle dissymétrique

1.4.1 Systéme linéaire : Réponse indicielle symétrique

X=-x+4+u (1.7)
Signal d’entrée symétrique et carré 0 < u < 1 lui est appliqué. Le signal de sortie x(t)associé
suit le signal d’entrée, mais avec une inertie. Les phases de montées alternent avec les phases
de descentes de manicre symétrique. Le diagramme de gauche de la fig.1.3 illustre le résultat.
1.4.2 Systéme non linéaire particulier : Réponse indicielle dissymétrique

(1.8)

Ce systéme non linéaire simple exhibe un comportement dissymétrique, la phase de montée

X x|x|+u

est plus rapide que la phase de descente (A droite de la figure.1.3).

Figure. 1.3 : A gauche, les phases de montée et de descente sont symétriques dans le
cas de I’équation x = —x + u, ou u est un signal carr¢ entre +1 et 0. A droite, lorsque
X = —x|x| + u cen’est plus le cas.
1.5 Termes d’ordre supérieur
Lorsque la solution d’un systéme non linéaire s’¢loigne suffisamment d’un point
d’équilibre les termes d’ordre supérieur du développement en série de Taylor (autour de ce
point d’équilibre) contribuent de manicre croissante a I’influence sur la dérivée. Il se peut tres

bien que ces termes présentent un effet déstabilisant sur le comportement global.

Systéme :

x=-x+x%x(t=0)=x (1.9)

Ne comporte pas d entrée et posséde un point d’“equilibre a 1’origine.

Linéarisation Jacobienne au point x = 0

2



CHAPITRE 1 : INTRODUCTION AUX SYSTEMES NON LINEAIRES

x=—x - x(t) =xpet (1.10)
qui est stable pour tout x,,

Solution de systéme original est

xpe "

(0 = (1 —x¢+xpe7b)

(1.11)

qui est stable pour tout x, < 1

x(t)

T

“wahhhhﬁﬁh__\\\hhﬁﬁ______
,/f"’”f/ff"rﬂﬁ_--__ﬂ-_ﬂ—_;

Figure. 1.4: Les solutions de x = —x + x2 sont représentées pour les conditions
initiales x(0)suivantes: +0.2, 0.4, +0.6, +0.8, +1.01, +1.1. L’instabilité apparait
dés que x(0) > 1.

Pour 0 < x < 1, —x domine x2. La premiére constatation est que le comportement n’est pas
symétrique par rapport au signe des conditions initiales. La seconde, et la plus importante,
estqu’il y a, a la fois des conditions initiales pour lesquelles la solution s’¢loigne de plus en
plus du point d’équilibre au fur et a mesure que le temps progresse et d’autres pour lequel la
solution converge vers la valeur d’équilibre x= 0. La séparation se produit lorsque la condition

initiale x(0) est supérieure a 1.

—

p T

0 05 1

Figure. 1.5 : La stabilité de X = —x + x?2 est déterminé par le signe du membre de droite.
La figure représente les deux fonctions x et x2. On constate que x? devient plus grand que x
lorsque x>1. Le signe du membre de droite change et conduit a I’instabilité.

o
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Remarque : Contrairement aux systémes linéaires, la stabilité peut dépendre des conditions
initiales. Le signe devant le terme x ou x” est fondamental. En effet, X = x est un systéme
instable, car la solution x(t) = xye’ et diverge lorsque t— oo. Par contre x = —x est stable.

La solution x(t) = x,e ¢ converge vers 0 lorsque t—o0. Ainsi, dans 1’équation différentielle
(1.9), le terme x* a une tendance & déstabiliser le systéme, et — x a le stabiliser. La stabilité est

garantie pour autant que le terme — x domine x2 pour x positif, ce qui est le cas lorsque x < 1.

1.6 Points d’équilibre isolés multiples
Soit le systeme décrit par

x=-x+x>=x(x—-1) (1.12)
Il y a deux points d’équilibre :x = 0 et x = 1, ceci est a mettre en perspective avec le cadre
des systémes linéaires, pour lesquels, lorsque le point d’équilibre est isolé, alors il est unique.
En effet, la condition d’équilibre pour un systtme x = Ax est Ax,q = 0. Lorsque A est
inversible (i.e.|A| # 0) le point d’équilibre est unique et correspond a x.q = 0. Lorsque la
matrice A est singuliére alors le noyau est un sous-espace vectoriel et donc les points
d’équilibre multiples sont connectés. Ainsi dans ce cas, si xq # 0 et x4 €{x| Ax = 0} alors

aXqq # 0 est aussi un point d’équilibre Va € R".

1.7 Explosion en temps fini

Dans le cas linéaire, I’instabilité est toujours bornée par une exponentielle. Par exemple
% = 3x tend vers I’infini sans jamais dépasser une exponentielle x(t) < x,e3°1t. La raison de
ceci ne tient au fait que I’expression de la dérivée peut €tre bornée par une quantité
proportionnelle a la valeur de 1’état. La constante de proportionnalité donne la vitesse de
I’exponentielle.

Systéme linéaire : Instabilité bornée par une exponentielle.

eld
x = 3x 3ii)((xo, t) = xpe3t < xye301t (1.13)

Dans le cas non linéaire : des surprises peuvent se produire. Par exemple, pour le systéme
suivant
X =—x+x? (1.14)

La divergence vers ’infini est beaucoup plus rapide que dans le cas linéaire. La solution

analytique de cette équation est

xpe”t

x() = (1 —xy + xpe70)

(1.15)

)
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La solution diverge vers I’infini en un temps fini, lorsquex, > lett - 1

1.8 Cycle limite
Oscillations en sortie sans qu’il y ait de signal externe présent. Ces oscillations que 1’on
appelle des cycles limites sont illustrées ici a travers un exemple trés connu dii @ Van der Pol
mi+2c(x? —1)x+kx =0 (1.16)
Ou m, c et k sont des constantes positives. Elle peut représenter par exemple une masse avec
un ressort avec un amortissement dépendant de la position de la masse 2c(x? — 1).
= Pour des valeurs assez grandes de x, I’amortissement est positif et la dissipation
d’énergie a tendance a ramener la position vers zéro.
=  Pour des valeurs de x petites; ’amortissement est positif et apporte de 1’énergie x a
tendance a s’¢éloigner de zéro. Ainsi pour certaines valeurs de x le systéme s’¢loigne de
zéro et pour d’autres s’en rapproche.

Ce type de comportement est présent dans de nombreux phénomeénes physiques.

1.9 Bifurcation
Dans un systéme non linéaire, les parametres peuvent varier pour de multiples raisons. Avec
ces changements, il arrive parfois que le nombre et la nature des points d’"equilibre changent.
Les valeurs particulieres des paramétres pour lesquelles ces changements se produisent sont
appelées des valeurs critiques ou de bifurcation. Un exemple est donné par le modele
suivant que I’on appelle équation de Duffing

x+tax+x3=0 (1.17)

Si I’on trace les point d’“equilibre en fonction de «

stable

stable /Jm_t_:\b le
u \‘ﬂ -

stable

1.10 Orbites chaotiques
On considére le systéme

¥+ 0.1% + x° = u = 6sin(t) (1.18)

e
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Deux trajectoires sont représentées, I’une correspondant a la condition initiale xo = (0.1, 0.2)"
et I"autre a xo = (0.105, 0.2)". On constate que méme si les deux conditions initiales sont trés
proches I'une de 1’autre, les trajectoires résultantes sont rapidement tres différentes, sans pour
autant devenir non bornées (les valeurs de la position x demeurent dans un intervalle fermé et
borné). Cette hypersensibilité aux conditions initiales et 1’aspect presque imprévisible du

résultat donne I’impression que le systéme est soumis a des perturbations aléatoires. Le

systéme est parfaitement déterministe.

= - r . 2 = S mm e g

L X i L L L i -
o 10 20 30 40 50 60

Figure 1.6: Les solutions de 1’ ’equations différentielle ¥ + 0.1% + x> = u = 6sin(t) sont
représentées pour deux conditions initiales proches (x(0) = 0.1, et x(0) = 0.105 ; x(0) = 0.2 pour les
deux cas. Bien que les trajectoires résultantes sont proches dans la premicre portion horizontale, elles
deviennent tres différentes dans la deuxiéme portion horizontale du graphique.

Un tel comportement est appelé “chaos”. Comme exemple supplémentaire, considérons

I’oscillateur de Lorenz,

X = —ox + oy
y=rxXx—y—2zX (1.19)
z=—bz+xy

Figure 1.7: Orbite chaotique de I’oscillateur de Lorenz pour o = 10,
b=8/3, r=28.
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CHAPITRE 1 :

Ou seuls les deux termes en bleu, zx d’une part, et xy d’autre part, chacun produits de deux

¢tats, sont responsables de la nature non linéaire de la dynamique. Les paramétres o, b, rsont

fixes.

1.11 Exemples et applications
1.11.1 Les équations d’un pendule

1.11.2 Circuit du tunnel de diode

(a)

a) Circuit,

1.11.3 Systéme masse-ressort

1.11.4 Pendule inversé

\\‘\f "
\\\ \" -(."
\ ] __}\ /
N — N\
—— I —— ;
_ i mg
Pendule
i,mA e
1 I (
| \ i=h(v) /
o5t /
J /
f N
|
05 | | -
’ 0 0.5 1wV

(b)

b) caractéristique vg — ig

F
m P
E

—_—y

Systéme mass-ressort
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re=ux—1sin#
Y. = lcosf
]
Te=x—1lsind

Ye = lcosf

g cos

:{IH + Mi* + mas +my-)

M +m
—imnil cos

—mlcosf T
J+mi? fi B

Exemple sur la présence de plusieurs équilibres isolés

1.11.5 Robot planaire

M+ m
—inl cos 6

—mil cos @

J 4+ mi?

)0-¢

—
||l -\\\l
L
]
)
L=E.-E,
d oL  dL B
dt o&  dr
d dL  dJL _

dt o 08

myg sin é

F, — mlsin Hﬁ}"’)

— mil sin 062 0
g sin (8]

o =3z
[ [ ]
! I 1 [
=3
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To = [ cos fh + r'g cos(th + ta) ﬁ'." 8‘)

y2 = lsinfy + losin(f) + 62)

rp =1, cost,

iy =1y sind,

I, 12,1, mq, mo, Jy, Ja

E.,, = gy + mgie
1 - 1 - = o 1 - 2 1 sy ciey
E. = 56+ 502000 +602)" + S (7 4+ u1) + 52 (s + 93)
d JL aL :
—_—— =T, = 1,2
dt ae; o
Iy +2lcosbs I+ Icosbs H, 1
Ig -+- I('.‘I}H Hg I‘_J (.')“_) Uo
vy =  —g[(myly + mol)cosby + mals cos(6y + 65))
—2] sin 026,03 — I sin 02602 +
o = —gmslscos(fy + 0s) + I sin HQF};F + 7o
L = Ji+.Js+ m;;.'"“f + mgiﬁ
IL, = Jy+ .*N-_gfg
I = malsl

1.11.6 Oscillateur non linéaire

U~ = Wy = Uy

Y

i e e L C R

dt —
iy
— E=
= ddt |J
$, s fi(ee,.)
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(G
il
P

by =Py} == -I?rr,' — 1,

Resistance negative au voisinage de 'équilibre

Elément Actif

Ly = !.,. e ,;‘.
diy d du
=L— = L— |-/ — ('—
v dt dt ( ") dr)

Equation de Van der Pol
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CHAPITRE 2 :
DIAGRAMME DE PHASE

2.1 Introduction

» La méthode du plan de phase est spécifiquement adaptée a I’étude des systemes d’ordre
deux comportant une non linéarité¢. Il s’agit d’une méthode d’analyse graphique et
temporelle de 1’évolution du systéme.

= Mc¢éthode rigoureuse basée sur 1’analyse des trajectoires dans I’espace d’état.

2.2 Plan de phase pour les systémes du second ordre
Pour les systémes du second ordre donnés par

X =f(x,x) (2.1)
Définition des variables d’état

X1 =X

X, =X

Solution, variables

x = G, (t) et x = Gg(t) (2.2)
Telles que

Lo (60,6:(0) (2.3)

dt

Solution, variables
x1(t) = x1(t)
X2 (8) = x2(t)

dx;
L0 - n0.60) 24)

Exemple 2.1

k=1 == 1

Fig. 2.1 : systéme masse-ressort.
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Afin d’illustrer les techniques de tracés des orbites dans le plan de phase, le systéme simple
(masse-ressort) est utilisé :

X+x=0 (2.5)

C’est 1’équation dynamique d’un systéme mécanique comportant un ressort parfait a

I’extrémité duquel se situe une masse. L’ensemble forme un oscillateur mécanique. Les

parametres sont normalisés a 1’unité. La représentation schématique est donnée ala Fig. 2.1.

k=1m=1.
2.3 Techniques de représentation du plan de phase

Plusieurs techniques sont disponibles pour représenter les orbites des trajectoires d’un
systtme dynamique a deux états. Certaines consistent a représenter exactement le tracé,
d’autres a n’obtenir qu’une information partielle concernant celles-ci, par exemple en ne
représentant que 1’information concernant la direction de la tangente en plusieurs points du

plan de phase. Les méthodes suivantes seront détaillées :

1) Me¢éthodes informatiques
¢ Solutions numériques pour diverses conditions initiales

e Graphe des pentes

2) Méthode de résolution des équations différentielles
a) en ¢liminant le temps explicitement

b) en éliminant le temps implicitement

3) Méthodes mixtes

e Méthode des isoclines

2.4 Systemes linéaires autonomesdu second ordre
Un systéme linéaire autonome du second ordre ne comporte pas d’entrée et est représentable

par un mod¢le comportant deux états.

X1 = aq1X1 + a12x
{.1_ 11%1 12X2 (2.6)
Xz = Az1X1 + A%

Que I’on peut la représenter sous la forme matricielle
X =Ax 2.7)
a1 A1z

Avec A = [ ]
z1 Az
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Les trajectoires d’un tel systéme peuvent étre représentées dans le plan par des courbes
paramétrées par le temps. Les trajectoires possibles qui varient en fonction de la valeur
numériques des paramétres a;; peuvent €tre regroupées en catégories en fonction de la nature
des valeurs propres de la matrice A.
Soit 4; et 4, les deux valeurs propres obtenues en résolvant det(4 — AI) = 0. Quatre cas sont
a distinguer :

1) Les valeurs propres sont toutes les deux réelles et de méme signe, c’est un neeud.

Lorsque les signes sont négatifs, le nceud est stable, sinon il est instable.

2) Elles sont réelles mais de signe opposé. C’est un point selle.

3) Elles sont purement imaginaires. C’est un centre.

4) Elles sont complexes conjuguées. C’est un foyer.

Matrice A a pour valeurs propres et forme de Jordan

Ak
M=h=1~1=(5 3) 2.8)
A4 0
MFEA - = (01 /12) (2.9)
Jr=M1AM (2.10)
. a -
Mis=a+jp _’]r:<ﬁ aﬁ) @.11)
M est une matrice formée par les vecteurs propres de matrice.
x(t) = Me/r*M™1x, (2.12)

Dynamique en coordonnées modales

z=M1x->z=M1x

/I"'- e —- 3 '/:_-\\\
/ \ —— '\ p ]
\ & \ 2 /
e — \\,“_ i

Foyer stable Centre Foyer instable
"ll - f.-l .,‘1

Fig.2.2 : Portraits de phases en fonction des valeurs propres de A ayant une partie
imaginaire non nulle
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Fig.2.3 : Portraits de phases lorsque les valeurs propres de 4, sont réelles (vecteurs
propres de 4, lorsqu’ils existent)

Valeurs propres Trajectoire

Fig.2.4 : Exemple de portraits de phases d’un systéme linéaire de dimension 3 en
fonction des valeurs propres de 4

Cas particulier : valeur(s) propre(s) nulle(s), le noyau de la matrice A= ensemble des points

d’équilibre

Fig. 2.5 : Cas particulier au moins une des valeurs égale a zéro
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2.4.1 Comportement des systémes non linéaires

Point d’équilibre multiple : exemple d’un pendule simple

. X2
X ,
(x;) - (_ gsn;(xl) . /m> (2.13)

sin(x;))=0=x,=kn keZ

#(6) = F(®) = 0> { - (2.14)

N \“\\\\ SO
\

P-\.

\\

0@ )i ,\\\%\
"\\t\\\\ \\\\\\\ e ‘\\Q\\\

. N S e N \\1\“7\ \‘\\\1"\\
_8 5 -d ﬁ ‘ &

"

Fig. 2.6 : Trajectoires simulées du pendule simple.

2.5 Méthodes de représentation du plan de phase
2.5.1 Solutions numériques

Les logiciels d’aide au calcul différentiels qu’ils soient orientés vers le calcul formel
(Maple, Mathematica, Reduce) ou vers le calcul numérique (Matlab, SysQuake, LME, Scilab)
possedent un solveur d’équations différentielles ordinaire. Il est alors trés ais¢ d’obtenir les
solutions d’un systéme dynamique planaire en y changeant les conditions initiales d’une
simulation a I’autre rendant ainsi la possibilité d’y révéler la nature des orbites sous-jacentes.
Dans le cas du systéme masse-ressort précédemment d’écrit nous pourrions obtenir la

représentation donnée a la figure suivante :

1N
%

Fig. 2.7 : Trajectoires simulées du systéme masse-ressort.
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2.5.2 Graphe des pentes

Autrefois, I’ordinateur faisait défaut et la détermination de solutions ne pouvaient pas
procéder par une méthode inductive comme celle de Runge-Kutta étant donné le nombre
d’opérations prohibitif que cela impliquerait.

Ainsi, il était plus commode de ne calculer qu’un certain nombre de pentes en des points
prédéterminés du plan de phase. Les pentes sont obtenues en évaluant f;(xq,x,) et
f2 (x4, x2) puis en représentant un petit segment de droite ayant une dénivelée f,(x, x,) sur
une distance horizontale f;(xq,x,) aupoint (x1,x,). La longueur du segment peut soit étre
proportionnel a la norme de f ou fixé a une longueur unitaire arbitraire. Ironiquement,
I’ordinateur est ici aussi d’une grande aide. En prenant une grille équidistribuée selon les deux
axes x; et xp, on obtient une représentation donnée a la figure ci-dessous pour le systéme

masse-ressort.

LS

Fig. 2.8: Graphique des ¢léments de pente pour le systéme masse-ressort.

2.5.3 Elimination du temps explicitement
Lorsque le systtme dynamique est relativement simple comme c’est le cas du systéme masse
ressort, il est envisageable d’obtenir la solution de maniére explicite a 1’’equation

différentielle décrivant la dynamique.

{ x(t) = xq cos(t) + x, sin(t) (2.15)

x(t) = —x, sin(t) + x, cos(t)

Cependant il est nécessaire de se débarrasser de la paramétrisation du temps afin de
représenter ’orbite. En utilisant I’identité cos?(t) + sin?(t) = 1, il est possible d’exprimer la

relation
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x% + %% = x¢ + xé (2.16)

qui représente un cercle centré en (0, 0) de rayon /xg + X2

2.5.4 Elimination du temps implicitement

. dx;
X4 = Xy = —
1 2 dt
. dx,
X, = —Xq4 = ——
2 1 dt
dx dx
_1 — __2 — dt
X2 X1
fxzdxz = _fxldxl
x4+ x5 =c=x% + x5, (2.17)

La relation avec le paramétrage temporel est perdue

.

A
N

Y

Fig. 2.9: Graphique de I’équationx? + x2 = 1 = xZ, + x5,

2.5.5 Méthode des isoclines

La méthode graphique des pentes a procédé par 1’évaluation sur une grille donnée a priori et
de géométrie arbitraire. Il est intéressant de se demander s’il y a une possibilité¢ de trouver un
lieu de points, le long duquel il serait plus intéressant de calculer les pentes.

Par exemple, afin de minimiser le nombre d’évaluation, il serait intéressant de calculer
I’ensemble de points auquel le champ de vecteur de la dynamique ait une pente commune. En

variant la pente, il est alors possible d’obtenir un ensemble de lieux.
dx; _ f2(x1,%2)

g =y (2.18)
dx, f1(x1, x2)
X+x=0
X1
= —_—— = —_——
a % Xy lel
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Poura =1, x, = —x;

Fig.2.10 : La méthode des isoclines consiste a choisir un élément de pente et de représenter
le lieu des points comportant la méme pente.

Exemple 2.1: Oscillateur de Van der Pol

ite(x?—1Dx+x=0 (2.19)

Fig.2.11:Une trajectoire de 1’oscillateur de Vander pol est représentée pour la condition
initiale x; (0) = let x,(0) = let pour la valeur du paramétree= 0.5.

By
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Graphe des pentes : avantageux lors d’un grand nombre de conditions initiales

S e
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Fig. 2.12 :Graphe des pentes pour différentes conditions initiales

Meéthode des isoclines :
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Fig. 2.13 : Isoclines pour différentes valeurs de a
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2.6 Cycles limites
2.6.1 Définition
Un systéeme x = f(x) posséde un cycle limite C s’il existe un intervalle de temps [¢t,, t, + T et
un point de départ x, € C, tel que en désignant par X (x, t) la solution de systéme avec pour
condition initiale x(ty) = xo = X (xo, to) on ait :

" X(xg,ty) ECVLE [ty ty+T|

" X(xg,to+T) = X(x0 to).

2.6.2 Classification des cycles limites

Définition :Un cycle limite C est dit :

Stable: si toutes les trajectoires dans un voisinage du cycle — C.

Instable: si toutes les trajectoires divergent de C.

Semi-stable: si certaines trajectoires convergent vers C.

2.6.2.1 Index topologique

L’index est une propriété topologique des systémes en rapport avec une région déterminée du
plan de phase. Elle est invariante pour des petites perturbations continues des systémes

considérés.

Définition : (Index en un point du plan de phase)

1) Une courbe entourant le point est choisie de maniére arbitraire, mais elle est comprise
dans un disque de taille suffisamment petite. Théoriquement le disque est infinitésimal.

2) Une paramétrisation de la courbe dans le sens trigonométrique positif.

3) Une suite arbitraire de points de la courbe, (x;,i = 1...n), avecx, = x;.0n calcule la
suite (f (1), f(x2), .., f (x)).On représente ces vecteurs avec une origine commune.

Définition

L’index mesure alors I’angle modulo 27 que I’extrémité des vecteurs f; parcourt dans le sens

trigonométrique positif.

Exemple 2.2

Index +1

#=2kmw, k=41
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Exemple 2.3

Index —1

Exemple 2.4

Index 0

3567
248
4 #=0

2.6.2.2 Théoremes de I’index
Théoréme 2.1 : (Théoreme de [’index de Poincaré)
Soit N le nombre de neeuds, centres et de foyers et S le nombre de points selles. Si un cycle

limite existe, les points singuliers (points X tels que f(x) = 0) que le cycle encercle sont tels

que N=8S+ 1.

Théoréme 2.2 (Sommation des index)
Soit une courbe particuliere donnée. L’index de cette courbe est la somme des index de tous
les points d’équilibre compris a l’intérieur de cette courbe.
X1 = f1(x1, %2) (2.20)
Xy = f2(x1,%2)
Théoréme 2.3 (Théoréme de Bendixson)
Pour un tel systeme, aucun cycle limite ne peut exister dans une région Q du plan de phase

dans laquelle

oh o

3% 3k (2.21)

ne s ’annule pas ni ne change de signe.
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Démonstration

C’est une conséquence du théoréme de Stocks

dx
_1 =f
dx
_2 =f
_h
dt=T-= 2> (2.22)
w = _fldxz + fzdxl (223)

L’équation (2.23) s’annule le long du cycle.

ff‘“ : ﬂ do (2.24)

0= f —f1dx; + frdx,

jf (—=— dx1 ANdx, — of —dx, Ndx, + =— O dxi ANdxy +=— O dx, A dx;)
0x; 0x1 0x;
J. (_ + —)dx1 /\ de (225)

Le théoreme est vérifié
Théoréme 2.4
Si une trajectoire demeure dans une région finie alors une des trois propositions suivantes est
vraie ;
» la trajectoire va vers un équilibre
» [a trajectoire tend asymptotiquement vers un cycle limite.

» Ja trajectoire est elle méme un cycle limite.
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CHAPITRE 3 :
STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV

3.1 Introduction
Le chapitre précédent a fait appel a la notion de la stabilité, sans pour autant en donner une

définition formelle et des résultats rigoureux relatifs a cette question. En effet, la stabilité¢ de
cycle limite, bien que présentée a 1’aide du concept de stabilit¢ BIBO. La stabilité y était
considérée comme la capacité du cycle limite de se maintenir méme apres perturbation de
celui-ci. Ce type de stabilité sera appelé asymptotique. Le présent chapitre donne les nuances
entre les types de stabilité ainsi qu’un traitement approfondi du concept, et des résultats
relatifs. Il ne s’occupera que de 1’analyse d’un point d’’equilibre. Les concepts pourront alors

étre étendus a la notion de cycle limite sans trop de difficulté.

3.2 Point d’"equilibre

Soit donc un systéme,

x = f(x) (3.1)
et un point d’équilibre x,, de telle sorte que,
Xeq = f(xeq) =0 (3.2)

Ou x € R™ représente 1’état. Un point d’équilibre est une valeur de I’état x,, telle que

lorsque I’argument x de f(x) est remplacé par x4, alors f(x)s’annule :

3.3 Stabilité pour les systémes linéaires

Considérons un systéme linéaire avec entrée x = Ax + Bu suivi d’un bouclage u = —Kx:
de telle sorte que le systéme en boucle fermée s’écrive

x=(A—BK)x = Ax (3.3)

A ne soit pas singuliére = Xeq = 0 estun point d’équilibre unique
3.3.1 Critére de stabilité (systéme linéaire)
x = Ax Stable asymptotiquement < R(1;(4)) <0
x = Ax Stable 0 = R(1;(4)) <0

3.4 Définition intuitive de la stabilité
3.4.1 Définition

Si le systéme est initialement "légérement" perturbé de son point d’équilibre le systeme

reste "proche" de ce point d’équilibre.
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stable instable

Figure 3.1 : Illustration de la définition intuitive de la stabilité.

3.5 Définition mathématique précise de la stabilité
3.5.1 Notion de distance

I1 faut rendre mathématiquement précis ce que 1’on entend par "proche" et "légérement".
Un espace vectoriel 7 est dit normé lorsqu’il existe une fonction x —||x(t)|| de ¥ dans R avec
les propriétés suivantes :

1) |lx]l = 0,Vx € V;et ||x|| = 0 seulement lorsque x = 0

2) |lex|l = |clllx]|, Vx € Vet Vc € R

3) llx +yll < llxll + llyll, vV x,y €V
Exemples 3.1

Dans un espace vectoriel R™, les normes suivantes sont définies :

llxll; = (3.4)

llxlly = (3.5)

llxllco = maxi;x; (3.6)
Avec x = (x4, %3, ., )T, , ERi=1,2,..,0n

3.5.2 Stabilité: définition formelle
3.5.2.1 Stabilité au sens de Lyapunov
Le point d’équilibre x = 0 est stable lorsque

VR > 0,3r > 0 tel que Vx,, |[xoll <7 = |lx(xo, Il <R, VtE=0
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(ii) (iif)

Figure.3.2 : Tllustration de la définition formelle de la stabilité. (i) Pour tout choix de la
boule d’exigence [|x|| < R, il doit étre possible de construire (i) une sous boule de
conditions initiales||x|| < 7, telle que (iii) pour toute condition initiale appartenant a cette
sous boule, la trajectoire résultante reste emprisonnée dans la grande boule de taille R.

(VY R>0,@0)3r > 0; ({HD)Vxg, llxell <7 = [lx(®O)]| <R (3.7)

Ceci corrobore la définition intuitive de la stabilité. En effet, en considérant la bille captive
dans un bol, une hauteur de référence arbitraire de la bille peut étre considérée comme étant
une mesure de la boule d’exigence R. Maintenant, s’il existe toujours une certaine hauteur
suffisamment petite (correspondant ar), de telle sorte que, si la bille est laichée a n’importe
quelle hauteur comprise dans 1’intervalle défini par cette hauteur (associée a r), elle ne pourra
jamais dépasser la hauteur d’exigence de référence (associée a R), alors la bille sera stable au
sens de Lyapunov. Ceci ne signifie pas pour autant que la bille revienne asymptotiquement a
son point d’équilibre. Ainsi, la bille est stable dans le cas d’un bol concave et instable lorsque

le bol est convexe.

Figure.3.3 : Lorsque le systéme est instable (2 gauche), quel que soit le choix de la boule
de conditions initiales de rayon r, certaines trajectoires résultantes ressortent toujours de
la boule d’exigence de rayon R. Ceci n’est pas le cas pour le systéme stable (a droite)

29



STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV

CHAPITRE 3 :

Figure.3.4. Lorsque I’axe du temps est utilisé pour représenter les solutions de 1’équation
différentielle X = f(x), la boule d’exigence devient un cylindre. On constate alors
clairement que lors de I’instabilité, il n’est pas possible de confiner toutes les trajectoires a
I’intérieur du cylindre pour toute boule de conditions initiales a I’intérieur de celui-ci.

3.5.3 Instabilite

Un systeme est instable au sens de Lyapunov lorsqu’il n’est pas stable au sens de
Lyapunov.

En effet, il existe des systémes qui convergent asymptotiquement vers un point d’équilibre
quelles que soient les conditions initiales, sans pour autant que ces systémes puissent &tre

considérés comme stables

W

&

s

[X]

Figure 3.5 : Exemple d’un systéme converge mais instable.

Exemple : Soit le systéme planaire de Hahn,
_ X —x) 43

Cef + 21+ (e +x3)?]
_ x5 (x; — 2x1)

(2 + x2)[1 + (22 + x2)?2]

X1
(3.8)

X,
Plusieurs solutions pour différentes conditions initiales sont représentées a la figure 3.5. Les

trajectoires, bien que commengant preés de ’origine, s’en écartent pour finir par y revenir le

long de I’axe horizontal. Il s’agit donc bien d’une convergence asymptotique. Cependant, le
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systéme est instable étant donné que les trajectoires ne peuvent pas étre contraintes a
demeurer dans une boule de taille suffisamment petite, quel que soit la proximité des

conditions initiales de I’origine.

|
Q
i)
Far
Q
]

Figure 3.6 : plan de phase d’un systéme converge mais instable.

Remarque : la convergence de la solution vers le point d’équilibre n’implique pas la stabilité.

3.5.4 Stabilité asymptotique

sans frottement avec frottement

Figure 3.7: A gauche stabilité. A droite, stabilité asymptotique

Définition de la stabilité asymptotique
» Le point d’équilibre est stable au sens de Lyapunov. (stabilité)

> 1l existe une boule de taille 1y telle que Vxg \ ||xoll <19 = x — 0 lorsque ¢t — oo.

(convergence asymptotique).

3.5.5 Désavantages de la définition :
La définition de stabilité présente certains désavantages importants :

1. II est nécessaire de pouvoir calculer de maniére explicite chaque solution correspondant a

chacune des conditions initiales.
2. Le maniement de la définition est fastidieux.

Par conséquent, des résultats permettant de déterminer la stabilit¢ sans devoir intégrer les

équations dynamiques seraient les bienvenus.
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3.6 Meéthode directe de Lyapunov

Lorsque la bille est examinée selon un point de vue différent, on constate que le
comportement stable ou instable de celle-ci est reli¢ a la fois a la caractéristique et a
I’évolution de sa fonction d’énergie. La présence d’un maximum ou minimum d’énergie
potentielle posséde une influence critique. De plus, la présence de frottement est responsable
de la décroissance de 1’énergie compléte (cinétique et potentielle) et influence donc la
stabilité.

La bille posséde donc une fonction d’énergie E qui comporte une part d’énergie potentielle
E, et une part d’énergie cinétique E.. Ona E = E +E,,.

3.6.1 Le comportement est stable lorsque :
- L’énergie E diminue et est minimum au point d’équilibre.
- L’¢énergie E est conservée et E est minimum a 1’équilibre
3.6.2 Par contre, le comportement est instable lorsque :
- L’énergie E augmente.
- L’énergie E est conservée mais elle ne correspond pas a un minimum a I’équilibre.

La théorie de Lyapunov et en particulier la deuxiéme méthode de Lyapunov (dite aussi
méthode directe) généralise cette constatation a une classe plus large de fonctions. Ces
fonctions sont notées V.

3.6.3 Candidat de Lyapunov (Lyapunov candidate function)

La fonction d’énergie posséde deux propriétés essentielles. La premiere est la qualité
d’extremum au point d’équilibre, a savoir s’il s’agit d’'un maximum ou d’un minimum. Le
point d’équilibre a tendance a étre stable lorsque cet extremum est un minimum. Le candidat
Lyapunov est une fonction qui présente ce type de particularité.

Une fonction définie positive est une fonction :

= V(x): R"> R

" Vx)>0 Vx+#0

= V(x)=0 x=0

De plus, est une fonction continiment différentiable. On aboutit donc a la définition du
candidat de Lyapunov

3.6.4 Fonction de Lyapunov (Lyapunov function)

La deuxieme particularité de la fonction d’énergie lors de la présence d’un systéme stable,
est d’avoir tendance a diminuer ou d’étre conservé lors de I’évolution du systeme. En
conséquence, on exigera en plus du candidat de Lyapunov que la dérivée de celui-ci soit

négative.
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vy o oV .
v=(3) Fo= ;a—xifi(x) = YV f(x) (3.9)

Définition (Fonction de Lyapunov) : Une fonction de Lyapunov est un candidat de
Lyapunov, a savoir une fonction continue V (x) telle que

s V(x)>0Vx+#0; V(x)=0 x=0

" V() <0Vx#0; Vix)=0 x=0

3.6.5 Equivalence avec la définition de la stabilité
Le premier résultat en relation avec la fonction de Lyapunov est le résultat de stabilité locale

autour du point d’’equilibre. Nous énongons le théoréme avec précision :

V(x)>0 (Vx#0 dansBg,) et V(0) =0

1
. dv ovdx v av :
:

=——=—x=—f<0dans B
d “oxdt ax’ - ax) =0 dans Br,
Alors le point d’équilibre x = 0 est stable au sens de Lyapunov.
Sienplus, V(x) #0 Vx # 0 alors la stabilité est asymptotique.

Remarque : L’existence d’une fonction de Lyapunov est une condition suffisante pour la

stabilité. En plus, une telle fonction n’est pas unique.

3.6.5.1 Interprétation géométrique du théoréme de Lyapunov

V(2)=(VV. (@) = [v V@) cos0 <0 > 6 > 90°

Figure.3. 8 : Courbe en 3 dimensions de V et V

33
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3.6.5.2 Définitions préliminaires

Définition : Une sphére de rayon r est notée S,-, et une boule de méme rayon est notée B, :
S, =\ lxll = 7} (3.10)
B, = (x\ llxll <7 (3.11)

& B
Figure. 3.9 : Différence entre sphere S et boule B

La proposition a démontrer consiste a vérifier que quel que soit la grande boule
d’exigence VBy, il est toujours possible de trouver une sous-boule de conditions initiales
3B,.tel que si le systéme commence a I’intérieur de cette sous-boule, x, € B,., alors x(t) €
Bz, Vt = 0. La trajectoire doit rester comprise dans la boule de grand rayon comme I’illustre

la fig.3.10.

Figure.3. 10 : Trajectoire dans le cas d’un systéme stable.

Démonstration (stabilité locale) : Pour débuter la démonstration, un rayon R est choisi de

maniére quelconque. On examine alors la fonction de Lyapunov FV(x) sur la sphére de rayon R

et on définit son minimum m sur cette sphere S.
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V =m

Figure. 3.11 : m représente le minimum de V (x) lorsque x parcourt la sphére SR . Le rayon r est
alors choisit de telle sorte que Vx € B, V (x) < m.

V(a

)
S

m

R
B,

Figure 3.12 : Le choix de B,. est rendu possible par la continuité de la fonction de
Lyapunov et de son annulation au point d’équilibre.

La stabilité (simple) est une conséquence directe

Comme
v (x) <0 (3.12)
dt
il est vrai que :
V(x(®) <V(xy) VE=0 (3.13)
X0 €EB, = V(xg) <mV(x(t))<m vt=0 (3.14)

La stabilité est donc bien démontrée, car alors x(t) € By

La stabilité asymptotique est plus subtile a établir

La stabilité asymptotique est plus difficile a établir. La fonction de Lyapunov est supposée
strictement décroissante, c’est-a-dire que V(x) < 0,Vx # 0 et V(0) = 0. Puisque ¥ > 0 et
V < 0, la fonction de Lyapunov tend vers une limite le long des solutions de % = f(x), c.-a-d.

V(x(t)) > L,L=0,t— 0
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Deux cas sont a envisager

» Si L = 0 alors x(t) — 0, étant donné que V(x)=0 implique x = 0. La stabilité asymptotique
est déemontrée.

> L>0

AV

—— Lg?"g

Figure 3.13 : Pour tout point dans 8By, V est garantit inférieur a L.

Considérons W = By \ B,.o. Ceci revient a enlever un noyau de taille »y de la boule de taille
R. Cette région est représentée en rouge a la fig.14. L’hypothése que V' — L implique que la

trajectoire reste a I’intérieur de cette région.

W

d—fii-" =—IL1

Figure 3.14 : Une boule de taille r, est extraite de la boule de taille R. On y définit
le minimum de ¥ = L et la décroissance la plus lente de V.

En se restreignant a la fermeture W, il est évident que 0 € W, et que W est un compact

(ensemble fermé et borné). De part la compacité, il doit exister un minimum de ¥ noté L,

L = min V(x) (0<L<L) (3.15)
x€EW .
atteint en un point de W. De plus, V' < 0 pour tout point de W et de W. Par conséquent une

décroissance minimum de V est atteinte en un point particulier de W. , i.e.

XEW

d
L =min| ——V 3.16
; mm( — uﬁ (316)
En procédant a quelques calculs, on obtient

j}@anm=v@an-v@m» (3.17)
0
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Vo) = [ V(x()dt +V(x(0) (3.18)
0

Il est maintenant possible de borner I’évolution de V en se plagant dans le scénario le plus

défavorable, c’est-a-dire en supposant qu’en chaque instant la décroissance soit minimum :
d £
- N>1= ] V(x(@®)dt < —Lyt (3.19)
0

V(x(8)) < V(x(0)) — Lyt (3.20)

Il existe donc un instant fini # tel que V(x(tl)) < L. Mais ceci contredit le fait que la
trajectoire reste dans W par hypothése, impliquant ainsi nécessairement que L = 0. La

stabilit¢ asymptotique découle des lors du premier cas.

3.6.6 Stabilité exponentielle
Nous connaissons la stabilité asymptotique : x(f) — 0 lorsque ¢+ — o Cependant on veut

garantir plus :

Définition: x = 0 est un point d’ equilibre localement exponentiellement stable si
Ja > 0et 31 > 0,3r > 0 tel que YVt > 0, ||x(t)|| < allx(0)|le~*, Vx € B,

Remarque 1: La surface de Lyapunov (level surface) V(x) = ¢ joue un role de barrage si
V(x) <0

Figure 3.15 : Domain d’attraction

Remarque 2: Pour un équilibre asymptotiquement stable, on appelé bassin d’attraction
I’ensemble des conditions initiales dans W pour lesquelles la solution du systéme converge
vers le point d’équilibre.

N.={xeR*/V(x)=c} (3.21)

Alors donne une estimation du bassin d’attraction, malgré que cette estimation soit souvent

trés conservatrice.
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Exemple : Robot

Figure 3.16 : Robot planaire

Loi de commande
T=—-Ksq — Ky(q —q) (3.22)

Lois de la mécanigue

1, .

Ec=5q"M(@)q (3.23)
Bilan de puissance

d E.=P 3.24

dt c ( . )

d (1

— (="M (g ) = g7 3.25

I (2 q (q)q) q'r (3.25)
Candidat de Lyapunov

1 . ., 1. _
V=2-@-a) K- +54 Mg (3.26)
kp 1 0
Kp = 0
0 - kyn

Comme k,,; > 0,i=1,...,n, on constate bien que V(.) est définie positive au sens ou Vg,

q)>0,Yq #q,Vqg+0etV(g0)=0.

Fonction de Lyapunov

V=4"K,(q—q)+q" (3.27)

En introduisant la loi de commande 7 = —K,,(q — @) — K;q avec ky; > 0,i =1,...,n.
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ka1 0
Kd = : :
0 kan
Nous avons
V=4"Ky(q — D) +q" (—Kad — Kp(q = D) = —4"KaG < 0 (3.28)

Ceci admet une généralisation avec des matrices définies positives arbitraires

ﬁg,>'0,fﬁg>(l

3.6.7 Stabilité globale

Pour I’instant, nous avons exclusivement traité les propriétés locales, dans le sens que la
conclusion du théoréme de Lyapunov ne conclut que la stabilit¢ en relation avec des
conditions initiales comprises dans un voisinage du point. Par conséquent, le simple fait que V
soit défini positif et que V soit négatif dans tout I’ensemble d’état, ne garantit pas
nécessairement que le systéme soit globalement stable. En d’autres termes, la stabilité locale
signifie la stabilité pour Vx, € By, et la stabilité globale celle pour Vx, € R™. La question est
de savoir s’il suffit de remplacer By, par R™, et de vérifier les hypothéses du théoréme de
Lyapunov afin de conclure sur la stabilité globale du systéme. La réponse est non comme va

I’illustrer I’exemple suivant :

{xl = 2% (3.29)
Xz = =X '
dont un candidat de Lyapunov est,
2
X1
V= + x2 3.30
14 xf *2 (3.30)

Les courbes de niveau de cette fonction de Lyapunov sont représentées a la figure 17. Pour
autant que ¥ soit inférieur a I’'unité les courbe de niveau sont fermées et encerclent une région

compacte. Dés que la valeur dépasse 1,

xf
1+x2

Figure 3.17 : Courbe de niveau de la fonction de Lyaponuv V = + x2
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Les courbes de niveau ne croisent plus 1’axe horizontal et ne sont donc plus fermées. Les

solutions explicites du systéme sont,

x; (t) = xp0e*

X (t) = xz0e7"

Apres élimination du temps,

_ -1/2
X2 = X204/ X10X1 /

En prenant une condition initiale particuliére,

X10 = 15
= 2 = 1.633
V15

Figure 3.18 : Une solution particuliére montre que V décroit a chaque

instant le long de cette solution.

1 i

Figure 3.19 : la courbe en 3D

Qe ={x € R"/V(x) = c}, soit fermée, il faut que

2
. . X1

¢ <l =lim min ( >

rooo [xll=r=1 + x7

+x3)=1

(3.31)

(3.32)

40
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Théoreme
Pour que I’on puisse garantir que le théoréme de Lyapunov conclues sur la stabilité
globale d’un systeéme, il faut d’une part que toutes les hypothéses de ce théoréme

soient satisfaites, mais il faut également que la condition de radialement non bornée,

c’est-a-dire que
V(x) — oo lorsque ||x(t)|| = oo
Le théoréme suivant récapitule les conditions :
Théoréme
S’il existe une fonction V telle que
» V(x)>0,Vx #0etV(0)=0
> lx(Oll = 0 = V(x) » oo

> V(x) <0,vx #0

Alors, la stabilité (toujours globale) du systéme est complétement déterminée par les valeurs
propres de A.
Définition : On appelle une matrice de Hurwitz (ou stable) 4 ayant toutes ces valeurs propres
a partie réelle strictement négative.
3.6.8 Fonction de Lyapunov pour les systéemes linéaires
Soi P une matrice symétrique, définie positive, notée P> 0. Alors

V() = xT(t)Px(t) (3.33)
est définie positive et est un candidat de Lyapunov.
Calcule de la dérive temporelle de V'

V(t) = xT()Px(t) + xT(©)Px(t) = xT(t)(ATP + PA)x(t)

= —xT(t)Qx(t) (3.34)

Alors le systeme x(t) = Ax(t) est asymptotiquement stable si et seulement si 0>0.

Théoreme

La matrice 4 est Hurwitzienne si est seulement si pour toute matrice symétrique définie

Lyapunov ATP + PA = —(Q.

1 1
1 1
1 1
1 [}
1 1
| :
1 . . . . .. , . .. , . , .
1 positive 0, 1l existe une matrice symétrique définie positive, P, vérifiant I’équation de !
[}
[}
1 1
1 1
1 1
- :
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Remarque :
» On peut prendre Q = I.
» Matlab fonction pour résoudre 1’équation de Lyapunov est lyap(A,Q)

Démonstration du théoreme

On suppose Q une matrice symétrique définie positive et étant donnée une matrice P SDP.

P= f (e4"t QeAt)dt (3.35)
0
Cette intégrale existe si la matrice A stable, donc on trouve.

—Q = ] Oodt(eATt Qe4t) (3.36)
0

=f (ATeATtQeAt + eATtQeAtA)dt
0

= ATP + PA

L’unicité de la matrice P

P, =— j d(e4"t P,eAt)dt (3.37)
0
= —f eATt(ATpl + P, A)edtdt
0
=f (e4"t Qet)dt = P
0

3.7 Stabilité locale et linearisation

Une approximation locale de la dynamique du systéme autour du point d’équilibre permet,
dans certains cas, de déduire la stabilité locale du systéme complet. Il s’agit de la méthode
indirecte de Lyapunov. L’approximation au premier ordre du développement en série de
Taylor de la dynamique est calculée, et seul le premier ordre du développement est retenu.
Lorsque la dynamique est donnée par un champ de vecteurs f{x), une matrice est obtenue pour

caractériser le premier ordre. Son expression est donnée par,

Al U@
- ox ¢
Cette matrice posseéde des valeurs propres qui permettent de déduire la stabilité du

(3.38)

systeme X = Ax. La question est de savoir si elles peuvent également induire une conclusion

sur la stabilité du systéme non linéaire x = f(x).
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I Théoreme

| A partir de la matrice A, on calcule les valeurs propres A = A(A), si
» VA€ A Re(d) <0 = X est asymptotiquement stable

» 3L €A Re(d) >0 = X est instable

»VAEA Re(d) <0et3IA; €A Re(A;) = 0= X onne peut pas conclure

Attention
La conclusion est relative a la dynamique x = f(x), bien que ’on calcule les valeurs propres

de A.

Démonstration
. of
x=f(x)= ™ lx=0x + g(x) = Ax + g(x) (3.39)
vy, ar x|l <n = yillxll > llg )l (3.40)

g(x)|

v |||

e

— |

..;,,1 ro T3
Figure 3.20 : Illustration de la dominance du terme linéaire Ax sur le terme

non linéaire g(x).

Comme 4 est stable VQ >0 3P > 0
ATP + PA=—0Q

et donc en posant V = xT Px, avec x = f(x) = Ax + g(x)

V = %7Px + xTPx = (Ax + g(x)) Px + xTP(Ax + g(x)) (3.41)
= xT(ATP + PA)x + g(x)"Px + xTPg(x)
= —xTQx + 2xTPg(x) < —xTQx + 2|xTPg(x)|

De I’inégalité du produit scalaire : ||a”b|| < ||al|||b]] on déduit




CHAPITRE 3: STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV

V < —x"Qx + 2lxllIPlllg )l (3.42)
Comme lim, 42 - 0,vy; > 0,3r;, vx, llxll < i = llg@)Il < villx|
V < —xTQx + 2yilIPllx|)? (3.43)

Sachant que —x7Qx < —A,in (Q@)]1x|I?, on a donc
V < =(Amin(@) = 2vlIPIDIx]1? (3.44)
Il suffit de choisir y; suffisamment petit afin que (1,,;,(Q) — 2y;||P]|) > 0. Ainsi pour le r;

associé au y; choisie V < 0, Vx, ||x|| < 7.
Conclusion : x = f(x) est localement asymptotiquement stable.

Remarqgue : La méthode utilisée dans la démonstration de ce théoréme est une approche tres
populaire dans la conception des observateurs non linéaires, 1’é¢tude de la stabilité¢ des

systémes de commande par retour de sortie, la commande adaptive et la commande robuste.

e Avantages de la méthode indirecte de Lyapunov :
= travailler avec la linéairisé tangent ;
= utiliser un candidat de Lyapunov quadratique.
e Inconvénients de cette méthode
" ne pas pouvoir déterminer la stabilit¢ si le linéarisé n’est pas hyperbolique (peut
déterminer 1’instabilité), la méthode est non conclusive lors de la présence de valeur(s)
propre(s) a partie réelle nulle ;
= ne permettre de conclure que sur la stabilité locale, La stabilité que 1’on peut conclure
n’est valable que dans un voisinage du point d’équilibre. On ne peut pas garantir r trés
grand ;
= estimation du bassin d’attraction pourrait étre trés conservatrice
Ces inconvénients n’apparaissent pas dans la méthode directe de Lyapunov. Le prix a payer

est la détermination de la fonction complémentaire V (x) possédant les bonnes propriétés.

3.8 Théoréme d’invariance de LaSalle
3.8.1 Motivation

Etablir la stabilité asymptotique lorsque V < 0 au lieu de V < 0 et étudier les cycles
limites en utilisant le fait que le cycle limite est un ensemble invariant. Bien que certains
systemes ont la caractéristique d’avoir une fonction de Lyapunov décroissante, mais pas pour
autant strictement décroissante, (c’est-a-dire V<0 au lieu deV <0, x# 0), ils sont

néanmoins asymptotiquement stable. L’objet de cette section est de présenter les conditions
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supplémentaires sur la fonction Vet sa dérivée dans le temps pour garantir la stabilité
asymptotique. Nous verrons €galement que le caractére positif défini de Vpeut trés bien étre
relaxé. Le théoréme ne donnera pas une preuve de stabilité au sens de Lyapunov, mais un
critére de convergence asymptotique, ceci valant autant pour les points d’équilibre, que pour

les cycles limites.

Principe d’invariance de LaSalle est une relaxation du critére de Lyapunov qui permet ;
- d’analyser la stabilité asymptotique au cas ou est V semi-définie négative

- d’¢tudier la stabilité des cycles limites.

3.8.2 Ensemble invariant
3.8.2.1 Définition : pour un systéme dynamique :

x = f(x); x(0) = x, (3.45)

Un ensemble invariant M est un ensemble des points de I’espace d’état tel que toute

trajectoire du systéme, ayant pour condition initiale un point dans cet ensemble, reste
indéfiniment a I’intérieur du méme ensemble

M={x /xg € M = x(t) E MVt € R} (3.46)
Cet ensemble est dit positivement invariant si

M={x /xy € M = x(t) e MVt =0} (3.47)

Figure 3.21 : Ensemble invariant M

Exemples de I’ensemble invariant

- Point d’équilibre.

- Bassin d’attraction d’un point d’équilibre.
- Cycle limite.

- Un ensemble défini par (Lyapunov surface)

Q. ={x €R" /V(x) <c} avec V(x) < 0; Vx € Q,
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3.8.2.2 Ensemble définit par (V = 0)
Ensemblev: v ={x/V(x) =0}
Le théoréme de Lasalle peut maintenant étre énoncé. C’est un résultat de nature locale au sens

ou il nécessite la connaissance d’un ensemble compact pour toutes les conditions initiales.

Figure 3.22: Ensemble v. C’est I’ensemble de points pour lesquels V(x) = 0 .

3.8.2.3 Théoréme d’invariance de LaSalle
Théoréme : Soit un systéeme dynamique X = f(x); x € R™ et D un sous ensemble de R™. Soit
V(x): D - Rune fonction continfiment différenciable. S’il est possible de déterminer des
ensembles (), E et M Avec les propriétés suivantes :
1) Q c D est compact (fermé et borné) et invariant

Xg EQ = x(t) EQVt=>0 (3.48)
2) V(x) < 0dans tout l’ensemble de Q)
3) E estun sous-ensemble de Q: E = {x/x € Q; V(x) = 0}
4) M est I’ensemble invariant le plus grand (maximal) dans E :

M C E;x(t,) € M = x(t) € M,Vt > t, (3.49)
Alors, pour tout x(0) € €, la solution du systéme converge asymptotiquement vers M.
Remarques
- La fonction V(x) n’est pas nécessairement définie positive
- Ce théoréme conclut sur la convergence de la solution du systéme vers un sous ensemble
mais pas sur la stabilité.
- Ce théoréme permet de conclure sur la stabilité asymptotique du point d’équilibre lorsque
V(x) < 0siM = {0} et si V(x) est au moins localement définie positive autour du point
d’équilibre.

- Ce théoréme permet d’analyser la convergence asymptotique vers un cycle limite.




CHAPITRE 3: STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV

Illustrations
Ce théoréme posséde 1’avantage de s’appliquer a I’analyse de la convergence asymptotique

vers un cycle comme I’illustre la figure ci-dessous.

z(0) 0 z(0) Q
E E

Figure 3. 23: Le théoréme d’invariance s’applique aussi bien aux
points d’équilibre qu’aux cycles limites.M .

3.8.2.4 Exemple du pendule (modele d’état)

On considére un simple pendule qui consiste en une masse m reliée par une tige de
longueur unitaire a son axe de rotation. Il est soumis a un frottement visqueux proportionnel a
la vitesse du pendule autour de son axe.

Energie cinétique

Ecin = %m(fcz +y%) = %méz (3.50)
Energie potentielle :

Epot = mg(1 — cos(8)) (3.51)
Le Lagrangien est donné par

L =E¢n—Epot (3.52)
De plus, une force généralisée Fy = —b@ s’applique également, ot b € R est un paramétre

positif (b > 0) correspondant au coefficient de frottement.

La formule de mécanique analytique

i(a—L) g (3.53)
dt\gg/ 00
Conduit a
mb + mgsin(9) = —bo (3.54)
Avecx; =fOetx, =0
X1 =X =f (3.55)
X, = —gsin(x;) —%xz =f, (3.56)
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Candidat de Lyapunov

Considérons, par exemple, la fonction d’“energie compléte du pendule
1
V =E¢in+ Epot = mezz + mg(1 — cos(x;)) (3.57)

Cette fonction est positive pour autant que @ et le second terme ne s’annulent pas

simultanément. Par conséquent, V' est nul pour

X = (xl) = (0 + an) avec kK €EZ

X2 0
v _ b :
V= af = mx, (—gsm(xl) - Exz) + mgx, sin(x;) = —bx2 < 0 (3.58)

Exemple du pendule (ensembles E et M)

E = {x|V(x) = 0} = {x, x5|x, = 0}
est la droite horizontale passant par 1’origine.

L’ensemble E, le plus grand invariant inclu dans M

f (x) Définissant la dynamique soit tangent ou nul a ’axe horizontal des abscisses.
fo =0 = gsin(x;) =0

C’est une multitude de points isolés

(g) = (%k) ,aveck €EZ

Exemple du pendule (illustrations)
m=1,g=10et(b=1etb =0)

10

4

-10

1o

o

-10

-10 -5 Q 5 10 -10 -5 @ 5 10

Figure 3.24: (8 selon ’axe horizontal et @ selon la verticale) A gauche, le frottement est non nul.
L’ensemble V est représenté en jaune et I correspond aux points blancs (minimum de V), et aux
points noirs (extremum de V, points selle). A droite, le frottement est nul. Des solutions pour des
choix de conditions initiales différentes sont également représentées.
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3.9 Constructions des fonctions de Lyapunov
3.9.1 Théorémes d’instabilité

La présente section présente trois méthodes de construction de fonctions de Lyapunov

3.9.1.1 Méthode de Krasovskii

i Théoréme 1

1 Soit x = f(x) tel que f(0) = 0 et posons A(x) = Z—i

F(x) =AT(x) + A(x) < 0,Vx # 0
U
V(x) = f)". f(x)

Est une fonction de lyapunov avec V < 0

Démonstration :

: af\" 0
v =3 () £G4 £O0T L = OO (AT + A/ () (359)
V= FO)TF()f(x) <0 (3.60)

Méthode de KrasovskKii (variante)

i Théoréme 2
1 Soit x = f(x) tel que f(0) = 0 et posons A(x) = Z—i, s'il existe une matrice symétrique
etP >0

U
V(x) = fC)TPf(x)

1
1
1
1
1
i
1
F(x) = AT(x)P + PA(x) < 0,Vx # 0 E
:
1
. 1
Est une fonction de lyapunov avec V < 0 !

1

Démonstration :

. Af\’ 9
V=xT <£> Pf(x) + f(x)TP %x = f)T(A)TP + PA(X))f(x)  (3.61)
V=Ffx)TFx)f(x)<0 (3.62)

3.9.1.2 Méthode du gradient variable

La fonction de Lyapunov est I’intégrale de son gradient :

V() = j W (E)de (3.63)

paramétrisation du gradient (et non de la fonction ¥ elle-méme) :
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n
VVl = Z aij(xl’xZ’ ...,xn)x]', I, = 1, 2; --.,n
j=1

Imposer V < 0:
= le choix de a;;(x1, X, ..., Xp) L,j =1,2,...,n
Lorsque les conditions d’intégrabilité sont satisfaites

vy, _ avy
ax]' N axi ’

L#]

L’intégration ne dépend pas du chemin :

V(x) = -fo

X1 X2

VWi (&0, ...,0)dé +f VW,o(x1, €, ...,0)dE + -
0

Xn
+f VWV, (%1, x5, ., §)dE
0

A ne pas oublier vérifier que V(x) > 0V x # 0.

Exemple

Systeme
Xy = =2x7 — xx7 = fi1(x1, %)
Xy = =x3 = x1%5 = fo(x1,%7)

Avec X; = X, = 0 comme point d’équilibre
Paramétres pour le gradient :

VV = (a11%1 + 123, A12X; + A32X3)

v _ _ 4 3 3 2.2
V=VVfi + Vo f, = —2a;1X] — a11X7 X5 — 2012X7 X, — 2A15X1 X5

3 3 4
—A12X1X5 — ApX1X5 — A2X;

Dérivée du candidat de Lyapunov :

Aveca;; =2, a1 =0y, =1:
V = —4xt — 4xdx, — 2x2x2 — 2x,x5 — x,%3 — x5
V=—x2(2x; + %)% —x2(x; + x,)2 <0
Intégration :

V(x) = [ VVi(E 0)dE + [ VW, (xy, € )dE

= fX122d€ " fxzm FOE = x5 (1) > 0
0 0 2 2

3.10 Instabilité et méthode de Lyapunov

(3.64)

(3.65)

(3.66)

Déterminer I’instabilité peut étre aussi important que d’établir la stabilité. Cependant, la tache

est parfois plus simple étant donné qu’il suffit d’exhiber une condition initiale qui conduit a
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une trajectoire qui sort de la boule d’exigence de rayon R, plutdt que de garantir que toutes les
trajectoires demeurent dans la boule R pour une sous-boule (de rayon ») de conditions
initiales, comme cela était le cas pour la stabilité. Nous présenterons résultats permettant
d’identifier si un systéme est instable. Le premier consiste a vérifier que V croit, quelles que
soient les conditions initiales.
3.10.1 Définition de I’instabilité

AR>0,V0O<r <R, Axy llxll <7 FE>0 x(x5t) >R (3.67)
3.10.2 Théoremes d’instabilité
Théoréme d’instabilite 1

" JQCRH0€Q,V(0)=0etV(x)>0Vx € Q\{0}

" V>0VxeQx#0

= 0 est instable
La premicre condition (VV(x) > 0) est de garantir la positivité¢ de la fonction de test, et la
seconde consiste & vérifier que cette fonction croit le long des solutions ( V(x) > 0).

Le second résultat particularise quelque peu les conditions et permet de détecter une plus
large classe de systémes instables que le premier résultat.

Théoréme d’instabilité 2

» 30 S R0€Q,V(0)=0etV(x) > 0Vx € Q\{0}

" 91>0,V—-AV(x)=0,VxE€EQ

= 0 est instable
La seconde condition introduit un test indirect qui consiste a exprimer la dérivée en utilisant la
fonction Velle-méme. Comme cette fonction est scalaire, on aboutit a une équation
différentielle avec un seul état V. Si le facteur de proportionnalité 4 est plus grand que zéro,
cela conduit a une croissance de Vet donc a une instabilité.
Theoréme d’instabilité de Chetaev
Q0 C R et 30, c Q

» V(x)>0,Vx € Q

" V(x)>0,Vx €,
= 0€dQ,
» V(x) =0,Vx € 0Q

= (0 est instable
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Figure 3.25: Figure illustrant le théoréme de Chetaev

3.11 Théoréme inverse de Lyapunov

= Est-ce que I’existence d’une fonction de Lyapunov est une condition nécessaire de la
stabilité, pour la stabilit¢ du systéme cette propriété pourrait étre intéressante avant la
rechercher la fonction de Lyapunov (e.g. fonction de Lyapunov assignée - CLF).

= En général, pour les systémes non stationnaires, 1’existence d’une fonction de Lyapunov
est une condition nécessaire pour la stabilité du systéme.

= Pour les systémes stationnaires, il nécessite une condition plus forte, c.-a-d., le systéme

doit étre asymptotiquement stable.

3.11.1 Théoreme inverse de Lyapunov
Théoreme [stabilité asymptotique] Soit 1’origine un point d’équilibre asymptotiquement
stable du systéeme x = f(x), f localement Lipchitzienne dans un domaine D < R" contenant
I’origine. Soit D, € D le bassin d’attraction de x = 0. Alors, il existe une fonction définie
positive V(x) € C* D, = R radialement non bornée sur dD,4, et une fonction définie positive
W(x) € Ct D, - R telle que

LiV(x) < —W(x) Vx €Dy (3.68)
et pour tout ¢ > 0,{V(x) < c} est un sous ensemble compact de D,. Si D4 = R™ , V(x) est

radialement non bornée.
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* Exemple de la fonction pour 1'étude de L-instabilité
dans le cadre du Critére IIT

Figure 3.26: Instabilité des systémes non linéaires
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CHAPITRE 4:
METHODE DU PREMIER HARMONIQUE

4.1 Introduction

L'idée consiste a généraliser la méthode de Kesaharmonique utilisée pour I'étude Siestemes
linéaires. Il s’agit de la combinaison en rétroactd’'un systéme linéaire ayant une seule
entrée et une seule sortie, bouclé par un élénmntiméaire. Ce dernier élément ne possede
pas de dynamique et correspond a une fonctiomeatrbitraire.

En effet, on ne peut pas proprement parler a éémiin jeu dans un engrenage, si ce n’est
recourir a le changer ou a le réparer. Tout au, ploss pouvons espérer compenser son effet
néfaste par la maniére dont le systéme comporarmiiément est commandé.

L'objectif de cette analyse est de détecter edatériser la présence d’éventuels cycles
limites. Il s’agit de déterminer a la fois la pre#pé de se maintenir apres une légére
perturbation (stabilité) et de trouver les parapgtreprésentatifs tels gqliamplitude et la

fréquence du cycle limite.
4.1.1 Hypothéses d’application

H1- On considére uniqguement les systemes assensggast un €élément non linéaire dans la
chaine d’asservissement.

H2- L'élément non linéaire sera invariant dans legem

H3- Les parties linéaires dans la chaine d’assemvissesont stables et se comportent comme

des filtres passe-bas, (hypothése de filtrage).

4.1.2 Condition de validité

Il faut vérifier deux conditions pour pouvoir ajgpler la méthode du premier harmonique
a un systéme asservi non linéaire :
= Condition de séparabilité: le systeme linéaire possede un seul bloc naailia qu’il est
possible d’isoler. Les autres éléments sont sugplosgaires, au moins approximativement.
= Condition de filtrage : la partie linéaire du systeme non linéaire, aakbbalemenG(p),
est un filtre passe-bas qui filtre les termes em 3w, etc. ce qui rend acceptable
'approximation au premier harmonique. Dans le wlldu développement en séries de
Fourier. Cette derniére condition est qualitativeais sa pertinence dépend de la qualité de

I'approximation.

54
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4.2 Systeme linéaire et non-linéarité statique
Considérons la mise en série, en boucle ouvera,gtemier bloc, dont le comportement

est non-linéaire, et d’'une simple fonction de tfartgyui constitue le second bloc (Figure.1).

u Y

—| N.L

G(s) I

Figure.4.1. Association d’'un bloc non-linéaire statique N.L. dtne
fonction de transferG(s).

Nous étudierons les conséquences de la boucle defmé —z) ultérieurementDe plus,
nous ne considérerons qu’une relation non-linégtméque du premier bloc. Ainsi, a chaque

instant t, la sortigr(t) est une simple fonction de son entnée), c.-a-d.

y() = p(u(®) (4.1)
4.2.1 Excitation sinusoidale en boucle ouverte

u(t) = Asin(wt) (4.2)

La saturation est décrite par la fonction

ka u(t) >a
y(t) = () =< ku(t) —a<u(t)<a 4.3)
—ka u(t) < —a

Ouk définit le gain de la partie non-saturée et leapetrea correspond a la valeur d’entrée a
partir de laquelle la saturation est active. Laufegg2 illustre le phénoméne pour un choix

particulier des paramétres.

Figure 4.2 Représentation graphique de I'entié¢) et de la sortigy(t)
de la saturation pour les valeks 2,0 =5, k=2 eta=1.
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4.2.2 Caractéristique passe-bas du systeme linéaif&(s)

bZ

G =
(5) s2 4+ 2bs + b2

(4.5)

z(t)

1
4
-

|

1)

'
[}

‘3 |

Figure.4.:. Représentation graphique de la sortie du systéréaitie lorsqué\ = 2,
w =5, k=2 et a=1 pour deux valeurs du paraméirde la fonction de transfert
A gaucheb = 3 eta droiteb = 30.

Lorsque le systéme filtre peb € 30), le signak(t) est trés proche de la sortie de la non-
linéaritéy(t). Par contre, en examinant le premier résubbat (3), I'effet conjoint de la
saturationg et du systéme linéair&(s) revient simplement a déphaser et a atténuer la
sinusoide d’origine, un peu comme le ferait uné&yst linéaire. La non-linéarité a en quelque
sorte disparue, ou de maniére plus rigoureuse aei®® englobée pour constituer a@s)

une sorte de nouvelle fonction de transfert.

4.2.3 Gain complexe équivalent

Le comportement global de la mise en série dex éd#ments montre qu’il est peu
commode de le séparer en une partie purement néaile caractérisable et une partie
linéaire. En effet, il n'est pas aisé en examidargignalz(t) (b = 3) de détecter la présence
d’'une saturationCependant, il est possible de substituer a la ma@aiité, un nombre

complexeN, permettant de caractériser celle-ci sans perdge de qualité dans la réponse

Z(t).

N(A, w)

u - Y ] z

Al

—_— N = (s) NN

Figure.4.4. La non-linéarité statiqud.L.est remplacée
par un gain équivalent compleke
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Pour déterminer le gailN, nous procédons par essais/erreurs et il esivesiagént aisé de

trouver la sinusoide.

0.3294sin(wt — 2.00) (4.6)

Figure.4.E. Représentation graphique de la sortie du systaméaitie lorsqué\ = 2,
w=5k=2,a=1ethb=3Une sinusoid®.329Asin®t — 2.00) yest superposeée

4.3 Premier harmonique

Il est fastidieux de déterminer le nombre compl@n fonction des deux parametrest
 par une succession de simulations du type que anouss exposé a la section précédente. Il
est plus efficace de trouver une expression amgaigtdu gain équivaleM(A, w).

4.3.1 Décomposition en harmonique

Joseph Fourier a démontré que tout signal pénmedide périodel possédait une
décomposition en une somme finie ou infinie de Siides dont les fréquences sont des
multiples de la fréquence = 2nf (fondamentale) du signal. Comme la non-linéargé e
dépourvue de dynamique, lorsque le signal

u(t) = Asin(wt) 4.7)

Ceci implique que le signal de somig) puisse étre décomposé en série de Fourier :

e

y(t) = % + Z[al cos(lwt) + b; sin(lwt)] (4.8)
1=1
1 s
a =7 | yOdws (49)
a; = %j:y(t)cos(lwt)d(wt) (4.10)
b, = %j_ny(t)sin(lwt)d(wt) (4.11)




CHAPITRE 4 METHODE DU PREMIERE HARMONIQUE

Formellement, on devrait écrig, (A, ), a;(A, ) et b;(A, w), les intégrales précédentes
conduisant alors a une formule respective. Noussisierons pas sur cette précision de

notation, sauf lorsque cela est vraiment indispalesa

4.3.2 Equivalent de premier harmonique

Puisqueay, a; etb; sont suffisants pour définir un nombre complexaisiretenons de la série
(4.8) que le terme constant et ceux associésantiamentale. Ceci constitue I'approximation
du premier harmonique cherchée et permet de déterna gain équivaler.

En effet, en approximant

a
y(t) = ag + a; cos(wt) + by sin(wt) = 70 + Msin(wt + 6) (4.12)

Avec

— [g2 2 — !
M = |ai+bi et (4, w) = arctan(b—)
1

Ainsi, lorsque la non-linéarité est parfaitemenmsyrique,ap = 0, et le gain équivalent
s’exprime comme

Me/®t+0 M 5 1
J .
N4, w) = et = g€ = —(by +jay) (4.13)

4.3.3 Calcul de I'équivalent de premier harmonique

1 s
ag = ;f_ y(t)d(wt) (4.14)
a; = %fny(t)cos(wt)d(wt) (4.15)
b, = %f;y(t)sin(wt)d(wt) (4.16)

Exemple de la saturation

A<a y(t) = kAsin(wt) (4.17)
kAsin(wt) 0 < wt<y 4
A>a y(t) = ka Y < ot S% Yy = arcsm(z) (4.18)

Ouy est une variable temporaire définissant I'angp@agdir duquel la saturation commence a
faire son effetEtant donné que la saturation est symétrique,dc.¢gfw) = ¢ (—u) on déduit

guea, = 0 (absence de comportement continue),et 0. Par contreb; # 0
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1 (7 1(z kA
_f kAsin?(wt)d(wt) + —f kasin(wt)d(wt) = — [y +—
s 0 T y 2T[

2

On déduit le gain équivalent
k

N(A) =12k

_ (4.20)
— [arcsin

En reportant les valeurs numériques= 2,k = 2 eta = 1, nous obtenonii(A) = 1.218,
justifiant ainsi, par des moyens analytiques, éssitats empiriques de la section 4.2.

/{ = 2’ a= l 5 10 15 20 25 30 __1
a
Figure.4.€. Gain équivalent purement réel de la saturation.
Il diminue en fonction de I'amplitu.

4.4 Non-linéarités communes

Dans cette section, nous présentons les résditiatalcul analytique de quatre non-
linéarités commune&n effet, par sommation entre une saturation ajain dont les signes
et les valeurs sont convenablement choisis, tol@®son-linéarités de cette section sont

exprimables.

4.4.1 Saturation

La saturation correspond a une modélisation darigation de beaucoup d’actionneur.
Tant que l'actionneur opére dans sa plage de fmmoéiment, sa sortigt) est proportionnelle
a la valeur désirée de sa soutig), c.-a-d.y(t) = ku(t). Par contre, si la valeur désirée est
irréalisable (t) > a par exemple), I'actionneur ne peut que fournimeximum possibley(t)

=ka) et il n'y a plus de proportionnalité entre lamplaur désirée et la sortie effective.

a) Symbole et fonction
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ka u(t) >a
y(t) = (ﬁ(u(t)) =< ku(t) —a<u(t)<a
—ka u(t) < —a
b) Gain équivalent
k A<a
N(A) =<2k o say a a? (4.21)
?[arcsm(—)+z 1_F] A>a

4.4.2 Zone morte
La zone morte correspond a la perte de transmissitre la grandeur d’entréét) et celle

de la sortiey(t) pour des valeurs proches de zéro. Ainsi, tantlgugandeur désirée n’a pas
atteint un seuib, la grandeur de sortigt) est nulle. Dés que la grandeur d’entrée dépasse ¢
seuil, la sortie correspond a la différence enamtiée et le seuil multiplié par un gain k.

a) Symbole et fonction

k(u(t) —6) u(t) >6
y(®) =g(u®) =4 0 —5<u(t) <6
—k(u(t) + 9) u(t) < =46
b) Gain équivalent
0 A<Lé
N(4) =42k © 8\ 6 52 (4.22)
?[E—arcmn(Z) 7 1 _F] A>4

c) Graphique

k=2 6=1

4 € e 10 12 14 A
Figure.4.7. Gain équivalent purement réel de la zone morte.
I augmente en fonctic de I'amplitudt.
Remargues: Pour obtenir le gain équivalent de la zone madttsuffit de remarquer que

celle-ci peut se fabriquer tres facilement a paftine saturation. En effet, en posant ¢ et
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en désignant la fonction de la saturation §aet celle de la zone morte gay un montage
sommateur entre un gaknet 'opposé d’'une saturation donne la zone matgrement dit
p=k —@. Réciproguement, il est facile de construire wateration a partir d'une zone morte,

car une fois posé = a, la saturation s’exprime comnge=k-¢.

4.4.3 Relais

Le relais correspond a la commutation tout ou eenfonction du signe de la valeur
d’entrée. Lorsque celle-ci est positive, la sodiierelais prend la valeur fixeMk Elle prend la

valeur contraire pour des valeurs négatives deréen

a) Symbole et fonction

. +M u(t) >0
y(®) = p(u(®)) =1 0 u(t) =0
-M u(t) <0

b) Gain équivalent N(A)
Pour calculer le gain équivalent, il suffit de mouer que la fonctio@ peut étre exprimer

a partir de celle la saturatidn en posank = % et en passant a la limite liny. Ainsi

_ A _a

o(u(®) = Ll_r)r(l)go <a,k = u(t)), (4.23)
et donc en utilisant le fait que siE x+o(x) (c.-a-d. arcsin) = i + o(x)

N(A) = M 4.24

4.4.4 Hystérése
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. backlashed
output

_i. sinusoidal
nput

Figure.4.€. la sortie de I'hystérése
L’hystérése peut modéliser une transmission cotapbrdeux engrenages. Lorsqu’un

premier engrenage commence a tourner, durant ule aley, il n'y a pas d'effet sur la
rotation du second engrenage. Une fois cet angt®pau, le second engrenage commence a
tourner et il tourne alors d’un angle correspondanélui du premier. Lorsque le mouvement
est inversé, il est nécessaire au premier engreshagparcourir une difference d’angle d& 2
dans le sens inverse sans qu'il y ait d’effet susécond engrenage. Ce dernier commence

alors a tourner dans le sens contraire.

o = #(g - 1) (4.25)
ST AL B RETI IR
NG = 7 + b7 (4.27)
arg(N(4)) = arctan (%) (4.28)

4.4.5 Non-linéarités symeétriques, continues par morceaux

Nous avons vu gque la saturation permet de systrétine zone morte et un relais. En
outre, comme nous allons le voir dans cette sectsile peut également fabriquer un
ensemble trés grand de non-linéarités statiquess Mdélons montrer comment, a partir de
zones mortes (et donc a l'aide de saturation®stilpossible de constituer n'importe quelle
non-linéarité statique symétrique constante par cearx, par simple principe de
superposition (c.-a-d. en utilisant des sommesestrdultiplications par des gains constants).

La figure 4.9 illustre le principe.
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d(u jl ' ! 7 r,:‘_;
sof- ,

i s s
10 10 u

Figure.4.9. Le trait en solide représente une non-linéaritdicgta symétrique, et
continue par morceaux. Elle est égale a la sommaedatre zones mortes avgce< 62

< 03 < 04. Les zones mortes sont représentées en traits éschua non-linéarité peut
donc s’exprimer comme une combinaison de satuatamec des parametraset k
judicieusement choisis.

Comme la non-linéarité est symétrique, il suffit densidérer le casi > 0. ¢ est alors
déterminé par des valeurs en un nombrerfirde points. Soitl; < U, < Uz < ... <uUp, les
valeurs deau pour lesquelles vaute, = ¢(u,), @, = e(Uy), . . .@,n = e(u,,), avecy; €R,
i =1,...m Ceci étant donné, nous pouvons expripex I'aide deg;(k;, §;). Pour trouver
ces expressions, il suffit de fix&r=u;, i = 1. . . . et de constater que les zones martes

1, ... mn’influencent pas le comportement paug[0, uj[.

4.5 Systéme en rétroaction
Ceci est représenté a la figure 4.10. La boucldezstée en forcaritentréeu est égale a
I'opposé de la sortie

u(t) = —z(t) 24)
Pour qu’un cycle limite puisse se maintenir dandalrarrangement, il faut que les signaux

respectent les équations

y(®) = o(u@®) (4.29)
z(t) = f y(t)g(t —1)dt (4.30)
0
u(t) = —z(t) -32)
u y A 2

Figure.4.10: La boucle de rétroaction est fermée par le sigaaatie
de telle sorte que(t) = —z(t).
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ou g(.) représente la réponse impulsionnellesds). Equivalent a déterminer le point fixe
Z(.) de I'équation intégrale
t
20 = [ o2t~ Ddr (4.32)
0

4.5.1 Parametres A etw du cycle limite

Par conséquent, un cycle limite existe lorsque dgmaux respectent les conditions

fréquentielles. Gain équivalent et systéeme linéairdoucle fermée est

Y(w) =N, w)U(w) (4.33)
Z(jw) = G(jw)Y (jw) (4.34)
U(jjw) = —Z(jw) (4.35)
Ces trois conditions conduisent a une équationugnmpurZ(jw)
Z(jw) =—G(Jw)NA, w)Z(jw) (4.36)
u Y -
CT)_ N(A,w) 3(s)

Figure.4.11: La boucle de rétroaction est fermée par le sigaaatie
de telle sorte que(t) = —z(t).

Ainsi, selon le critére du premier harmonique, eagmation possible de 'amplitudeet de
la pulsationw du cycle limite éventuel correspond aux solutided’équation
1=-G(w)N(4, w) (4.37)
Il peut exister une solution, plusieurs solutions, aucune solution a cette équation. Une
solution est représentée par un couple.

4.6 Croisement et Stabilité

Pour représenter les solutions de I"equation mtécte, nous utilisons le diagramme de
Nyquist.
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Im y

Re

Figure.4.1z. Représentation de la réponse harmonique et duégainalent dans le plan
complexe (diagramme de Nyquist). Le point de croesety est également représenté.
Le cycle limite aura les paramétri@®tw donné par ce point de croisement.

Figure.5.1%. lllustration d’'une prévision de la présence d’ucleylimite stable

/W.

3

3

Figure.4.1< lllustration d’'une prévision de la présence d’ucleylimite instable
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a) Théoreme des résidusN =Z - P

A
N
5 X
O -
x | X X R
\ X
o X
P=6
Z=3

Figure.5.15. Nbr. de zéros Z = 3; Nbr. de pbles P =6 ; Nombre de tours
N =Z - P = -3, 3tours dans le sens contraire

b) Critere de Nyquist Conséquence du théoreme des résidus lorsque :

E(s) =1+ G(s)H(s)

Théoreme :

(4.38)

v On prend 'axe imaginaire du plan s, c.-§ed.w €] — oo, +oo].

On prend son image pérs)H(s)

AR NEE NN

G(s)H(s))

c) Fiabilité de I'analyse par le premier harmonique

1- L’amplitude et la fréquence prédites ne sont pastes.

2- un cycle limite prévu ne se produit pas.

3- un cycle limite existant n’est pas prédit.

N = nombre de fois que(jw)H (jw) encercle -1 (sens trigonométrique négatif).
P = nombre de pbles d&s)H(s) instables (pbles instables tle- G(s)H(s))

Z = N + P = nombre de pdles instables de la boterimée (zéros instable det
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CHAPITRE 5:
PASSIVITE

5.1 Introduction
Le but de présent chapitre consiste, en quelque, sbétendre le concept d’énergie a une

plus large classe de systéme. Il s’agit ici d'eagexy la présence d'une entiee
supplémentaire = f(x, u).

Lyapunov systeme sans entrée:

d
X = , —V <0 5.1
£= @), o (5.
Passivité :systeme entrée-sortie :
x = f(x,u), V < Puissance fournie (5.2)
y =h()

5.2 Notion intuitive
Systeme :

x = f(x,u)
{y = h(x,u)

Possede a la fois une entrget une sortig/ = h(x, u). L'entrée est utilisée pour injecter ou

(5.3)

soutirer de la puissance. Ce systeme est passifiuerla puissance soutirée se fait au
détriment du stock interne d’énergie. Ainsi, il peut pas y avoir de génération interne de
puissance.
5.2.1 Résistance électrique
Un simple calcul donne aisément

ui = Ri? (5.4)
et confirme que la puissance instantanée est pffeoent instantanément dissipée dans la

résistance électrique.

(&} 7}

Figure.5.1. La résistance électrique est un systeme statiggsfpa

.l
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5.3 Systéme statique passif
Les systemes passifs les plus simples sont ceumeqoomportent pas de dynamique. La
sortie est directement fonction de la valeur dgréandeur d’entrée. Pour un systéme statique
passif
uy =g, g=>0 (5.4)

Ceci signifie que la caractéristique statique déitessairement se trouver dans le premier

et le troisieme quadrant, conformément a ce quiegstsenté a figure 5.2

Y

u

Figure.5.2 Représentation graphique d’un systéme passif gtatitja
caractéristique doit appartenir au secteur reptésamvert solide.

5.3.1 Exemple d’'un systéme dynamique passif
Circuit R-L-C

i Ry

Figure.5.Z. Un circuit électrique RLC est un systéme dynamiqu

Fonction de stockage est :
— 1 2 1 P2
|4 —ECuC +§Lll (5.5)
La dynamique du systéeme est :
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{ i dll
u=Ry;+L—+u,
{ dt 5.6)
_pdue S
T R,
En posank, = i; et x, = u., on arrive a la représentation d’'état
(. 1 R 1
x1 =—-Uu ——x1 __xZ
L L L
i . 1 1 (5.7)
xZ —_ Exl - axZ
On peut donc calculer I'évolution du stockage dartemps:
1 2 1 2
V = Lx15€1 + szxz
= ux; — Rix? — x1xy + X0y — —x2
R,
= ux; — Ryx¥ — ix2
1 141 Rz 2
En considérant la sortie=i; = x;
V =uy—g(x) 9.
1
g(x) = Rix? + —x? (5.10)
R,
Ainsi la puissance en entrée est
» soit stockée
» soit dissipée
5.4 Définition différentielle de la passivité
Définition 5.1 : soit le systeme
x = f(x,u)
y = h(x)
S'il existeV >y > 0 et g > 0tels que/ = uTy — g, alors le systéme est passif.
5.5 Définition intégrale de passivité
Définition 5.2 Si3 a € R, avec
f u(t)y(rt)dt > «a (5.11)
0

alors le systéme est passif.
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5.5.1 Equivalence avec la définition différentielle

f V(0)de = f W@y - g)dr < f u(@y()de

a=y—-V(0) <V(wn)—-V(0)< fu(r)y(r)dr

5.6 Propriétés

5.6.1La connexion en paralléle préserve la passivité

1
Ul

w9 B Y2

Figure.5.4. Connexion en paralléle.

Justification :
Vi =uly; — g1 ()12
Vz = ug:)/Z — 92 (5.13)
V=Vi+V, =uly, +uly, — g: — 92

avecu; =u, =u

V= uT(y1 +y2) —(91+92) = uTy -9 (5.14)

5.6.2La connexion en rétroaction préserve la passivité

U .~ (V5
u —OH1 - v, g P2 y
Vo, g9
Y2 u2

Figure.5.E. Connexion en rétroaction.

Justification :
V1 = u{)ﬁ — 01
Vz = u;YZ — 92
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V=0 +V, =uly; +uly, — 9, — 92
= (u’ _YZT)}’l +u£y2 — 91— 92
=u"y; —y;y1 + ¥y, — (91 + g2)
=u'y—g
Avecg =g, + grety =y,

5.7 Passivité des systemes linéaires
Soit une fonction de transfert donnée comme uraidrarationnelle en variable de Laplace

bms™ + bpy_1s™ 1 4 -4+ bys + by (5.15)
S"+ap s+ -+ ays +ag '

G(s) =

Théoremeb.1:

Y(s)
U(s)

le systeme G(s) = est passif & Re(G(jw)) =0

R

G(jw)

Figure.5.€. Diagramme de Nyquist d’un systéme linéaire SI&6sf.

5.7.1 Passivité et réponse harmonique

] U 1
G(s) L .

’ T t | T

Figure.5.7 lllustration pour la démonstration de la passivité
SISO passif.
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Le systeme est soumis a un signal d’entrée nosurulin horizon temporel de Gcal’entrée
est nulle avant le temps initiak 0 et ensuite abruptement arrété pour tout in$tampérieur
ar. La sortie par contre n’a aucune raison de re\éeairo pour tout instant supérieur. &a
clé de la démonstration réside dans le fait quéilen de puissance sur tout I'horizon

temporel est égal au bilan sur tout le spetieecélebre théoreme de Perseval est donc utilisé

fu(r)y(r)dr=] y(@u(r)dr

= %fooy(jw)y*(jw)dw, (Parseval) (5.16)
1 [ee]

= %f G(w)|U(jw)|*dw
1 (° 1 (®

_ Ef_m(;(iw)lU(iw)lzdw ¥ ﬁf 6 (j)IU (o) 2dw

1 (° 1 (®
_ —%LG(—jE)IU(—j(T))lZdE +%fo G (j)|U(jw)[2da

u(t) Réeb U(jw) = U (—jw)

|U(—jw)|? = U(—jw)U*(—jw) = U(jo)U*(jo) = |U(jw)|? (5.17)
Donc

foou(r) (D)dt = ifooG(— iw)|U(jw)|*dw +ifoo6(ja))|U(ja))|2da)

0 Y - 2m), J 2m J,

1(°1
== j ~[6(=j0) + G ()] U Gw)l?do
1 [ee]

= ;jo Re(GGw)|U(w)|*dw (5.18)

SRe(G(jw)) >0,V >0 = foou(r)y(r)dr >aq,a > —0
0

La démonstration procéde maintenant par I'absurdst-a-dire que I'on suppose que dans le
systeme viole le principe que la partie réelleadeéponse harmonique puisse avoir une partie
réelle négative. Ainsi supposons que dans la pteEgééquencéw,, w, = ERe(G(jw)) <

0Vw € (wq, w,). Cce cas est représenté didaire 5.8.




CHAPITRE 5:

PASSIVITE

RelG(jw)

1 o
w é w

Figure.5.9 L'énergie dans la plage de fréquenie,, w,;[ est augmentée de maniére arbitraire.

En écrivant ceci de maniére calculatoire,
0 1 wq
f u(D)y(r)dr = Ef Re(G(jw))IU(jw)|*dw (= 0)
0 0

1 (@2
+Ef Re(G(jw))|U(jw)|*dw (< 0)

w1

1 oo

+Ef Re(G(jw))|U(w)|*dw (= 0)
w32

En conséquence, si

(A) Fwq, w, = ERe(G(]'a))) < 0Vw € (wq,w,),0na,
U
(B) YV a > —oo,3u(t) tel que,fooo u(t)y(r)dr < a

(5.19)

En utilisant la contraposée} & B = A « B), donc

Re(G(jw)) = 0,Yw > 0 < Fa > —oo, [ “u(r)y(r)dr > a, (Yu(t)), et nous
ﬂie(G(jw)) > 0,Vw > 0 & Passivité
5.8 Systeme réel positif

Le théoreme précédent conduit naturellement anidéfne classe de systemes linéaires en
fonction de la partie réelle de leur réponse haiquan




CHAPITRE S5 : PASSIVITE

Définition 5.3 : G(s) est réelle positiveRP) si,
Re(G(jw)) =0,V Re(s) =0 (5.20)

Et strictement réelle positiv&RP) si,
J€e > 0tel que G(s — €) est RP. (5.21)

Théoreme 5.2 une fonction de transfe@(s)estSRPsi et seulement si

1) G(s) est strictement stable (sans péles sur I'axe inaa@h
2) Yo =0 = Re(G(jw)) >0
5.8.1 Degré relatif et minimum de phase
La fonction de transfert peut étre mise sous éue fraction rationnelle de polynédmes

factorisés de telle sorte que les zéros et les@jiparaissent de maniere explicite.

[Tio(s — Zpy
G(s)=Ke——~ (5.22)
ieo(s — |25}
Degré relatif : Le degré relatif notd°r est défini comme la difféerence
d’r=n—m .Z8)

Oun est le nombre de péles de la fonction de transtert le nombre de zéros. Etant donné
gu’un systeme physique est causal, cette différea@toujours considérée positive ou nulle.
5.8.2 Minimum de phase
Un systeme linéaire est dit a minimum de phas®ws tes zéros ont une partie réelle
strictement négative. i.e.
Re(z;) <0,i=1,...m (5.24)

Exemple 1 :degré relatif = 2

1
s+D(s+1D)

Bode de 1/[(s+1)(s+1)] :~( Nyquist Diagrams
-

G(s) =

Imaginary Axis

Phase (deg): Magnitude (dB)

Figure.5.1(: Toute la réponse harmonique posséde une péeie négative
Le degréatilestd’r = 2.

=]
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Exemple 2 :degré relatif = 1, instable

6(s) s+2
S) =
s+D(s—-1
Bode de (s+2)/[(s+1)(s-1)] -~

Phase (deg) Magnitude (dB)

Ereciencw ( \

Imaginary Axis

Nyquist Diagrams
—C

-2 -1.5 -1 -0.5
Real Axie

Figure.5.11: Une partie de la réponse harmonique possedeartie peelle négative.
Le degré relatif est’r = 1, mais le systéme est instable

Exemple 3 :degré relatif = 1, stable et non minimum de phase

s—2

G(s) = s+D(s+1)

Bode de (s-2)/[(s+1)(s+1)]:-(

Phase (deg): Magnitude (dB)

Eremiencs (radicac)

Imaginary Axis

Nyquist Diagrams
—(

Figure.5.1Z: La réponse harmonique posséde une partie réiatine le degré relatif est
d°r = 1. Le systéme est stable, mais il nest pas a pmésenale.
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Exemple 4 :degré relatif = 1, stable et minimum de phase

s+2
(s+D(s+1D)

G(s) =

Bode de (s+2)/[(s+1)(s+1)] -) Nyquist Diagrams
-)

Phase (deg); Magnitude (dB)
Imaginary Axis

i i
-1 o 1 2

Freauencv (rad/sec) Real Axis

Figure.5.1%: La réponse harmonique posséde une partie rédiatine, le degré relatif est
d°r = 1. Le systéme est stable, et & phase minimale

5.9 Passivité des systéemes linéaires et équation de pyaov

5.9.1 Lemme de Kalman-Yakubovich-Popov

19°4

Lemme: Soit G(s) = C(sI — A)~1B une fonction de transfert correspondant a un syet
qui est a la fois commandable,

Rang(B,AB, ..., A" 1B) =n (5.25)
et observable
Rang(CT,ATCT, ..., (AT 1CT) =n (5.26)

G(s) est Strictement Réelle Positive (SRP)

()
AP >0etQ > O0telle que

ATP + PA = — 7
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5.9.2 Condition de suffisance

Théoreme Si un systeme linéairg = Ax + Bu,y = Cx admet deux matrices symétriqu
définies positives P et Q qui satisfont les dewa#égns

{ATP +PA=—Q
PB =CT"

alors le systéme est passif avec comme fonctiatabikage interne
1

eS

V= ExTPx (5.28)
et comme terme de dissipation
1
g= ExTQx (5.29)
Démonstration

ATP +PA=—Q

Posond/(x) = %xTPx et calculons sa dérivée
. 1
V= 2 (xTPx + xTPx)

1
=5 [(Ax + Bu)TPx + xTP(Ax + Bu)]

1
= ExT(ATP + PA)x + uB" Px

1
=— ExQx + uBTPx

Lorsque
y =BTPx = Cx
on obtient

: 1
V=—§xQx+uy
=uy—g

de telle sorte que le systéme est passif avec

1 1
V= ExTPx etg = ExTQx
Remargue : plusieurs P sont obtenus par la résolution de mation de Lyapunowv’P +
PA = —Q. Un seul sera tel queB = CT.

5.10 Systeme linéaire et non linéarité statique

» La non-linéarité appartient a un secteur.
» La stabilité d'un point d’équilibre sera exclusivent traitée.
» Les résultats ne seront pas approximatifs, maistexa

=l
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Figure.5.14: Un secteur délimite la région dans laquelle
la non-linéarité statique peut se trouver.

5.10.1 Non-linéarité statique de secteur
Définition 5.4 : Une non-linéaritéd est de type secte{k,, k,] lorsque

Vy#0= kiy < d(y) <k,y (5.30)

5.10.2 Définition de la stabilité absolue
Un systeme linéaire est bouclé par une non-lit&atatique: = —®(y), ouy est la sortie
du systéeme linéaire atson entrée.

X = Ax — BP(y)
y=Cx

Définition 5.E:
un systéme linéairé = Ax + Bu,y = Cx est dit stable de maniére absolue vis-a4vis

de la non-linéarité® de secteufkq, k,], si le systéme résultant est stable au sens de

Lyapunov quel que sait(y) € [kq, k,],

5.10.3 Conjecture de M. A. Aizerman
Conjecture
V k€ [k, ky], Re(1;(A—BCk) <0,i=1...n

U
Le systeme linéaire = Ax + Bu,y = Cx, bouclé par une non-linéarité sectewr= —®(y)
avec®(y) appartenant au secte(ik,, k,], est stable.

Remarque : Cette conjecture est fausse comme il le seraiflust
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5.10.4 Critére du cercle

Théoreme 1 :

Si0 < k; < k,, etG(jw) ne rentre pas dans le disddk,, ko) etG(jw) encercle fois dans le
sens trigonométrique positif, alors le systemestedile au sens absolu.

A

D(lfl o /1"2) (.:;(JW‘)

D

Figure.5.15 Critere du cercle lorsqug > 0 et k > 0.

Théoréme 2

Si 0 =k; < kg, G(s) et que tous les pbles @£s) ont une partie réelle strictement négative et

que le réponse harmoniq@jw) se trouve a droite de la droite verticale pasmmt—ki
1

alors le systeme est stable au sens absolu.

'\

Figure.5.16:Critere du cercle lorsqu@ =k; < k.

Théoréme 3

Finalement, sk; < 0 <k; et que tous les pbles @&s) sont a partie réelle strictement négative
et queG(jw) est entierement inscrit a l'intérieur du cerbigk,, k»), alors le systéme est stable
au sens absolu.
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_ 1
]\‘«_
Figure.5.17 Critére du cercle lorsqua < 0 <k.
5.10.5 Démonstration de stabilité asymptotique
® € [0, +o0]
ki = 0, k, = +oo Signifient
iRe(G(ja))) > 0= G(s) = C(sI — A)~1B est positive réelle (5.31)

Pour étre plus précis, sous la condition que ldigpaéelle de la réponse harmonique est
supérieure a zeéro, il existe une certaine matrifmie positiveP satisfaisant simultanément ;

{ATP +PA=—Q
PB =CT"

Il est important de noter que le choix de cetteritatest liee aux propriétés entrée-sortie

donné par les matricé&etC.

O— Gls)

y=Cx

¢ € [0; )]

Figure.5.1&: Diagramme de blocs de la cascade entre un

systéme linéaire
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Démonstration de stabilité asymptotique

Pour aboutir a la stabilité dans le schéma boual&gsus, on considére la relatios — d(y)
et la fonction de Lyapunov associéB,a.-a-d.

1
V=cxTP
ZX X
dont la dérivée temporelle
V = SxTPi +2iTP
= 2x X 2x X

.1

V= ExT(ATP + PA)x + xTPBu
. 1

V= —ExTQx +xTCTu
V=—x"Qx -y ()

Montre que sous la conditioh € [0; +oo[ (de telle sorte qug’ ®(y)=> 0) la dérivée de la
fonction de Lyapunov est strictement plus petite géro.

Secteur Ki; ko

On note {Pb] pour l'opérateur entrée-sortie associé a la fonctb(y). Pour transformer le
secteur k;; ko] en un secteur [Op#] :

1 1

[CD] - kl kZ - kl

En inversant cette expression, on obtient toujanesnon-linéarité secteur [},

1 [®] — ks
1 1 1 (5.32)
Ol—k &H-f &k d®l—k)

5.10.6 Bouclages associés

Figure.5.19: Bouclages permettant de modifier une non-linéaiét&ecteufks; ko
en une non-linéarité de sectgQr+ oof.
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5.10.7 Compensation compléte

Nouvelle fonction de transferten isolant la non-linéarité transformée par llesuclages, un
nouveauwsystéme linéairé (s) est identifié

1
.. G(s) 1 PO ey 1
G =13 G =k kl-l' 6 (s) (k_1> (kz — kl) (5:33)

Démontrons le premier cas du critére du cercl&; o0 etk,> 0. Comme, d’'une park, > k;
(propriété de la définition du secteur), le secéamcteur du dernier membre de I'équation
précédente est toujours positif, et, d’autre p@ck) doit étre strictement positif réelle, nous
aboutissons a la condition

=+ G(jw)
Re 12— >0 Vo €R (5.34)
k—1+G(]a))
1 1
A‘Q_I\’l A'Q_kl
U+ +

Figure 5.2C: Les bouclages introduits se compensent parfaiteo@nduisant le schéma ci-
dessus a étre identique au bouclag&€e) par la non-linéarité.

5.10.8 Représentation graphique du critére du cerel

Figure 5.21 Trait plein4 = ki + G(jw) Trait hachurédB = ki1+ G(jw)
2
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Lorsque k>k; >0, G(jw) est a I'extérieur du cercle signifie...
En utilisant la représentation graphique
A T
Re (§> >0 & |arg(A) —arg(B)| < > (5.35)
Ce qui conduit a ce que la valeur absolue de fardifice entre les argumentsdle ki +
2
G(jw)etdeB=A= ki + G (jw) reste inférieure é
1

Conséguence :

G(jw) est a I'extérieur au cercle> G (jw) est une fonction réelle positive

5.10.9 Critere de Popov

Le critere de Popov est, tout comme le critere ehele, une exploitation de la propriété de
passivité lors de I'interconnexion d’'un systemedime et d’'une non-linéarité de type secteur.
Nous donnons le résultat sans démonstration.

Théoreme
v ARe(1(A4)) < 0 et (4, B) Commandable
» Non-linéaritéd de type secteur
» Fa>0telque

1
Vw = 0,Re[(1 + jaw)G(jw)] + T >€ (5.36)
Pour une certaine valeur de> 0

0 est globalement asymptotiquement stable

Xl
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CHAPITRE 6 :
COMMANDE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

6.1 Introduction

L’idée de cette technique s’appuie d’'une part, lauremarque que le principal obstacle
dans la synthése de lois de commande pour lesrsgst@on linéaires est la présence des non
linéarités dans le modéle et d’'autre part, quiisex un nombre important de techniques
efficaces de synthése dans le cas de modeles réeedsi I'on est capable par des
transformations adéquates de transformer le mauwhelinéaire en un modéle linéaire, on
peut ensuite utiliser les techniques de synthédeisdale commande des systémes linéaires.
C’est la philosophie de la linéarisation par bogela

Nous considérons les systemes décrits par

x=f(,u,t) x€R"etu€eR™ (6.1)
y=h(x) y€eR?

Différents problémes de commande :

= Stabilisation : Maintenir le systeme autour d’'une position d’édu@ par une loi de
commande adaptée.

= Poursuite : Calculer une loi de commande pour que le systeraesstie) suive une
trajectoire donnée.

= Anticipation : Rajouter un terme d’anticipation pour essayer depmnser l'effet des

perturbations connues a priori.

6.1.1 Stabilisation
Définition 6.1 (Stabilisation asymptotique). Le probleme de stabilisation asymptotique
consiste a chercher une loi de commandelle que

gl_)rg x(t) >0 Vvx(0)€E¢ (6.2)

= Lorsque la loi de commande s’exprime directementoection de la mesure on parle de
loi de commande statique

= Lorsque la loi de commande s’exprime comme une taqudifférentielle entreu et la
mesurey, on parle déoi de commande dynamique

Le domainep estgrand, on ne peut pas procéder par linéarisation et ganaine approche

linéaire.

%
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6.1.2Poursuite
Définition 6.2 (Poursuite asymptotique) Soit une sortie deésirég (t). Le probleme de
poursuite asymptotique consiste a chercher urgelcommande telle que
= I'erreur de poursuite définie par(t) = y(t) — y,(t) satisfait
gl_)rg e(t) >0 Vvx(0)€E@ (6.3)

= 'état x(t) reste borné.
L’état x(t) doit rester borné dans un domaine ou le modele redable. Les possibilités de
poursuite asymptotique ou poursuite exacte dépéemgsmpropriétés structurelles du systéme.
6.1.3Anticipation

Pour la poursuite il est souvent nécessaire de iiaiervenirun terme d’anticipation dans
la loi de commande u = terme de boucle fermée + terme d’anticipationLe terme
d’anticipation permet de compenser l'effet des yrbdtions connues a priori. Il permet
d’annuler I'erreur de poursuite (inversion gystéme)andis que le terme de boucle fermée
permet de stabiliser le systéme.

6.2 Linéarisation locale et stabilisation
Le présent chapitre aborde les techniques qui @amimee objectif d’exploiter la possibilité

d’utiliser des techniques linéaires pour la syn¢thdsine loi de commande en essayant de
garantir un ensemble de stabilité le plus grandiptes Cette méthode de linéarisation est trés
répandue, car c’est sans doute la méthode la phydespermettant d’utiliser un paradigme
linéaire pour la synthése. En partant du systeitialin

x=f(x,u) (6.4)
ou I'on suppose sans perte de généralité f§0gd) = 0, une représentation d'état d'un
systéme linéaire équivalent est calculée

x = Ax + Bu (6.5)

Les matrice®\ etB sont alors donnée respectivement par

d

A=
0xlx=0,u=0
0

=2
au x=0,u=0

Ensuite, un régulateur d’état = —Kx est élaboré qui transforme le systeme dynamique
initial x = f(x,u) enx = f(x,—Kx) = f(x). L’'analyse du systéme au premier ordre de la

dynamique résultante s’écrit

5
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_ (af
X = 0x
x=0

Lorsque la pairé\ et B est commandable, il est possible d’assigner lésspdu systéme en

d_u) x =(A—BK)x (6.6)

x=0u=0 X

i

x_ax

of

x=ou=0 OU

boucle fermée de maniére arbitraire en utilisanteleteur de gaink (en utilisant la formule
d’Ackermann par exemple). En conséquene@ > 0, 3P > 0 tel que I'équation de
Lyapunov du systeme linéaire transformé soit véeifi

P(A—BK)+ (A—BK)TP =—-Q (6.7)
Le candidat de LyapunoV (x) = %xTPx devient une fonction de Lyapunov valable

localement.

6.3 Linéarisation par bouclage d’'état

La méthode de linéarisation exposée a la sectiécédente n’est valable que localement.
C’est uniquement autour de la valeur nominale,sitetfectué le développement de Taylor de
la fonctionf(x, u), que I'approximation donne de bons résultatsslae grands écarts, les
termes d'ordre élevés I'emportent sur les premigesmes du développement, et

'approximation est alors souvent inutile.

Il existe toutefois d’autres approches pour amétioa taille de la validité de la
linéarisation. Elles reposent toutes plus ou maeimslidée de changer la représentation du
systeme initial pour corriger I'effet néfaste desries d’ordre supérieur.
6.3.1Linéarisation entrée/état

Soit le systéme non linéaire mono-entrée

x = f(x,u) (6.8)
Le probleme de linéarisation entrée/état consistesdun premier temps a chercher un

changement d’état.

z = @(x) (6.9)
et une transformation de I'entrée
u="U(x,v) (6.10)

Tels que le systeme non linéaire est transformé@resysteme linéaire invariant équivalent
sous la forme
z=Az+ Bv 6.11)
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Exemple 6.1 :pendule simple

. Xy
1) = 1 — M2 9 .
(552) - (—gsin(xl) + —u> =u =M (v +7 sm(xl)) (6.12)
l M2
v = ~oinGa) + g = (h)_(%) (6.13)
S RN TE %) = \v :
ref__,| Commande |7 Commande | U i = f(z,u)

linéaire | linéairisante
2 =Axz+ Bv,y=0Cr

Figure 6.1: Schéma de linéarisation par bouclage d’état

Exemple 6.2 :systeme meécanique complétement actionnés

M(q)g +C(q,q)q + G(q) = B(Qu (6.14)
q € R",u € R",M(q),C(q,q),B(q) € R*™,G(q) € R™

Supposons quB(q) est inversible, alors une commande linéarisasite@née par

u=B(@ M(Q(v+C(q,9q +G(9) (6.15)

Le systéeme dans les coordonnées linéarisées est :

qg=v (6.16)
Le systeme est aussi découplé :
éii = viri = 17 s, n (617)

La commande linéaire PID : smj;ref la trajectoire de référence &t= q; — Qiyes I'erreur de

suivi, la commande PID est

t

U = éiiref - Kpl-el- - KDiéi - K“'f el-dr,i =1,2, .k (618)
0
€ =qi = Gippp = Vi = Giyp; (6.19)
t
éi + Kpl-el- + KDiéi + K”j eid‘[ =0,i=1,..,k (620)
0

La dynamique d’erreur du systéme en boucle ferraéstable si
53 +KDL'SZ +KPiS+Kli = 0,l = 1,...,k (621)

sont des polynémes stables (Hurwitziens).
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Remarque 6.1: dans systémes robotiques, on a en gél§ial = I et la technique présentée

dans cet exemple est appelée commande par colgléec@omputed torque control).

Remargue 6.2 : Les exemples précédents amene quelques questixgsielles il faudra

répondre.
» La premiére est : Quelle classe de systemes néailas se préte a ces transformations ?
» La deuxiéme : Comment trouver les transformatiaféxjaates et quel est leur domaine
de validité ?
Dans les exemples précédents, si les conditioitigles sont en des singularités de la
transformation, les propriétés de la commande né gas celles attendues. De plus, il faut
connaitre assez précisément les parametres dedan@ildon cela peut entrainer des erreurs

importantes. En effet les transformations s’appusen la connaissance de ces parametres.

6.3.2 Linéarisation entrée/sortie

Les problemes de poursuite dans le cas des systeéomeBnéaires sont difficiles car la
sortie dépend de l'entrée de fagon souvent tresptxm. Il nest pas aussi facile qu’en
linéaire de calculer I'entrée permettant d’obtdairsortie désirée. L'idée consiste, si c’est
possible, a simplifier la relation entrée-sortielest la philosophie de la linéarisation

entrée/sortie. Cette méthode est illustrée suetigxe suivant

Exemple 6.3: manipulateur flexible

Load mass

Figure 6.z : manipulateur flexible
g1+ MgLsin(q,) + k(g1 —q2) =0 (6.22)

JGz + k(g2 —q1) = u (6.23)

Modele d’état

X1 =41, X2 = (q1,X4 = (2, X4 = (3

561=x2

Xl
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Xy = _MIgL sin(x,) — éxl + T3
X3 = X4

. k k 1

Xy = 7x1 —7x3 +7u

Soity = x; la sortie du systeme (la variable a régler), on a

Yy=X1 =X

L MgL k k
y=dy=—— sm(xl)—Txl +7x3
Mgl k. k. MgL
y=——""% cos(x;) —Th +7x3 =—— % cos(x;) 7% +7x4
M MgL k
y® = — X, cos(xy) + Tgxz x18in(xy) — 75c2 + 73'c4
Mgl k MgL k k
= —( ] cos(xy) + 7) (— ] sin(x) — 7% + Txg) +
+ 29t in( )+k(k A ) (6.24)
—— x5 sin(x —|=x; —=x3+-u :
TR VrT(ga %ty

On annulant la non linéarité par la commande

u= i <v - (MgL cos(x;) + ?) (— Mgl sin(x,) — le + Ex3>

k I I I I
MgL , k (k k
-2 sin(x;) — 7 <7x1 — 7x3>> (6.25)
On obtient
y® =y (6.26)

En définissant I'erreur de poursuéét) = y(t) — y,(t) et en prenant comme nouvelle entrée
v = 3’654) —kie —k,é
aveck, et k, positifs, I'erreur vérifie
e® +kée+ke=0 (6.27)
Si les conditions initiales sue(t) sont nulles, alors on poursuit de maniere exacte la
trajectoire de référence, sine(xt) converge exponentiellement vers zéros.
Remarque 6.3 :On appelle ce nombre le degré relatif du systemdingaire, il correspond a
la différence entre le degré du numérateur et a@dnobminateur de la fonction de transfert si
le systeme est commandable et observable. On sec@npte également que I'équation
définissant la dynamique de I'erreur est du seardde alors que le systeme est d’ordre trois

et que la commande ne rajoute pas de dynamique.
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On peut en conclure gqu'une partie du systéeme nigiippas dans ces équations. En fait,
on I'a rendue inobservable et on appelle cetteigéatdynamique interne. Pour résoudre le
probleme de poursuite, il faut s’assurer qu’elleé gable sinon le systeme n'aura pas le
comportement souhaité. Toutess remarques et les problemes qu’elles souledenent
trouver une réponse si 'on veut connaitre lesthtions et les avantages de cette technique.
Exemple 6.4 :Soit le systeme non linéaire

X1 = sin(xy) + (xy + 1)xg
Xy = x5 + X3
X3 =xi+u
y=Xx1
6.3.3 Dynamique interne

Un point intéressant qui peut apporter une me#lecompréhension de ce qu'est la
dynamique interne pour un systeme non linéairalestoir ce qu’elle représente dans le cas
linéaire.

Exemple 6.5 :Considérons le systeme linéaire

561=x2+u
X'z:u
y=X1

Sa fonction de transfert est

p+1
G(p) =
pZ

On dérivant la sortie on a

Yy=Xx;+u
qui traduit la relation entrée/sortie. En prenant —x, + y; + (y4 —y) ete =y, —yona

e+e=0
La dynamique interne est obtenue en remplagat@ins la deuxieme équation d’état, soit

X, +Xx,=y4+e
Par hypotheseg,; est bornée, d’autre pagt — y,; (care — 0) entrainant quer, est
bornée et donc égalememt Le probleme de poursuite est donc résolu de maniéere
satisfaisante.
Exemple 6.6 :Considérons le systeme linéaire
X1 =X, +u

J'C2=—u

|
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y=x1
Sa fonction de transfert est

p—1
G(p) =
p P2

En suivant les mémes étapes que précédemmenndanityue interne est maintenant

X2 =X2 = ~Ya—E€
x, et doncu tendent vers l'infini. La commande n’est pas adaéur traiter le probleme de
poursuite. La seule différence entre les deux pysseest que le premier est a minimum de
phase et pas le deuxieme. On peut montrer que megeiété structurelle est a I'origine du
probleme. Si le systéeme est a minimum de phagg; dura pas de probleme de stabilité pour
la dynamique interne.

Il est intéressant de définie concept de minimum de phase pour les systemesnno
linéaires et voir les rapports qu’il peut y avoir avec lalsliggé de la dynamique interne. Dans
le cas linéaire, cette définition est assez singpleindépendante de la commande. Ce n’est
pas le cas pour les systemes non linéaires, nmexkEmples précédents montrent la nécessité
de se poser ces questions. En fonction de cettprig¢t®, la procédure de linéarisation

entrée/sortie sera applicable pour résoudre |ddgmes de poursuite.

Exemple 6.7 :commande dé&eld-controlled DC motor

561 == —a1x1 +u
.).Cz = _bxz + k - Cx1x3
.7.('3 = dx1x2

x;et x,: courant de champs et d’armature
X3: vitesse de rotation
u: tension d’armature (le signal de commande)
a, b, c etd sont des constantes positives
En choisissany = x; comme sortie du systéme, on a
y = X3 = dxix;
V =dx;x, + dx,x%, = d(—a;x,x5 + ux,) + dx;(—bx, + k — cxyx3)
V= @(x1, %2, x3) + dxpu (6.28)
La dynamique entrée-sortie est de dimension 2| edxiste une dynamique interne

(inobservable a la sortie) de dimension 1.
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6.4 Outils mathématiques

L'extension des approches présentées dans legrpphes précédents sur des exemples
nécessitent l'introduction de certains outils dergétrie différentielle qui est une branche
difficile des mathématiques. Dans ce qui suit, napisellerons un champ de vectefirsine
fonction deR™ dansR™. Nous dirons que le champ de vectefirest lisse si ses dérivées
partielles jusqu’a un ordre qui dépend du contesxtet continues. Chaque composantefde

notéef; est une fonction scalaire d’'un vecteur. On défoit gradient comme

_9fi _|9fi

v, == (6.29)

c’est un vecteur ligne
Par extension, on définit la matrice Jacobienne Jacobien) du champ de vectefirs

Comme il n'y aura pas d’ambigtité, on le noterdadméme maniére
or =[] =[%
0x i ax]
Il s’agit dans ce cas d’une matrigex n
6.4.1 Dérivée de Lie et Crochet de Lie
Définition 6.4.1 Soit une fonction scalaire lisggx) de R™ —» R et un champ de vecteurs

(6.30)

ij

lissef deR™ — R", la dérivée de Ligleh par rapport & est une fonction scalaire définie par

oh
Leh = Vh.f = —f (6.31)

La dérivée de Lie n’est rien d’autre que la déridéectionnelle le long du vectefir Sig un

autre champ de vecteur, alors on a

LyLeh = V(Lsh). g (6.32)
De plus, on a de maniére récursive
01 _—
Lth=h
Lih = Vh.f

Lih = Le(Lf"*h) = V(LF *h). f,pour k = 1,2, .. (6.33)
Appliquons ces définitions sur le systéme non lireea

x = f(x)

y = h(x)
On sera amené a considérer les dérivées de |a,smii

|
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d(Lsh)
= =12h
0x f s
d(L2h)
3) I =3
P f=L:h
(L 1h)
m =T "~ r_np 6.34
y ) f=1Lf (6.34)

On voit que les notations introduites permettentrdnsformer des expressions complexes
en des expressions plus concises et déterminégsratgjuement un autre outil important est
le crochet de Lientre deux champs de vecteurs.

Définition 6.4.2: Soientf etg deux champs de vecteurs. Le crochet de Lie ¢gheeg est
un champ de vecteurs définis par

[f.91=Vg.f —Vf.g (6.35)
On note également le crochet de Lie elfitet g

[f,g] = adrg (ad pour adjoint)
et la maniére récursive

adlg =g

ad;g = [f, g]

adtg = [f,[f, gl

adfg = [f,adf "g] (6.36)
Lemme 6.4.1: Le crochet de Lie possede les propriétés supgant
1) bilinéarité : Soientf, f1, f>, g, g1 et g, des champs de vecteurs lisses et saiesttS deux

scalaires, on a

lafi + Bf2 9] = alf1, 9] + Blf2, 9] (6.37)

[f,ag1 + Bg2] = alf,g1] + BIf, 92] (6.38)
2) Antisymétrie : Soientf etg deux champs de vecteurs, on a

[f. 9] = —lg.f] (6.39)

3) Identité de Jacobi: Soientf et g deux champs de vecteurs lisseshetine fonction
scalaire lisse, on a

Laasgh = VR.[f, g] = LeLgh — LyLeh (6.40)
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6.4.1.1Difféomorphisme
On sait que la représentation d’état pour un systa’est pas unique. Pour les systémes
linéaires on passe d’une représentation d’étataautre par un changement de base (nouveau
vecteur d’état). Dans le cas des systémes nonir@s¢aon peut géneéraliser cela en
introduisant la notion ddifféomorphisme.
Définition 6.4.3: Soit une fonctionp de R" —» R" définie dans une régiab € R™ On dit
queg estun difféomorphismesi ¢ est lisse et son inverge ! existe et est lisse. Lorsqie=
R", on dit que I'on ain difféomorphisme global.
Il nest pas toujours facile de trouver un diffeaphisme global. Une caractérisation est
donnée dans le lemme suivant
Lemme 6.4.2: Soit ¢(x) une fonction lisse d&R™dansR™définie dans une régiob € R™:
@(x) est un difftomorphisme local dans une sous réded contenant le point = x, , Si
sa matrice Jacobienne est non singuliere enx,.
Exemple 6.8 :Considérons le systeme non linéaire décrit par
x=f(x)+g@u (6.41)
y = h(x) scalaire
Supposons que(x) soit un diffeomorphisme et posons

4.4.1.2 Changement de coordonnées

z=@(x) (6.42)
En dérivant on a
=205 =2 () + g o) 6.43
z—axx—axfx gxu (6.43)
Commex = ¢~1(z), on obtient une nouvelle représentation d’étatstgarit
. _Op [0¢
A e PG ORIOD] I
y=h(p~(2)

6.4.1.3Théoréme de Frobenius
Exemple 6.8: Avant de rentrer dans des détails techniqguesyess de montrer a quoi peut

servir ce théoreme. Pour cela, considérons les phala vecteurs suivants

f1(x1, %2, %3) 91(x1, %2, %3)
f) = f2(x1,%2,x3) |, gx) = g2(x1,x2,x3)
f3(x1, %2, %3) 93 (X1, X2, X3)

Et une fonction scalaire
h(x) = h(x1;x2,x3)

=
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Définissons le systeme d’”“equations aux déerivéesefias du premier ordre.
Lch =Vh.f =0
Lgh=Vh.g =0

De maniere plus explicite
oh oh oh

ax1f1+ax2f2+ax3f3=0 (6'44)
O it 2 g+ 2 g =0 6.45
axlgl angZ ax3g3_ ( ' )

On suppos¢ et g connues. On cherche une solutlorSi une solution existe, on dit que le
couple de champs de vecte(fsg) estcomplétement intégrablée théoreme de Frobenius
donne une condition nécessaire et suffisante pexisience d'une solution. S'’il existe deux
fonctions scalaireg; (x;, x2, x3) et B,(x1, x5, x3), telle que le crochet de Lie
[f, 9] = B+f + B2g (6.46)
Il existe une solutioh au systeme d’équations. On dit aussi que le cqyple) est involutif.
Nous allons généraliser ces résultats pour un drlsathe champel champs de vecteurs.
Définition 6.4.4 Soient fi, f5, ... fyun ensemble dem champs de vecteurs @&,
linéairement indépendants. On dit que cet ensemebtecomplétement intégrable si et
seulement si il existe — m fonctions scalaireb,, h,, ... h,,_,,, telles que
Vhl-fj=ijhl-=0,i=1,2,...,n—met1£j§m (6.47)
et si les gradient8h; sont linéairement indépendants. Il est importanhater que si I'on en
champs de vecteurs, le nombre de fonctions incanesia — m, n étant la dimension deet
le nombre d’équations aux dérivées partiellesrdgst — m). Dans I'exemple en début de
paragraphen =3;m=2;n-m= 1.
Définition 6.4.5: Soientf;, f,, ... fr,un ensemble de champs de vecteurs @& linéairement
indépendants. On dit que cet ensemble est invaust seulement si il existe des fonctions

scalairesy; j, deR"dansR telles que

m

[fofi] = ) @GO fico) (6:48)

k=1
Cette derniére définition est une généralisationlalenotion présentée dans I'exemple
introductif. Si la condition de la définition pratente est satisfaite, alors
Rang[(fi(x), ..., fn(¥))] = Rang[(fi(x), .., fin () [fi, £i1())]
pour toutx, i etj. Nous pouvons maintenant donner une conditionssade et suffisante de

complete intégrabilité de 'ensemifig £5, ... fo, -

5
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Théoreme 6.5.1Soientf;, f,, ... f;, un ensemble da champs de vecteurs & linéairement
indépendants. Cet ensemble est completement iblégiaet seulement si il est involutif.

Il s’agit d’'une condition d’existence, mais pas rtuméthode permettant de calculer une
solution.

6.4.2 Degré relatif et forme normale
Systeme nono-variable (SISO)
> x=f(x)+gx)u f:D->R*,g:D->R"'DcR" (6.49)
y = h(x), u, yeR
f, g eth sont toutes suffisamment lisses. La dérive deesest

oh
y = a(f(x) + g()u) = Leh(x) + Lgh(x)u (6.50)

Dérivées consécutives de la sortie

y = Leh(x) + Lgh(x)u
Lyh(x)u=0= j = L*;h(x) + LyLeh(x)u

Lol th(u =0 = y®*D = LE*Th(x) + LyLfh(x)u

Définition 6.4.6: le systeme; a pourdegré relatip, 1 < p < n sur une régioD, c D si
pourvx € D,
LyLlith(x) =0,i=1,2,..,p— 1 (6.51)
LoLt ™ h(x) # 0

Exemple 6.9: field-controlled DC motor
—ax; 1
flx) = (—bx2 +k— cx1x3), glx) = (0) et h = x3
dx1%x; 0
Lgh(x) =0
LgLgh(x) = dx,
Le degré relatif est de 2 sur la région= {x € R3| x, # 0}
Exemple 11:Degré relative d’un systeme linéaire

bms™ + bp_1s™ 1 4 -+ by
S+ ay_1s™ 1+t ag

H(p) = (6.52)

Une réalisation sous la forme canonique commandable
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x = Ax + Bu

y =Cx
Théoreme 6.4.2 le systeme; est linéarisable de telle sorte gu'’il n’y ait phes dynamique
interne s’il a pour degré relagf= n.
Démonstration : on pose,

(El’ El’ R En)T = (y1 )7: ry(n_l))T
Alors

Séi = ;_lh(x) = $i+1

én = LEh(x) + LgLF "h(x)u (6.53)
Ce dernier devient une chainerdmtégrateurs (aussi appelé la formeBitanovsky)

S =v (6.54)
a condition que

v = Lth(x) + LyLF th(x)u (6.55)

L’équivalence des systemey et Y est lice a I'existence du bouclage ci-haut et un

difféomorphisme dans un voisinagexjeé = T(x) :

h(x)
Lqh
Tx) =| 7 :(x) (6.56)
L h(x)
En plus, commégL}l‘lh(x) # 0,Vx € D, , on a pour commende linéarisante
1 n
u= W(U - th(x)) = ﬂ(x) + OC(X)U (657)

Remarque: la commande ci-haut est un bouclage statique

Application
On va chercher a déterminer :
Un bouclage
9 =alx)+Bx)u
Un changement de coordonnées

z=@(x)
Afin d’obtenir
z=Az + BY
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a) Présence d’'une sortie

Systeme :

x=fx)+g(u

y = h(x)
Principe : dériver la sortie jusqu’a apparition de I'entrée.
. 0h _ 0h
y=ok= a(f(x) + g(x)u)
Si
oh 0
ax?
on continue a dériver, c.-a-fl.= ---, etc.

b) Chaine d’intégrateurs
On finit par obtenir un certaintel que :
y =al) +pEu="9
C’est une chaine d’intégrateurs.
c) Equation d’erreur et stabilisation
Chaine d’intégrateurs
y(T) =9

Polynébme caractéristique

r

A(s) = H(s —A)=s"+a;s""++a,_1s+a,
i=1

Equation d’erreur

e=yY—Yc

A(S)E(s) = s"E(s) + a;s" E(s) + -+ a,_1SE(s) + a,E(s) = 0

eM+ae™V4.tq._e®+ae=0

d) Loi de commande pour la chaine d’intégrateurs

9=y =y 4o,V =y )+t a0 -y +a (- y)
Conditions sur la sortie
Sortie inconnue
Déterminer urh(x) particulier tel gu’en posamt= h(x) et en dérivant cette sortie, on arrive a
une taille maximale =n, c.-a-d.

y(r) = 19




CHAPITRE 6 COMMANDE DES SYSTEMES NONLINEAIRES

Le bouclage transforme le systeme en une chaine d’intégrateurs :

—_—u= ﬁ(l —a(z)) f—| = = f(x) + g9(2)u f—>

Figure 6.z : Le bouclage entrée sortie
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