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Exercice 1. (4.5 points)

1. Soient a,b € N* tels que a # b. Montrer par récurrence que :

Yn € N*, o™ — b" est divisible par g — b.

2. Soient 7,y € R. Montrer par contraposition que :

4 1
$+y>1:>y>50u:c>—‘

5

Exercice 2. (6.5 points)

I. Dans R, on définit la relation binaire R par :
Vez,yeR, zRy<=z* -y <z -9

Montrer gue':
(a) R n’est pas symétrique.
(b) R n’est pas antisymétrique.
2. On définit sur |1, +oo| la relation binaire S par :

1 :
Vr,y €]§,+oo[, rSy<=rrr-yP<zr—y.

(a) Montrer que S est une relation d’ordre.
(b) Cet ordre-est il total ?

Exercice 3. (9 points)
On considére les deux applications suivantes :

f: R — R g: R — R
z — f(z)=3-2z r =3 glx)=a’

[ est-elle injective ? surjective ?
Calculer f({—4,3}), f(]1, +oo]) et f7(] — oo, 0f).
Déterminer ’application gof et calculer (gof)(0), (gof)(3) et (gof)~*({—1}).
gof est-elle injective ? surjective ? bijective 7
Donner des intervalles [ et J, tels que ’application gof : / — J soit bijective.
Déterminer, dans ce cas, |’application réciproque (gof)~". =

BT

5 Bon Courage
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Exercice 1. (4.5 points)
1. Soient a,b € N* tels que a # b. Montrons par récurrence que :
Vn € N*, o™ — b" est divisible par a — b.
Il s’agit de montrer que |
Vne N, Jke€Z, a" —b" = k(a —b).
Pour n € N*, notons par P(n) la propriété : 3k € Z, a™ — b" = k(a — b).

(a) Pourn=1,ona
a' —b'=a—b=1(a—0b).

Donc,
EIkzlGZ:al—bl:k(a‘b).

D’ol P(1) est vraie.
(b) Soitn € N*. Supposons que P(n) est vraie, c’est a dire 7
JkeZ, a"-b"=k(a—0b) \ - 0 Ib
et montrons que P(n + 1) est vraie, c’est a dire
Ik €Z, o™ - "t =K (a-b).

Ona
a"*tt — bl = aa™ — bb"
= a(b™+ k(a — b)) — bb™ (grace a I’hypothése de-récurrence)
= ab™+ ka(a —b) — bb"
= (V" +ka)(a—0)
Donc

3k = (" + ka) € Z, o™ —b™*! = K'(a — D).
Finalement, on a montré par récurrence que : 4
Vn € N*, o™ — b" est divisible par a — b.
2. Soient z,y € R. Montrons par contraposition que : .

4 1
a:—l—y>1:>y>gou$>g.

Il s’agit de montrer que

Ona

—



Exercice 2. (6.5 points)

1. Dans R, on définit la relation binaire R par :
Vz,y € R, m’Ry(:):cz—gfgx—y.

(a) Montrons que R n’est pas symétrique :
On a 0R2, car
0*-22=-4<-2=0-2.

Mais, 2 /R0, car

2-02>2=2-0.
(b) Montrons que R n’est pas antisymétrique : On a OR1 et 1R0, car

02-12<0-1 i

et

P10 4,
Mais 0 # —1.

2. On définit sur |1, +c0] la relation binaire S par :

il
ez 2 E]E,Jroo[, zSy+—=2*—yl<z—y.
(a) Montrer que S est une relation d’ordre.
i. Réflexivité de S : Soit z €]3,+0o[. Ona
P -zl =0=2z—2z.

Donc,
72 — z2 <z-—uz

Par suite,

!
Vz EJE; +o0[, z8z.
D’ou, S est réflexive.

ii. Antisymétrie de S : Soient z,y €]3, +o0], tels que zSy et ySz. On a

xSy g sy
et —> (511
ySz y¥-22<y-z

Par suite,
- =y =z —1.



On a
?—yl=z—y = (z—y)lz+y—1)=0.
=y
= ou
z =1—y (impossible, car z,y €]3, +o0]).
Donc 4 '
Vz,y E]E, +oo,z8y et ySz =z = y.
D’ou ’antisymétrie de S.
ili. Transitivité de S : Soient z,y, z 6]%, +o0, tels que zSy et ySz. On a

xSy -y <z—y

et —=1 et

ySz P sy—2
= - L1z

Donc .
Vz,y,2 €]§,+oo[,a:8y et ySz = 1Sz.

D’ou la transitivité de S.
De i, ii. etiii., on a S est une relation d’ordre.

(b) Cet ordre est total : En effet, soient z,y €]3,+oo[. Ona
x2—y2§x—y ou :cz——y?‘z:c——y

= P Loy y-ddiy-u
=% 8y ou JSI.

Exercice 3. (09points)
On considere les deux applications suivantes :

f: R — R g: R — R
2 — f(g)=3-2 r — g(z) =1z
1. (a) Injectivité de f : Soient 2,72 € R : f(z;) = f(z2).
: flx1) = f(z) = 3—21; =3 - 22,
= —2r; = -2z,
— I = 3.

Donc f est injective.
(b) Surjectivité de f : Soity € R, 37z e R : y = f(z).

y=f(z) = y=3-2z

Donc

D’ou [ est surjective.



2. Calculons f({—4,3}), f(J1,+oo[) et f~(] — o0,0]).

(@) _
F{-43D) = (yeR/3c {43} f(=) =1} i
= {f(-4),73)} Ok
= il a.
(b) 5
f(L,e0]) = {yeR/3z €1, o0 f(z) =y} -~
= ] —o00,1[ ( car f est décroissante). 01%5
(c)
fHl=00,0) = {zeR/f(z) €] - 00 0}
= {zeR/—o0< f(z) <0}
= {g€R/—c0<3—-22<0}
= {zeR/—-00<3—-2zet3—2z <0}
Donc

£74( ~ o0,0]) =] — o0, +oo[rl,

3. Déterminons ’application gof et calculons (gof)(0), (gof)(3) et (gof)~*({-1}).
(a) Déterminons 1’application gof : Soit z € R.
(gof)(x) g9(f(z))

(3 — 2z)2
4z% —~ 19249,

+ool=]3, +oo|

[

Donc
gof: R — R

z +— (gof)(z) =4z - 122+ 9.

(b) Calculons (gof)(0), (gof)(3) et (gof)~*({-1}) : =
o &
(gof)(0)=4(0)> - 12x0+9=9. @

, (90)(3) =4(3)* - 12x (3)+9=9 g
(9of)1({-1}) = {z €R/(gof)(z) € {-1}} ~ 5
{z eR/(gof)(z) = —1}

{z e R/4z* =122+ 9 = -1} '
{reR/4z? — 122 +10=0} (A=9—-4x3=-3<0) /L
0.

4. (a) Injectivité de gof : gof n’est pas injective car y = 9 admet deux antécéden&
(d’apres la question précédente) (gof)(0) = (gof)(3) = 9 mais 0 # 3.

1001 [ |

(b) Surjectivité de gof : gof n’est pas surjective car y = —1 n’a pas d’antécédents
(d’apres la question précédente).

(c) Bijectivité de gof : gof n’est pas bijective car elle n’est pas surjective (ou car el
n’est pas igjective).



5. (a) Donnons des intervalles I et J, tels que I’application gof : I — J soit bijective :
Résolvons I’équation y = (gof)(z) ou y € J et = & déterminer d’une maniere
unique dans /.
y=422—-1224+9< 42> - 12z +9—y =0
A =144 — 4 x 4(9 — y) = 16y
A>0&16y>0< y € [0,+o0]

12 4+ /16 12 — /16
1esracinessontz1=~8—y:—g+‘/7§, etxzz—gg:%_g
Le tableau de variation

gotin — ‘l’ -

E P
gofix} \ /
4]

3
1l est facile de vérifier que gof : I = [5, +oo[— J = [0, +o0o est une bijection.

Remarque : on peut aussi considérer la bijection
3 ' \_,/
gof:I=] —00,5] — J = [0, +o0].

(b) Déterminons, dans ce cas, I’application réciproque (gof)™* : Lapplication

réciproque de la bijection gof : I = [-2«, +oo[— J = [0,+00[ est la suivante :

(o)™ + [0, +00] — [5,+oo]

- 3 Y
y (o)) =2+ L
2 2
Remarque : L’application réciproque de la bijection
3
gof-: I =] — o0, 5] — J = [0,4+00] est
— 3
(gof) ™ [0, 0] —] = 00,3]
= 3 Y
e R



