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1 Logiques et méthodes du raisonnement mathé-
matiques

2 Ensembles, Relations et Applications

2.1 Ensembles
2.1.1 Généralités

Définition 2.1.

» Un ensemble est une collection d’objets rassemblés selon une propriété com-
mune. Chaque objet est un élément de I’ensemble.

» On appelle le nombre d’éléments d’'un ensemble F le cardinal et on le note
card(E).

» On note par () 'ensemble vide.

Exemple 2.1.

» N={0,1,2,3,4,5,...} ensemble des entiers naturels.

> Z=A{...,-3,-2,—1,0,1,2,3,4,5,...} ensemble des entiers relatifs.
» ensemble des algériens.

» ensemble des nombres impairs.

» card(N) = infini et card(®) = 0.

Remarque 2.1.

» Un élément z est distinct de I'ensemble {z} c’est-a-dire x # {z}.

Définition 2.2.
» = € F (appartenance) signifie = est un élément de ’ensemble E.
» r ¢ F signifie x n’est pas un élément de I’ensemble E.

2.1.2 Opérations sur les ensembles

a. Intersection "N"
x € ENF signifie (&) "v € E et x € F", et on écrit

ENF={x/r € FE et v € F}.

Exemple 2.2.
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E F EnF FnF
.
= -

FIGURE1 - ENF

» £ = {2017,2018,2019,2020}, F = {2016,2020,2021}, alors E N F =
{2020}
» E = {2017,2018,2019,2020}, F = {2016,2021}, alors E N F = 0.

Remarque 2.2. E et F sont disjoints signifie que E N F = (). Autrement
dit, ENF = () signifie (Vx € E, x ¢ F)et (Vx € F, © € E).

b. Réunion "U"
x € EU F signifie (&) "z € Eouxz € F", et on écrit

FEUF ={x/r € E ou x € F}.

FIGURE2 - FUF

Exemple 2.3.

» £=1{1,2,6,7}, F ={-1,6}, alors FEUF ={-1,1,2,6,7}.
» £ ={2017,2018,2019,2020}, F = 0, alors EUF = {2017,2018, 2019, 2020} .

c. Inclusion "C" et égalité "="
E C F signifie (<) que tous les éléments de E sont dans F', autrement dit

Ve, r€ = x € F.
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Remarque 2.3. E = F signifie £ C F et F' C E, autrement dit Vo € £ <
xeF

FIGURE3 - E C F

Exemple 2.4.
» £ ={-6,0,7,9}, F ={-6,-5,-3,0,7,8,9}, alors EC F mais F ¢ E.

d. Différence et Complémentaire de deux ensembles
On appelle différence de deux ensembles E et A noté F — A est I'esemble des
éléments de F qui n’appartiennent pas a A et on écrit

E-A={z/z e E et x & A}

Dans le cas o1 A C E, alors F — A est dit complémentaire de A dans F et
il es noté "Ca ou A.

FIGURE 4 — C4 : complémentaire de A dans E

Exemple 2.5.
{1,2,6,7}, alors Cp = {2,7}.
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2.1.3 Propriétés

Soient E, F' et G trois ensembles, alors les relations suivantes sont vraies

1. AnB=BNAet AUB = BUA. (commutativité)

2. ANP=0NA=0et AUD=0DUA=A.

3. (ANB)NC=ANn(BNC)et (AUBU)C =AU (BUC). (associativité)

4. (ANnB)UC = (AnC)u(BnC)et (AUuB)NC = (AuC)n(BUCQO).

(distributivité)

5 A—-(BNC)=(A-B)U(A-C)et A—(BUC)=(A-=B)n(A-C).

6. SiACFEet BCE,alorsCg"82=CauUCE et CAYB=CanNCE.
Exemple 2.6. Soient A C E et A C E. Démonter les lois suivantes :

1. CANB — CAUCE.

2. C4VB =C4nCE.

1.
Soit 1€ Cy? & we€Fetx g (ANB)
& rzeFet(xgAoux ¢ B)
& (reFetxecCp)ou(xr € Feta € OF)
& ze(Caulh),
donc C4"P = C4uCE.
2.

CaVB = {z/rc Eetx g (AUB)}
= {z/xeFet(xgAet(z¢&B)}
= {2/r€Fet(reChetxcCh)}
= {2/r€Fetzc EetvreChetz € CE}...(car ENE =E)
= {z/rcEetzcCheta € Eeta € CF}
= {o/z € (CENCE)}
= (CRUCE),

donc C4YB = C4nCE.
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2.1.4 L’ensemble des parties d’un ensemble

Etant donné un ensemble E, on désigne par P(F) I'ensemble de toutes les
parties de E c’est-a-dire
P(E)={A/AC E}.

Remarque 2.4. L’ensemble vide () et E sont des éléments de P(E). Le nombre
d’ensembles de P(E) est 2¢0m4(E),

Exemple 2.7. Si on prend E = {1,2,3}, alors
P(E) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3},{2, 3}, E}.

2.1.5 Partition d’un ensemble

Soit £ un ensemble et A une famille des parties de E. On dit que A est une
partition de F si

1. Tout élément de A n’est pas vide.

2. Les éléments de A sont deux a deux disjoints.

3. La réunion des éléments de A est égale a E.

Exemple 2.8. Soit E = {1,2,3}. Si on prend alors
» A= {{1},{2},{3}} est une partition de E.

» A= {{1},{2,3}} est une partition de E.

» A= {{1,2},{2},{3}} nlest pas une partition de E.
» A= {{2},{3}} n'est pas une partition de E.

2.1.6 Produit cartésien

Définition 2.3. L’ensemble des couples (z,y) tel que xz € E et y € F est appelé
produit cartésien de F et F et il est noté E x F', autrement dit,

ExF={(z,y)/Jr € E et ye F}.

Exemple 2.9.

» NxN=N?={(n,m)/n €N et meN}.

» RxR=R?={(z,y)/z € R ety € R}.

» RxN={(z,y)/x € R et y € N}.

P RXxRxR=R3={(z,y,2)/reR ety €R et z € R}.
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2.1.7 Propriétés du produit cartésien

Soient F/, F', G et H quatres ensembles, alors les relations suivantes sont vraies
1. ExF=0=FE=0ouF =(.
2. ExF=FxE&sFE=0ouF=0ouFE=F.
3. ExX (FUG) = (Ex F)U(E xG).
4. (FUF)xG=(ExG)U(F xG).
5. (ExF)N(Gx H)=(ENG)x (FNH)
Remarque 2.5.
» (EXF)U(GxH)# (FUG)x (FUH).
Un contre exemple : si £ = F = {0},G = H = {1}, alors EUG = {0,1} et
FUH ={0,1}.
Et on a aussi, £ x F' = {(0,0)}, G x H = {(I,1)} et , (FEUG) x (FUH) =
{(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}.

Exemple 2.10. Soient A, B,C et D des ensembles. Démonter la loi suivante :

(Ax B)N(Cx D) =(ANC) x (BN D).

Soit (z,y) € (Ax B)N(C x D) (r,y) € (A x B)et (z,y) € (C x D)
r€Aetye Betx e Cetye D
r€AetxeCetye Betye D
(xreAetxeC)et(ye€ Bety e D)
re(ANC)ety e (BND)
(x,y) € (ANC) x (BN D),

Tt o0

donc (Ax B)N(C x D)= (ANC) x (BND).
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