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Exercice N°1

1. By ={zeR0<z<3}=]0,3]

— La borne sup de FE; : est le plus petit des majorants. L’ensemble des majorants de F;

est [3, +00]. Le plus petit de ses majorants est 3, donc .

Le max de F; : puisque sup F; = 3 et 3 ¢ Fj, alors ‘ max Fq n’existe pas ‘

La borne inf de F; : est le plus grand des minorants. L’ensemble des minorants de E

est | — 0o, 0]. Le plus grand de ses minorants est 0, donc .

— Le min de Ej : puisque inf £} =0 et 0 ¢ E, alors ’min FE n’existe pas ‘

2. Bhy={zecRz3>3}={zcR|z > 33} = V3, +oq]

— La borne sup de FEs : est le plus petit des majorants. L’ensemble des majorants de F»

est vide, donc ‘sup FE5 n’existe pas ‘

— Le max de FE5 : puisque sup Fy n’existe pas, alors ‘max FE5 n’existe pas ‘

— La borne inf de E5 : est le plus grand des minorants. L’ensemble des minorant est

] — 00,3 \/§] Le plus grand de ses minorants est 2v/3, donc |inf Fy = 31/3|.

— Le min de E; : puisque inf Ey = 3/3 et 33 ¢ Ey alors ‘min FE5 n’existe pas ‘

3. B3={2-1neN}={1,323 .2 = E3=[1,2]

— La borne sup de FEjs : est le plus petit des majorants. L’ensemble des majorants de Fs

est [2, +00]. Le plus petit de ses majorants est 2, donc .

— Le max de Ej : puisque sup E3 =2 et 2 ¢ Ej3, alors ‘ max F3 n’existe pas ‘

— La borne inf de Ej : est le plus grand des minorants. L’ensemble des minorants de Fs

est | — oo, 1]. Le plus grand de ses minorants est 1, donc .




— Le min de Fj : puisque inf E3 =1 et 1 € Ej3, alors .

4. By = _?}Lf”” € N*} = {%, % %,,_,2} — E, = [i’Q[

— La borne sup de Ej : est le plus petit des majorants. L’ensemble des majorants de Fy

est [2, +o00[. Le plus petit de ses majorants est 2, donc .

— Le max de FEj : puisque sup Ey =2 et 2 ¢ Ey, alors ’max F, n’existe pas ‘

— La borne inf de Ej : est le plus grand des minorants. L’ensemble des minorants de Fy

est | — oo, i] Le plus grand de ses minorants est %, donc |inf Ey = % .

— Le min de Ej : puisque inf F4 = % et i € Fy, alors |min By = i .

5. Bs={i1<z<2}={i<

I
—
N[ =
=

R I=

<1}

— La borne sup de FEs : est le plus petit des majorants. L’ensemble des majorants de Fs

est [1, +o0[. Le plus petit des majorants est 1, alors .
— Le max de Fj5 : puisque sup F5 =1 et 1 € Ej, alors .

— La borne inf de Fs : est le plus grand des minorants. L’ensemble des minorants de Es

est | — 00, 3]. Le plus grand de ses minorants est 3, donc |inf E5 = £ |

— Le min de Ej5 : puisque inf F5 = % et % € FEs5, alors |min F5 = % )

Exercice N°2

A et B sont deux parties non vides bornées de R.
1. Montrons que si A C B = sup A < sup Betinf B <inf A .

a) ACB = sup A <sup B

B est majorée A est majorée
Puisque BCR = sup B existe ACR = sup A existe
B#o A#o

Alors, Vx € B = x < sup B.
Et comme A C B, donc Vx € A = = < sup B.

Donc sup B est un majorant de A et sup A est le plus petit des majorants de A, alors

sup A <sup B




b)

A CB = infB <inf A

B est minorée A est minorée
Puisque BCR = inf B existe ACR = inf A existe
B +# @ A+

Alors, Vx € B = x > inf B.
Et comme A C B, donc Vz € A — x > inf B.

Donc inf B est un minorant de A et inf A est le plus grand des minorants de A, alors

inf B<inf A

2. Montrons que sup (A U B)= max (sup A, sup B) et inf (A U B)= min (inf A, inf B).

a)

sup (A U B)= max (sup A, sup B) :

Montrons les inégalités des deux sens, ce qui veut dire
maz (supA, supB) < sup (AU B)
max (supA, supB) > sup (AU B)

Ona A C(AUB)=sup A <sup (A UB)

Et B C (AUB)=supB <sup (A UB)
Donc
’max (sup A, supB) < sup (A U B)‘ ............ (1)

Soit z € (AUB) alorsz € Aoux € B

(A U B) est borné = x < sup Aouz <sup B

Donc z < max (sup A, sup B)

En d’autre terme max (sup A, sup B) est un majorant de (A U B) et sup (A U B) est le

plus petit des majorants

Donc ’sup (A U B)< max (sup A, sup B)‘ ..... (2)
De (1) et (2), on déduit que

‘sup (A U B)=max (sup A,supB) ‘

inf (A U B)= min (inf A, inf B) :
A C (AUB) = inf A > inf(A U B)
B C (A UB) = inf B > inf(A U B)
Donc [min (inf A, inf B)> inf (A U B) |......(3)




Soitz € (AUB) = x€AouzeB
(A U B) est bornée = = > inf A ou = > inf B (car A et B sont bornées)
Donc z > min (inf A, inf B).
Par conséquent, min (inf A, inf B) est un minorant de (A U B) et inf (A UB) est le plus
grand des minorants. Donc
[inf (A U B)> min (inf A, inf B) |.......(4)
De (3) et (4), on obtient
‘inf (A U B)=min (inf A, inf B) ‘

Exercice N°3

1. Montrons que |z + y| < |z| + |y :

Par définition de la valeur absolue :
VaeeR, —|z) <z <l|z|...(1);

VyeR, —lyl <y <lyl|..... (2)
(D)+(2) = —(lz| + y]) <z +y < |z[ + |yl.
On a:

Donc

2 +y| < [2] +y]|

2. Montrons que ||z| — |y|| < |z —y] :

VzeR, |zl=|z—y+y| <|x—y| 4+ |y (3);
VyeR, lyl=ly—z+a|<|y—a|+|z|=lz -yl +|x]..... (4)
De (3), on obtient :  |z| — |y| < |z — y|
De (4), on obtient :  |y| — || < [z — y| = [o] — |y| > —lz — y|
A partir de (3) et (4), on obtient : —|z —y| < |z| — |y| < |z —y|.

En utilisant (%), on aura :

2] = [yll < |z — ]|




Exercice N°4

1. La partie entiére :

Par définition, z = E(z) 4+ «, avec a € [0, 1]

(B3],

1 car 1,2=1+40,2.
o | E(—4)=—-4|, car —4=-4+40.
2

o |E(V8)=2], car /8=2,8=2+0,83.

o | E(-4r) = -13

, car —12,56 = —13 + 0, 44.

2. Démonstration :
o Vr,yeR, x<y=— E(z) < E(y)
On a:

(1)-(2) = E(x) — E(y) <z —y....(3)
Et puisque s <y =2z —y <0
Alors (3) devient E(z) — E(y) < 0, Donc | E(z) < E(y) |.
e Vz,yeR, E(x+vy)— E(x)— E(y) € {0,1}
r—1<E(x)<z
y-1<E@) =<y = Yy < —E1) < Y+ Levererrerernnn, (2)
r+y—1<E(@+y)<z+y

En additionnant (1), (2) et (3), on déduit
—1<E(x+y) - E(x)—E(y) <2

Donc ’E(m +y) — E(z) — E(y) € {0, 1}‘ car les nombres entiers qu’il y a entre -1 et 2

sont O et 1.

. E<E(Zx)> = E(z),Yx € R,n € N*

Montrons les inégalités des deux sens, ce qui veut dire

E(E@@) < B@)




— D’une part, on a :

E(nz) < nx = Ene)

IN

x.

La fonction partie entiére est croissante, alors

EMSEQC ..... 1
(F22) < B@) )

n

D’autres part, on a :

nE(z) est un entier donc E(nE(z)) = nE(x)

= B(B(@) < E<E(Z$)> = B() < E(E(;”:)> ....... )

E(x),Vx € R,n € N*|,

E
De (1) et (2), on obtient I'inégalité recherchée | E ((nx))
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