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Avant-propos

Le présent volume est le second d’une série d'excercices avec solutions
développées qui s'adresse aux étudiants des classes préparatoires aux Grandes
Ecoles scientifiques et du premier cycle universitaire.

Les objectifs d'un recueil de ce type sont bien connus : il s'agit essentiellement
d'aider le lecteur a évaluer ses connaissances et a les mettre en ceuvre; ceci implique
aussi bien une réflexion sur la nature des concepts et une prise de conscience des
limites de l'outil constitué par le cours que la recherche d'une maitrise des
techniques de calcul.

Sauf rares exceptions, nous n'avons donné de chaque question qu'une
solution, celle qui nous a paru s'exposer le plus briévement ou offrir les plus larges
prolongements; il ne s’agit naturellement pas d'une solution exhaustive et le lecteur
aura toujours intérét a poursuivre le plus loin possible sa propre démarche.

Nous avons explicité tous les raisonnements et la plupart des calculs,
n’hésitant pas a aller, si nécessaire, jusqu'a !utilisation d'une calculatrice pro-
grammable; il nous est cependant -arrivé d'omettre intentionnellement quelques
intermédiaires pour laisser au lecteur le soin de les rétablir.

Deux tomes sont consacrés a I'Analyse. Le premier comporte cinq chapitres :
réels et suites, topologie, fonctions d'une variable réelle, intégrale, séries numéri-
ques. Ces deux derniéres questions sont reprises dans le présent tome 2; par ailleurs
celui-ci traite des suites et séries d'applications, des séries entiéres et trigonométri-
ques, des fonctions de plusieurs variables et des équations différentielles.

Nous remercions les lecteurs qui ont bien voulu nous faire part de leurs
critiques et suggestions concernant notre premier volume. Nous espérons que le
second bénéficiera de la méme attention.

Les Auteurs



TABLE DES MATIERES

1. SERIES

Séries numériques

Suites d’applications

Séries d’applications
. Séries entiéres

_____
babb=

. Séries trigonométriques ......

INTEGRALES

2.1. Compléments sur Pintégrale simple

.22, Intégrales dépendant d’un paramétre ...

3. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

3.1. Continuité — Différentiabilité

3.2. Problémes d’extremums

4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4.1. Equations différentielles linéaires

4.2. Equations différentielles non linéaires

11

111
119

145

145
154

160,

160
190



SOMMAIRE DU TOME 1

1. REELS. SUITES

1.1. Réels
1.2. Suites numériques

2. TOPOLOGIE

2.1. Topologie générale
2.2. Espaces métriques
2.3. Espaces vectoriels normés

3. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE

3.1. Limites; continuité

3.2. Dérivées; Rolle; Taylor

3.3. Développements limités

3.4. Etude pratique d’une fonction

4. INTEGRALE

4.1. Intégrale de Riemann
4.2. Calcul de primitives et d’intégrales
4.3. Intégrales impropres

5. SERIES NUMERIQUES

5.1. Séries A termes positifs
5.2. Séries numériques quelconques



SERIES

1.1. SERIES NUMERIQUES

. * * .. . . o(n)
Soit 0 :N — N une bijection. Nature de la série -z
1

* . o(k)
A tout n€N associons An= —2—— . Nous avons :
2n
a(k) ]
A2n ; kZ >lmz k lo(k)

2n
*
Somme de n &léments distincts de N , ; o(k) est au moins &gal 3 la somme
k 1

*
des n premiers &léments de N , qui est n(n+1)/2. D'od

* n+l
€ - —
VYnEN A2 A »— on >8

La suite (A ) * diverge ; la série ;—z— diverge.

I/n 2
Nature de la série ; a, ol a =f cos”t Log (! +V_) dt
1 o

\/1+:

Il s'agit d'une série 3 termes réels strictement positifs.

Par la formule de la moyenne, on constate que, si l'on pose :

1/n )
bnaf Log(l +Vt)dt
[s]

* -
on a bn>0, et que, pour tout n€N , an/bn est compris entre les bornes sur

2
[0,1/n] de la fonction continue @ : t :"Lﬁ . En utilisant ©(0) =1, on en
déduit an"'b au voisinage de +w. Vive

.

bn -0(37—5) au voisinage de += ; ;1 o converge, et donc ;lan converge.

En utilisant O<Log(! +a—)<\:7_ pour tout t€ [0,1/n], on obtient :

Soient a un réel tel que 0<a<1, et (a ) - une suite de

.. P a Py
réels positifs. On suppose que la série Zan converge. Montrer que la série
a converge, et que :

(Fe) < Son-




e Il s'agit d'une conséquence immédiate du fait qu'est vraie, pour
tout entier n€N 1'assertion :

n+l a [+ o
V(ao, ...4,an) El+ (ao + ..+ an) <ao + ..+ a (Pn)

e Il est clair que (Po) est vraie.
e Preuve de (P;). Vérifier (P;) équivaut 3 montrer que l'application

a - .
£f:(i+t) -1~ t® de l+ dans R est 3 valeurs négatives. On a :

V:El: £'(t) -m((lﬂ;)"‘—l - :“-l) .

- . *
Comme x — x* l, a—-1<0, est décroissante sur R, ona f'(t) <O pour tout

*
tER f est décroissante ; or £(0) =0. 0

+
e Preuve de (Pn) = (P_..), n>1. En utilisant (Pl) et (Pn) :

n+l
a

a «
((;;10 + o ta)) +an+l) <(a + . +a )% +a_

a a a
+1 <(a°+ +an) +an+l' 0

Remarque. lLa convergence de Zan peut se vérifier directement. En

effet, d'aprés la convergence de Za“, ona lima =0. Il existe donc n€EN
n n
tel que an<l pour tout n»N, et donc an<a(:" pour tout n>N. a

3

@ Soit aER" donné. Prouver la convergence de la sérieExn, ol

n
oii u _E(a_-l-2__)
n

1)’ et calculer sa somme S (E est la fonction partie entiére).
2

e La proposition est triviale si 0<a<1 (les u sont tous nuls et
S =0). Nous pouvons donc nous limiter 3 a=>1.
. . +
e Il existe un unique NEN tel que 2N<a <2N l. On constate que, pour

n+l

. n
tout entier n>N on a a+2 <2 et donc un-O. La convergence de Zun en

résulte : en outre S = § u .
n=

*
Pour nE{O,l, ,N} donné, u, est le nombre des pEN tels que p<
i.e. tels que Zn(Zp-l)EA, ol A-{I,Z,... ,E(a)}.

Tout entier m» 1 s'exprimant d'une et une seule fagon sous la forme du

a+2”
2n+l

produit d'une puissance de 2 par un nombre impair, ¢ : (n,p) > 2“(2p—l) est
* *
une bijection de NxN sur N .

Pour n€ {0,1, .. ,N} donné, on a donc :
*
u = Card An , ol _An= {qEA | 3pER @(n,p) -q}

et les An sont deux 3 deux disjoints, si bien que :



N N
S= nZ-oun =Card ngoAn =Card A=E(a),

la formule S =E(a) valant d'ailleurs si 0<a<]l.

Soit (an)ﬂ une suite décroissante de réels admettant O pour
limite.

Montrer que les séries Za et b,olb -n(a -a ) sont de méme
n 1 n n

n-1

nature ; en cas de convergence, comparer leurs sommes.

s P - . s ®
Il s'agit de deux séries & termes positifs. Pour tout n€EN , on a :
n n-1

b, = a, ~na n

1°) ler cas : Zan converge. Soit A sa somme. La suite croissante
0

n
ni— ;bk’ majorée par A, admet une limite ; ;bn converge, et sa somme B

= 1
vérifie BKA ; de (1) on déduit lim (nan)- A-B, ce qui exige A=B (sans quoi

n->+w
. A-B . :
on aurait a_~—— et ) a_ divergerait).
n n n

2éme cas @ ;bn converge.
1

*
— Soit n€EN fixé. Pour tout KEN , bnﬂ; s'écrit :
2 (n+2)(a ) | =a,,,)>n g (3geg-1 = 2nes)
et on a : gbnﬂ>nan-nan+k. . - (2)
Comme on dispose de 1lim ;b w " Z b_ et de lima +k=0’ on obtient,
ke f=) T m=n+1 Kkt
en passant 4 la limite dans (2), et en tenant compte de an>0 :
400
0<nan < Z b .
m=n+1

— Faisons tendre n vers +», Au titre de somme d'une série reste d'une
400

série convergente, on a : lim Z b =0 ; d'ot lim(n an)= 0.
n++o m=n+1|

n--toe o0
De (1) on déduit alors que Zan converge, et que rg)anﬂ;bn.

2°) Compte tenu des résultats déja obtenus, on peut affirmer que les
deux séries sont de méme nature, et qu'en cas de convergence elles ont la

méme somme.



Soit (an)nEN* une suite décroissante de réels positifs. Com—

P ~ n
parer les natures des séries a_, b et c,oib =nas,etc =2a .
| n i n n n n 20

1°) En utilisant : (an) est décroissante, et en comparant le nombre de

ips *
termes de chaque somme, on vérifie que, pour tout KEN :

(k+1)2
+ < < 3k
(k l)a(k_,,,)z n=zk:2+lan a2
(kf)z
i.e. b < a < 3b,.
k+1 n=k2+l k

*
On en déduit que, pour tout NEN :

N4 (N+1)2 N
E b < E a_ <3 E b .
n n n

o= n

n=2

N+1 +o0
*
— 81 a_ converge, on a b < a_ pour tout NEN ; b_ converge
ln n= n n= n | n

au titre de série 3 termes positifs dont les sommes partielles sont majorées.
N

(N+ 2 400
— Si b_ converge, on a a_ < a <a;+3 b a_ con-
g n Z n n Z n ; n
1 n= n= n= 1

verge pour la méme raison que ci-dessus.

En conclusion, Zan et ;bn sont de méme nature.
1
+!

n=l

2k
° . . ok k
2°) Ici : 2 2 s < Zk a <2 2k
2k+| 0=2"+1
. 1
i.e. ick+l< zk a < Ce
n=2"+1

En raisonnant comme au 1°), on constate que z a_ et E c¢_ sont de méme
n n
n>1 >l
nature.

Remarque. En appliquant le 2°) & la série de Riemann ;l/n“, a>0, on
1
P a s P 1=
constate que celle—ci & la méme nature que la série géométrique ZI(Z a)n’
qui converge pour a>1. [T

Soit £ :]0,1[ — R une application continue, positive et crois-
sante.

Montrer que les séries a_, b et c , ol :
; n ; n ; n
1 ] 1
2

L™ b = nf(e™) ;e = Lefl
a =£(e™ ;b =nf(e™) ;¢ = £
sont de méme nature.




1°) L'application t — f(e-t) de ]0,+»[ dans R est continue, positive
et décroissante ; (an)nEN* est donc une suite décroissante de réels positifs ;

d'aprés 1'exercice précédent, ;an et an sont de méme nature.
1 ns

2°) Rappelons le résultat du cours : soit g : [a,+~[ — R une application
+co

positive et décroissante ; alors l'intégrale impropre g(t)dt et la série
a

I;g(n), oli pEN est fixé tel que p>a, sont de méme nature
P

-

— En appliquant a g(t) =f(e_t), avec a=p=1, on constate que la nature

e -t
de Zan est celle de I=l f(e )dt.

l_ Comme u ++ Logu est un Cl-difféomorphisme croissant de [e,+~[ sur

400
[1,+°[, 1a nature de I est celle de J=f :‘; f(—&)du.
e

L'application u r—-*% f(&) étant décroissante sur [e,+=[ (au titre de

produit de deux applications positives et décroissantes), la propriété rap-

pelée s'applique : J et ¢, sont de méme nature. (m]

Soient P la partie de N constituée des nombres premiers, et

@in— p_ la bijection croissante N ~» P définie par :

=2 =mi €N.
P, 2 Poei min(P\ {po, ,pn}) pour tout n€N

1°) Dans cette question, on donne o €R, a>1.
q

Montrer que la série ZI /p(:1 converge. A tout n€N, on associe :
n
8 = [T a- l/p;:)-
k=0 o0 .

Montrer qu'il existe 8= lim 8> que GER:, que —;—= Z =
n->+w m=

2°) Quelle est la nature de la série Q1/p_ ?
n

+oo

— Rappelons que £(t) =Z Lt est défini si, et seulement si t>1.
m=] m

- Notons que p, est le (n+l)-iéme nombre premier, et rappelons qu'ad

* . . .
tout mEN on peut associer une unique suite de naturels (Vk)ken’ presque

=
nulle, telle que : m=| | P -
k=0

1°) a) On établit par récurrence : pn>n+2 pour tout n€EN.
D'oili : 0<p;a<(n+2)-a<l pour tout n€EN. (n

Puisque a>l,Z(n+2)_u converge ; Zp;a converge donc. ]



b) Pour tout n€N, on a 6n>0 d'aprés (1), et on dispose de :
n

-a
Log en—kZ)Log(l—pk )

On a : Log(l—p;a)“' —p;“ au voisinage de +». Comme la série 3 termes néga-

tifs é)(—p;“) est convergente, la série ;}Log(l—p;“) est convergente ; il

existe done A= lim (Log en), AER. De la continuité de la fonction exponen-—
n->eo

*
tielle, on déduit l'existence de eA= limeg , eAEl+. a
n-++xo

¢) Jusqu'id nouvel ordre, nEN est fixé. On a :
n

/6 =T ——.

n -a

k=0 1 -p

Pour tout k€ {0, ..,n}, 0<pl:“<l entraine :

i 8 .
- = Z OV *
P=p VO Py

En utilisant le théor&me classique sur le produit d'un nombre fini de séries

numériques absolument convergentes, on obtient :

] )
V. a
pn“)

-~ ( -
V= v o4y =y 0.
o n (po

$
:]
n
— Soit wEN. Nous disposons de la somme partielle Su<|/6n, ou :

1
§ = S ( z: —)
u = 4 = Vo Vn, &
v \)Oi -0-\)1'l v (pO “ Py )

*
Su est une somme finie de réels de la forme l/ma, mEN ; notons 1M le

40
plus petit d'entre eux. Comme chaque décomposition m=T | p\’k est unique,
k=0
chacun des &léments 1/m® de la somme Su n'intervient qu'une fois ; le nombre

de ces éléments est donc au plus M ; on a :

L0 S ’
Su“Z =<2 =
m=1 m m=] m

. s . 1
Comme un majorant commun & toutes les S , n€N, est un majorant de g ¢ ona:
1. * n
- < =
8 5 (2)
n w=l m oo
— Pour y€N assez grand, y majore chacune des sommes finies Z v asso-
ciées aux décompositions des entiers m tels que l<m<pn, et la somme Su con-
Pn :
tient tous les I/m” correspondants, si bien que : -]—<S .
P | 1 i M
On a donc : i _a<_ . (3)

m=] m 0
n



e Faisons maintenant tendre n vers +o. On a : lim Py, =t De (2) et

(3) on déduit : poes

R

lim —=Z] —=z(a). ]
3} a

n*+® n M=l m

2°) Reprenons les notations du 1°) avec a=1 ; ici :

n

8 =T [C(1-1/p).

n k=0 k

On a : p;l<1/2, et done p;l <1 pour tout kEN. On en déduit que restent

vraies 8 >0,
n e

1 Z 1
[} Z( v \))
n V=0 W +..4v =y pO.pnN
0 n 0 n

et, en utilisant encore les S :
Pn L
=K (3)

(en revanche (2) n'a plus d'intér@t, son second membre é&tant infini] .
Pn

e De la divergence de la série ; 1/m, on déduit : lim ; #=+¢=, et,
1 nr+e WME]
compte tenu de (3) :
lim 1. +o , i.e. 1im6n=0.
n>te n N+

e De Logb_= S Log(l1 - 1/p,) et lim Log® =-=, on déduit la divergence

n k n
=| n>t+o

de la série 3 termes négatifs é Log(1 - l/pk), et, en utilisant 1'équivalence

Log(1 - I/pk)~ - I/pk, celle de la série l;)(—llpk).

En conclusion, la série Zl/pn diverge.

Soit 2 a une série convergente A termes réels strictement
>l

positifs. Prouver de deux fagons la convergence de la série ;un, oll
( n )l/n 1
u ={TTa
o \y=g k

1°) En utilisant, aprés justification :

« n
VnEN l(guk<e gak.

n 1/n
1
° i1l1'a E 3 == ] | |
2°) En se ramenant 3 1l'étude de vn, ol Vo©o (n. L ak) .




*
°) On vérifie que, pour tout kEN on a :
i

ke 1) =rr<“ rrx(n D -
Or il est classique que (l +—) <e pour tout 1€N . On a done :

k 1/k
¥ <ok TTL, et 1<cS (rri) .
i=1

i=1
1/k
et : o Spo (TTH) .

En utilisant 1'inégalité classique entre moyennes arithmétique et géo-
métrique, on en déduit :
* e k
€ <2 __ Z ia,
VEN u S teTy 4

*
D'oili, pour tout n€EN

zuk<e Z;{(—li-—k%)lilx ai} .

On constate que le second membre de l'inégalité précédente s'écrit :

; 1 ]

e 4 kak (E-m].
n

[ PR

D'ol : Zuk<e E! ak<e ; a,
=1 K= =]

Les sommes partielles de la série ;un, a4 termes positifs, é&tant majorées,

P 1
la série est convergente. O

2°) On sait (cf. exercice 5.2.6 de notre tome I) que la convergence

a 1+232+ w0 a_

Zan entraine celle de ; bn, ot bn = —W .
n2 1

Or, pour tout nEN* :

n 1/n
_ 1 1 _ n+l
Vn—n (kl lk ak) g;{ gk ak - bn (1)

D'aprés nTb ~b au voisinage de += et bn>0 la convergence de

;bn entraine celle de ;nﬂ , et compte tenu de (1), celle de Zvn.
1

n=>1
— D'autre part : n! = (—) V2an 8(n), avec liméo(n) =1.
e
I/n_n b
D'ol : (n!) u(n), avec limu(n) =1, et donc :

n-++o
vn~un/e au voisinage de +=. o



— Soit (a )ﬂ. une suite de réels strictement positifs, telle

que la série Z — converge. Pour tout nell , on note : Sn= .ZI a .
kK=

#51 2n n?a
Montrer que la série ;cn, ou ¢, = gz » converge (on pourra utili-
i n

ser l'exercice précéddent).

La suite (S )nE‘N* est croissante. D'oli pour tout n=>2 :

k(S ) n \

1
kz(__-_
Z; ZZ kZ; Sk-l sk/
242 2 2
ie. Zc <kz;(k+l) k 2__(n+|) ,
_ S, S
=2 n
N L
et : Z;ck<si+ Z;%<Zm;+2 )
1 =2 k =1 “k

— D'aprés 1'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique :

« n 1/n Sn n o, 1/n
Va€N ( ak) <Peee<(TT a—) (2)
k=1 n k=1 "k
D'aprés l'exercice précédent, la convergence de ; — entraine celle de
_n 1\Iln
;(IT / , et donc, compte tenu de (2), celle de ; —_
k=1 %k
D'aprés 2;+2~2 5 au voisinage de +=, et S—->0, celle-—c1 entralne la
n n n
2n+2
convergence de l; g et, compte tenu de (1), celle de ;lcn. 0
1 n

* -
1°) a) Montrer qu'il existe un cER_ tel que, pour toute suite

i valeurs dans {0,1], et pour tout entier n>2, on ait :

Z:a (akl/k

- * .
b) Montier qu'il existe un YER, tel que, pour toute suite (ak)k>2

(a)y>n
-%<e m

& valeurs dans [0,1], et pour tout entier n2, on ait :

n 1/2
Z:Zali—llk < zak+Y(ziak) (2)
= =2 K=

2°) Soit z une série a termes réels positifs, convergente. Quelle

-i/n
est la nature de la série é n / ?
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1°) a) Pour tout entier k»2, on note f; 1l'application positive et
continue [0,1] — R telle que fk(x) -x(x—l/k— l)2 si x€10,1].

On a donc : f2(0) =] et fk(O) =0 si k»3.

Cette application admet en tout x€ ]0,1] la dérivée :

~-1/k

£100 = (- (-2 R -0,

On en déduit que fk admet la borne supérieure LI

— atteinteau point O 8i k=2, et alors égale & : uz-l ;

— atteinte au point (l--2/k)k si k>3, et alors égale i :
2
kr 2
y = (1-2/k) ('sz')
On a : uk~e—2 T?z au voisinage de +=. La série & termes positifs

Z Y est donc convergente.

e Soit (ak)k>2 une suite 3 valeurs dans [0,]]. En utilisant :

Yk > 2 0<f:'k(ak)<uk

+oo +o0
on constate que la série ;fk(ak) converge et que ;ka(ak) <Z§uk.

On peut donc adopter : c= Wes a condition de convenir que
—

k
ak(a;l/k— l)2 désigne fk(ak) méme si ak..o_
b) On note : b, = (fk(ak))‘/2=al1/2(a;'/k- 1.

Pour tout entier n>2, 1'inégalité de Schwarz fournit :

k}:ailzbk =(zlak)l/2. (Z;bi)llz

et, compte tenu de (1)

AL )

qui est (2) lorsqu'on adopte y =vec.

2°) Comme liman=0, on peut, quitte 3 remplacer Z’-ln par une série
nr+e

*
tronquée, supposer anE [0,1] pour tout n€EN .

Comme E a_ converge, les sommes partielles S 4 admettent un majo-
v =

rant commun A. D'aprés (2), les sommes partielles de la série & termes posi-

tifs g arll_l/n admettent le majorant A+yJ/A ; la série est donc convergente.
a

Soient (an)rﬁll et (bn)ﬂ deux suites réelles, telles que

a
: L. - n
bn#=0 et an+bn=#0 pour tout n€N. Que peut-on dire de la série E an+bn dans

le cas ol :



-] - > ,
1°) 1la série Zan/bn converge ?
2°) les séries Zan/bn et Z(an/bn)2 convergent ?

a a_ /b
1°) Pour tout n€N, u_ =—+— s'éerit u =———5— . La convergence de
n a +b n l+a /b
n n' n

a
n - . . . s
z-b— entrainant lima /b_=0, on dispose de : u_~a_/b_, au voisinage de +» (1)
n'n n n''n
n-++oo

—Sia /b a un signe constant i partir d'un certain rang, on sait que
(1) suffit pour que la convergence de Z /b entraine celle de Z n

— Dans le cas contraire, on ne peut rien dire. Soit, par exemple,

n P - < s
a = (-1)" et bn-\/nﬂ. Le théoréme des séries alternées permet d'affirmer que

}:“an/bn converge. Par contre on a, pour tout n=1 :

n n
o O SOV G ot
(-1)" +vn+i n Vo n
On constate que ;vn est absolument convergente, et que z (-)%/Va est semi-
1 2l

convergente. On en déduit que, comme ‘;lln, zln est divergente.
]

2 4 2 %n 2
e 3 ——— - — N = —
2°%) Ici u =3 (b ) +wn, ol w °((b ) )

n n n

La convergence de la série Z(an/b )2, 3 termes positifs, entraine 1'ab-

solue convergence de an. On en déduit la convergence de Zn'

Remarque. L'hypothése Za /b est convergente et a /b >0, qui assure
la convergence de Zu d'aprés le 1°), entraine la convergence de Z(a /bn)z.

En effet, de lima_/b_=0, on déduit que, & partir d'un certain rang :
n n
n-teo
2
(a /b )%<a /b .

s . _sin(Log n)
Nature de la série Zan, ol a_ —_s_n .

n2l

A(n) désignant Z,an, nous allons montrer que n t— A(n) n'est pas une

suite de Cauchy, et est donc une suite divergente ; il en résultera que la
série ;lan est divergente.

e Soient, pour a €N : p(a) = E(exp(2a1r+ﬂ/6)) et q{a) = E(exp(2an+51r/6))
oli E désigne la fonction partie entiére ; pour tout n€EN tel que
p(a) <n<q(a), on a :

2am + 1/6 KLogn <2am +51/6
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et donc : sin(Logn)> 1/2 et 1/n>1/q(a). D'oii :

VaEN Alq(@) - A{p(w)) >—Lq(“;q-(a§°‘)

- . p(a) _ exp(2am+n/6)
Quand o tend vers +», on a : a(a) exp(2an+57/6)
D'oi : 1lim ‘l(‘;)'('aga) =%, avec & =—;-(l —exp(—Z'u/3)) >0.

oo oEN 9
— Il existe donc n€EN tel que :

A(q(u)) -A(p(a)) >2/2 pour tout a>N. [m]

1.1.14 | Discuter suivant a«€R la nature de la série 2 a , avec :
n>1
E(Vn)

-1 ~ P . . s s
n=(—la—— » oi E désigne la fonction partie entiére.
n

a

a) De [anl =1/n" on déduit :

—S8ia>l1, Zan converge absolument ;
n21

— S8i a<0, on n'a pas 1iman=0 H ;an diverge.
nr+e 1

b) Reste & étudier 0<a<1, cas dans lequel nous nous plagons.
*
En vue de sommer par tranches, posons, pour tout n€N :
(n+i2—| n (ni)%-1
b_= a =(-1)B_, ot B_= 1/
n W2 k n n 2
w o . - w
Sur R+, t+~— 1/t décroit ; on a donc, pour tout n€N :
znﬂ?.a et Bn<2I21;l * m
(n+1) n
Si 0<a<1/2, la premiére des inégalités (1) montre que 1'on n'a pas

limB_=0, et donc 1'on n'a pas limb_=0 ; la série b_ diverge, et, d'a-

n n n

>+ Nt 1

prés un théoréme classique sur la sommation par tranches, la série ;a di-
1

B,”

verge.

¢) Plagons-nous maintenant dans le cas 1/2<a<1.

La seconde des inégalités (1) entraine : lim Bn-O.
rtos *
Utilisons 3 nouveau le fait que t 1~ I/ta décrolt sur l+.
k+1
En appliquant : ldc<—l— i k=n2,. ,(n+1)2-1, il vient :

% Kk

(n+1)7 K
BII}f —adt= In.
n? t
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k+1
En appliquant :f Ladt> J i k=(n+t1)2-1, ..,(n+2)2-2, il vient :
kot (k+1)®
f(n+2)2—1 1
8 < —dt=J .
n+l (n+1)2-] ta n+l
| PR S - -
Dlou : Bn 8n+l>]:n Jn+l'

— Pour 1/2<a<1, on calcule :

2(1-a) 1-a
n 2 1
(U I F
2(1-a) 1-a 1-a
n 4 3 2
Jn+1‘T((‘+3+';,1r) '(“;) ) .
D'oii : I - =ha=2

1 s s
a T 0 ~Sa+7/ 3u voisinage de +=,
n n
— Pour a=1, on calcule :

In-=2Log [l +%) H

. =Log(l +'lﬁ) +Log(l +%) -Log(l +%) .

. 2 1 ..
D'oll : In-‘]nﬂ =z +0 (?;5) au voisinage de +w.

" .
— Pour 1/2<a<1, il existe donc NEN tel que n>N entraine I —Jn”}o

et a fortiori Bn> Bn-l-l' La série ;bn, qui est alternée, vérifie (3 partir
I

d'un certain rang) les hypoth&ses du théoréme des s&ries alternées, ce qui
assure sa convergence.

On en déduit que ;an converge en utilisant le résultat classique :

si la série réelle g a, admet une série sommée par tranches convergente et

si a est de signe constant "le long d'une tranche", alors ;a est conver-—
1
gente.
Démontrons cette proposition dans le cas qui nous occupe ici.

Nous avons : limE(Vn) =+= ; notons abréviativement p=E(\/ﬁ).
N>+

La valeur absolue de la différence :
OIS 7 A o8
(p+1)2-1] (p+)
| z Ia |<S .
k=0

Comme limB_ =0, et comme lim ( bm)=B, somme de la série Zb , il vient
nrtw P n++o M= =1 "

lim a, =B. [m]

n.t e =

est majorée par : a

k+lk
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Soit f une application R, — R telle que :

f(t) =a+%+o(E!z-) au voisinage de +=. M

n
Etudier la série Zan, oii an=| TEk).
k=0

Eliminons le cas oit il existe nOEII tel que f(no) =0, cas dans lequel
a, =0 pour tout n>no, et Zan converge.
Nous supposons donc que f(k)#0 pour tout kEN, ce qui implique an*O

a
. L. . +1
pour tout n€N ; nous disposons ainsi de la suite (an

N =f(n+l))ﬂ. En uti-
lisant (1) on vérifie :

3n+1 B 1
a——=a+;+0(32-) au voisinage de +=, (2)
Ant
En particulier : lim =qa. D'ol la discussion :
n->+oo n

ler cas : |a|<1. Par la régle de d'Alembert, Zlan| converge ; il en

résulte que Zan converge absolument.

28me cas : |a|>1. La suite (|an|) croft & partir d'un certain rang, et

donc n'admet pas O pour limite ; on n'a pas liman=0, et )a_ diverge.
N-+oo

3éme cas : a=1. Comme limf(t) =1, il existe NEN tel que f(t)>0 pour
4o

tout t>N ; on a sgn a =sgn ay pour tout n>N. Quitte 3 multiplier tous les
a  par -1, on peut supposer que a_  est une série 2 termes positifs.
N
En utilisant (2), et un complément classique de la régle de d'Alembert
*

(cf. notre cours IV.1-2-3 3°), on constate qu'il existe AER_ tel que, au
voisinage de +» : an~J\/n_8. D'od :

— S8i g<-1, alors Zan converge ;

— Si B=-1, alors Zan diverge.

4éme cas : a= -1, Comme limf(t) = -1, il existe NEN tel que f(t) <0

torto
pour tout t>N.

la 1
. PR n+l
La série g |an| vérifie —Ia—n—l-= |f(n+l)| =-f(n+l) =1 —%*'O(E,TJ'

. * - ~
I1 existe AER _ tel que, au voisinage de += : |an|~}\/n8. D'oil :
— 8i B>1, alors Zlan| converge, et Zan converge absolument.
— Si B<O0, on n'a pas 1lim ]an| =0 ; Zan diverge.
n->+o

— Reste le cas : 0<KBg<1 ; alors Z]an| diverge, mais lim la |-=0.
o O

Reprenant NEN tel que f(t) <O pour t=N, nous pouvons supposer, quitte
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3 multiplier tous les a_ par -1, que an=(-l)n|anl pour tout n>N.
La série &an est alternée et elle vérifie :
lan-f‘l| B . .
1= ————~ 4 au voisinage de 4=, g>0.
la
n
I1 existe donc N' >N tel que : Ian+l|<|an| pour tout n>N'. Compte tenu

de lim Ianl =0, déja acquis, on conclut, par le théoréme de convergence des
n--t+o

séries alternées, que Ean converge.

- Soit 22 1'ensemble des suites complexes (a ) telles que la

série Z|a |2 converge. Montrer que %22 est un C-espace vectorlel, que

/2
Hell = (a ) g (Z)la |2) est une norme sur 22, et que l'e.v.n. (22,1+1)

est complet.

1°) A et B désignent les &léments (a )ﬂ et (b ) de 22. On constate
que 22 est une partie du C-e.v. (:'ll non vide puisque contenant la suite nulle,
et telle que :

— 8i (a,A)EC x22, alors (uan)ﬂ

— Si (A,B)€ (#2)2, alors (an+bn)rENeg'2 ; en effet :

622 .

VneEN |a +b |2<2(]a |2+ (b |?).

Il en résulte que 22 est un sous—espace vectoriel de c“. 0

2°) Soient A et B deux &léments de 22 . On a :
la2| + [b_|2
n n
2

Vo€l  |a% | =la|lb | <
nn n n

Il en résulte que la série Zanfn est absolument convergente, et donc conver-

gente : on dispose de 1'application (£2)2 1~ € définie par :
400
(A,B) > <A,B> = nZOanFn'

11 est aisé de vérifier que cette application est une forme sesquiliné-
aire, 34 symétrie hermitienne, dont la forme hermitienne associée, A — <A,A>,

est définie positive ; Ar— V<A,A> est donc une norme sur 22,

Remarque. On peut démontrer que ll*|l est une norme sur 22 sans utiliser
les espaces préhilbertiens complexes : on prouve l'inégalité triangulaire
en observant que si A et B, A#(, appartiennent 3 22, alors :

£ fo(:la,J NOE
n=
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est une fonction polynSmiale du second degré de R dans R, & valeurs posi-
tives, ce qui entralne que son discriminant est négatif (au sens large).

3°) Reste 2 montrer que toute suite de Cauchy d'éléments de l'e.v.n.

22, l+ll) est convergente.
. k
—_— D - =
onnons—nous une telle suite (Ak)kel , avec Ak (an)rﬂ'
Nous disposons de l'assertion :

*
(P) Pour tout e€ER_ il existe un KEEII tel que :

IlAk+j-Akll<e pour tous k?KE et JEN,
i.e. f |al;+3—a:lz<cz pour tous k>Ke et jEN (1)

— On constate que (1) implique :

lal::']-al:l|<e pour tous n€N, k>K€ et jEN.

Il en résulte que, pour tout n€N, la suite (al:l)ke' d'éléments de € est
une suite de Cauchy : il s'agit donc d'une suite convergente, et l'on dispose
de a_= lim ak.

no n

(2) ren
— Revenant & l'assertion (P), nous constatons que (l) implique :

est un élément de C'“ que 1'on note A. On va prouver A€22,

Z|ak+J -a | <e2 pour tous NEN, k>K et JEI.
n=0

et donc (en faisant tendre j vers += pour N et k fixés) :

i Ia —ak|2<£2 pour tous NEN et k>K . (2)
=, B n €

En fixant € =1, nous en déduisons qu'il existe KEN tel que :
2
i |a —aKl <1 pour tout n€N
n n
n=0
. - P K2 .
ce qui entraine que la série Zlan-an| converge, et donc que A-AK appartient
a 22, et encore que A appartient i £2.
— Reprenons encore (P). Nous constatons (en faisant tendre j vers +w

dans (1) pour k fixé) que (1) implique :
_ k2 2 . -
Z;)la“ anl <e?, i.e. llA-A Il <S¢ pour tout k3K

ce qui prouve que, dans (2.2, fell) : A= limAk. a
katx



17

1.2. SUITES D'APPLICATIONS

Le théoréme de Weierstrass, qui fait l'objet de l'exercice 1.2.2, joue
un rdle important dans l'étude des suites d'applications. A titre d'introduc-
tion, le lecteur traitera l'exercice suivant.

. * . . . .
Soit aGR+. Trouver une suite de fonctions polynBmiales qui

converge uniformément sur [-a,a] vers 1'application t — |t].

On pourra utiliser : |t| =V 1- (1-t2) .

a) On sait, d'aprés le cours :

wel-1,i[  (-wl - l—zanun (n
n=]
(2n) !
(2n-1)22R(n1)2

D'autre part le lecteur vérifiera aisément que la série é a converge
1
. I3 - 3 A -
(par exemple en utilisant la formule de Stirling, ou encore un développement

avec a_ =

limité de a__,./a_) ; il en déduira la convergence normale de Za u" sur
ntl" n =i n

[-1,1] et, par continuité, la validité de (1) sur ce méme segment.
En remarquant alors que, pour t€ [-VZ,VZ], ona : 1 -t2€[-1,1], il
vient : w '
fe]=1- z;an(l-tz)n, la convergence &tant uniforme sur [-VZ,VZ].
La suite (E'nr)lrﬁlI des applications polyndmiales définies par :
P (t)=1; Vo€W pn(c)nl-zan(l_é)“
converge donc uniformément vers t+ |[t| sur [-VZ,VZ).
c) Soit b=a/yZ. La suite (Qn)rEl des applications polyndmiales définies
par : Qn(t) =b Pn(t/b) converge uniformément vers t +— |t| sur [-bVZ,bVZ]. O

e Le lecteur trouvera une autre solution et un complément au 1,2.16.

I 1.2.2 | THEOREME DE WEIERSTRASS.- On se propose de démontrer que toute

application continue d'un segment réel [a,b], a<b,dans R (resp. C) est limite

uniforme sur [a,b] d'une suite d'applications polynOmiales.
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1°) a) Pour tout nGll*, établir 1'égalité de polyndmes :
o k Jk n-k
I‘Z(k-nx)z X (1-0" = nx(1-X) (1
= * *
b) Etant donnés n€EN , a€ER et x€ [0,1],0n note :
I={k€EN|0<k<n et |x-k/n|>a}
Vérifier :

> -0 E <1/ (4na?). 2)
er "

2°) a) Soit f une application continue de [0,1] dans R (resp. C). A
*
tout n€EN on associe :
n
. ky k k.. __.nk
Bn.x -ﬁkz‘)f(n) Cnx(l x) .
Montrer que f est limite uniforme sur [0,1] de la suite d'applications

polyndmiales (Bn)nGN* .

b) En déduire le théoréme de Weierstrass.

La méthode utilisée ici, qui est celle des polyndmes de S. Bernstein,
a 1'avantage de fournir explicitement une suite d'applications polyndmiales
qui converge uniformément vers f sur [a,b].

k
n

cl:l= k=1 k(1) ok _ k-2

o 3 3 .
1°) a) Nous utiliserons : Cc > a=D) % Cn-2

n-1

n
. Zcﬁ X0-)"K - (xe1-X)" = 1.
=0

-1
k - -
. i kC X (1-0)" =an et xa-n -k,
= =O

. 2'18 c‘; xk(l-X)“'k=Pn(x) +Q_(X), avec :

&k ok n-k
P_(X) =k2;k ct X (1-X)" " =nX (calcul précédent),

n

et Q_(X) =k2k(k—l) cﬁ X a-x)"k,
=2

On a :

=2 n-2

Le premier membre de (1) est donc le polyndme :

-2
Q_(X) =n(n-1 )xZXc“ -2 Ly (n-1)x2.

n(n-1)X2 + nX - 2n2X2 + n2%2 = nX(1-X). (=]
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b) Comme xk(l—x)n-k>0 pour tout k€{0

l;(E—x)Z ¢k (K-x) "k <xUH) (3)
$'n n n
Au premier membre de (3), on minore (k/n-x)2 par a? ; au second membre,

on majore x(1-x) par sup (t-t?)=1/4. D'od (2).
te [0

» = ,0}, on déduit de (1) :

o *
2°) a) Soient x€ [0,1] et EGR .

En utilisant ch Xk(l X) =1, on établit, pour tout nENt :
|B_ (x)-£(x) | <kz () - £00) c: FKi-x)k (%)
=0

Comme f est continue, et donc uniformément continue sur l'intervalle compact

. . *
[0,1], on peut associer 3 € un a€R+ tel que :

V(t,u) € 0,112 (|t-u| <a) = (|ECE)-£(u)|<e/2).

D'autre part on dispose de : M= sup lf(t)IGR.
L]

. *x s s scs
Fixons un NEN qui vérifie M/(2Na2)<e/2.

I étant associé 3 a, x et n>N (comme au 1°) b)), reprenons (4) en

écrivant le second membre sous la forme S; +Sp, avec S; =

k€1 I
Pour k€ I, majorons If(%) -f(x)| par 2M, et &crivons (grﬁce a (2))

51 < m;: X (10" <2/ (4na?) <e/2.
€L

Pour k¢ I, majorons lf(%) ~f(x)| par £/2, ce qui est possible puisque
|k/n-x| <a. Il vient ainsi :

n
5,<% ZC -0 k<§Zcz K (1-x) "k
*® O . *
— En conclusmn,a tout e€R+ on peut associer NEN

et Sy = .

tel que :
Yn2N W€ [0,1] an(x)-f(x)[<s.

b) Soit g une application continue d'un segment réel [a,b], a<b,

dans R (resp. C) ; f : x v~ g(a+ (b-a)x) est une application continue de [0,1]

dans R (resp. C) & laquelle on sait associer la suite (B )ﬂ* de ses applica-

tions polynomiales de Bernstein, suite qui converge uniformément vers f sur

{o,1].

On constate aisément que g est limite uniforme sur [a,b] de la suite
(An)ﬂ* des applications polynomiales :

. x-a)
An.x-—> Bn(b-a/'

Remarque. L'Etude s'é

tend au cas d'une application continue d'un seg-
ment réel dans un e.v.n.
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I 1.2.3 | THEOREME DE WEIERSTRASS POUR LES FONCTIONS PERIODIQUES. A tout

entier n>>1 on associe l'application :R — R définie par :
PP g, P

1 sin?(amu) . . - .
gn(u) =3 sinZ(m) si u€ER\ Z ; gn(u) n si u€Z,
1°) a) Montrer qu'il existe des réels a ,» O<k<n-l, tels que :
n-1 ’
VuER gn(u) SkZoa“'k cos (2kmu). (1

1
b) En déduire la valeur de l'intégrale[gn(u)du.
o

2°)-Soit f une application l-périodique et continue de R dans R. A tout
P

entier n>1 on associe l'application fn :R — R définie par :

1
VxER fn(x) =‘/‘ gn(x-t)f(t)dt.
o

a) Montrer que f est un "polyndme trigonométrique"”, i.e. qu'il
existe des réels a o avec 0<k<n-1, et des réels Bn K avec 1<k <n-1, tels
t] ]
que, pour tout x€ER :
~1
fn(x) = an,o + [un,k cos (2knx) + Bn,k sin (anx)) (2)

b) Montrer que £ est limite uniforme sur R de la suite (fn)ﬂ*‘

Ici encore la méthode utilisée 3 1'avantage de fournir explicitement une
suite de fonctions polyndmes trigonométriques qui converge uniformément vers f

sur R.

e On vérifie aisément que toute g, est positive, paire, l-périodique et

continue (il suffit de vérifier la continuité au point 0).

1°) a) Pour u€ER\ Z, posons z=exp(imu) ; compte tenu de z€ {-1,1}, nous

avons ainsi :

2 2

20 -z ™) = n-1-2k

- () - ()

et : ngn(u) a z .7 agl(nml=k=1) .

(k,2)ET0,..,n-112 K2 7 Tk

On constate que ng _(u) peut s'écrire
1 8, .

n=2
2 + ( + Z )
k+Z=‘n—1 k,2 };) K =pzk’“ k+£=§1—l)-p k, 4

n=2
et donc : n+ Z (p+1) (ZZ(n-l-p) + z-2(n—l-p)) .
=0

En notant k =n-1-p, il vient :
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n=1
gn(u) =1 +KZ=; Z—(nn_L)cos (2kmu)

On vérifie que cette égalité&, établie pour uER\Z vaut également
pour u€Z, ) a]
*
b) De (1) on déduit :f gn(u)du= 1, pour tout n€N .
o

2°) a) Soit xER ; t 1~ gn(x-t)f(t) est continue sur [0,1], ce qui as-
sure l'existence de fn(x). En utilisant (1), on constate que fn(x) s'écrit

sous la forme (2), avec :

1 - 1
“n’°=‘/; f(t)de ; un’k=2(n—k)j; £(t) cos (2kwt)dt, k>1 ;

n

- 1
8 =2(L“_)f £(t) sin (2knt)de, k> 1,
n,k n o
b) Comme f et les fn sont |-périodiques, il suffit de prouver que £

est limite uniforme de (fn)lﬁ'ﬂ* sur [0,1]. Nous utiliserons :
1
Vx€[0,11  £(x)-£_(x) =[ g, (x-t) (E(x)-£(t))de
()

ce qui résulte du 1°) b) et de la périodicité de 8,
Soit €>0 donné. La continuité uniforme de la restriction de £ & [0,1]

-

permet d'associer 3 € un n€]0,1/2[ tel que :
V(u,v)€ 10,112 (Ju-v|<n) = (|£(u)-£(v)|<e/4).
En outre, la continuité de f garantit 1'existence de M= sup [£(t)].
t€(0,1]
e Soit X€ [0,1] ; trois cas peuvent se présenter :
ler cas : x€ [n/2,1-n/2] - Majoroms If(x)—fn(x)l par la somme I;+I,+I3

des intégrales de t »—r gn(x-t)lf(x)—f(t)| sur [0,%x-n/2), sur [x-n/2,x+n/2]
et sur [x+n/2,1].

— Sur 1l'intervalle [x-n/2,x+n/2], nous avons |x-t|<n ; d'oil
|£¢(x)-£(t)| <e/4, et, compte tenu de 1,b) : I,<e/4.

-~

— Sur les deux autres intervalles, nous avons ]x—t| € [n/2,1-n/2] ; d'ol

1 2M
gn(x-t)<mm » et I +I3<— sinZ(mn/2) &
€ M

z*nsin (sn/2)°

2éme cas : x€ [0,n/2[. Majorons If(x)—fn(x)| pour la somme Jy+Jo+J3

Ainsi dans le ler cas : ]f(x)—fn(x)|<

des intégrales de t > gn(x—t)lf(x)-—f(t)l sur [0,n], sur [n,1-n], et sur
[I—n)l]-
— Sur 1'intervalle [0,n], nous avons |x-t|<n, et donec |£(x)-f(t)]|<e/4.

— Sur 1'intervalle [n,1-n], nous avons |x-t]|€ [n/2,1-n/2], ce qui con-

P a 2M
duit a J2<_Wn sinZ(anl2)"
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— Sur 1'intervalle [l-n, 1], nous avons |t-1|<n et |x|[<n ; d'ol compte

tenu de £(0) =£(1) :
[E£Cx)-£(t) | < |E(x)-£€0) | + |EC1)-£(t)| <e/2
Ainsi dans le 28me cas : |f(x)—fn(x)| <%+n—s——i§¥m-)— (4)

38me cas : x€]1-n/2,1].- On procéde comme dans le 2&8me cas et on ob-

tient la méme majoration (4).

En résumé, la majoration (4) vaut dans les trois cas.

e Comme il est trivial qu'il existe un naturel N tel que :
2M €
Vo>N n sinZ(wn/2) <_2-
on peut affirmer que :

Vo> N sup |£(x)-f ()| <e. a
x€[0,1]

Remarque. L'étude s'étend au cas d'une application f :R — R continue,
admettant une période (non nulle) quelconque.

Soit (fn):ﬁll une suite d'applications polynomiales de R dans R.
On suppose que cette suite converge uniformément sur R.

Montrer que sa limite, f, est une application polynbmiale.

Pour tout n€N*, notons : gn-fn-fn_l - est une application poly-
nomiale, et la suite (gn)nell converge uniformément sur R vers la fonction

nulle.
. * .y "
I1 existe donc NEN tel que, pour tout n»N, g, soit bornée sur R ;
or une application polyndmiale bornée sur R est nécessairement une constante ;

pour tout n=N, nous avons donc : g it a.

Comme K;gk=fn_fN-l pour tout n#N, il vient :

YtER Vn=N fn(t) -fN_I(t) -kZ'ak.
En fixant t, et en faisant tendre n vers +», on en déduit que la série
l;ak converge ; en notant a sa somme, il vient :
N
VEER £(t) =a+fN_l(t). .o

'e 'étend au cas ol (f ) conver iformé r
Remarques. a) L'étude s étend a G ( n) onverge uniformément su

un intervalle de la forme [A,+<[, ou ]-=,Al.
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b) Le lecteur notera la différence entre la proposition établie dans
cet exercice et le théoréme de Weierstrass : ici la convergence est uni-
forme sur un intervalle non borné de R et non pas, seulement, sur un inter-
valle compact de R.

1°) Soit f une application continue d'un intervalle compact
[a,b] de R dans R ; telle que tTE(E)de =0 pour tout n€N. Montrer que
1'application f est nulle. a
2°) Montrer que le résultat du 1°) peut &tre en défaut si l'on remplace

[a,b] par un intervalle non compact de R. On pourra utiliser les intégrales :

+o .
In=[ x" e(_lﬂ')xdx.
o

b
1°) Nous allons montrer que l'intégrale A= £2(t)dt est nulle, ce

qui, du fait de la continuité et de la positivité 2 e f2, entralnera que fZ
est nulle, et donc que f est nulle. b

e On constate que, par linéarité :f P(t)£(t)dt =0 pour toute applica-
tion polyndmiale P. a

— Le théor&me de Weierstrass dit qu'il existe upe suite (Pn)nGN d'ap-
plications polyndmiales qui converge uniformément sur [a,b] vers 1l'applica-
tion continue f.

Comme f, continue sur l'intervalle compact [a,b], est bornée, la suite
(Pnf)nell converge uniformément sur [a,b] vers £2. Le théoréme du cours sur

les limites uniformes d'applications intégrables fournit :

b
A= lim[ P_(t)f(t)dt, et donc A=0. 0
e
2°) La convergence (absolue) des I_ tient 2 : | e(—l+1)x| =x"e ¥,

1 Py s ez . .
— On calcule Io == et on vérifie, par une intégration par parties,

que In=lTni. In—l pour tout nEN*. D'oli, par récurrence :
1
oW I -—7Toy
(1-1)
En particulier, Il.n+3 est réel pour tout n€N,

40

De f xlm"-'?'e-x sinx dx = 0, on déduit par le changement de variables
1/4 Jo

x=t :

+00
¥nEN f tPE(t)dt =0
[+]

1 . 1/4
oli f est 1'application continue et non nulle t »— exp(-t /4) sint / de

[0,+=] dans R. 0
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] 1.2.6 | SUITES EQUIREPARTIES. Une suite u= (un)nell" A valeurs dans

[0,1]) est dite &quirépartie si et seulement si elle vérifie 1'assertion :

i) Pour tout sous-intervalle I de [0,1], on a lim 1 VI(n) =45 oili
N>+

"
R’I est la longueur de I, et oii, pour tout n€N , vI(n) est le nombre des

k€ {1, ..,n} vérifiant ukGI.

=0,et u =2p1 pour qE€EN et

1°) a) La suite u définie par u =
2%p ,1+1

1
l<p<2q ést-elle équirépartie ?

b) Montrer que si une suite est équird@partie, l'ensemble de ses
valeurs est dense dans [0,1]. Que peut-on dire de la réciproque ? Une suite

équirépartie peut-elle @tre convergente ?

2°) Soit u= (un)nEN* une suite i valeurs dans [0,1]. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :
i) u est équirépartie ;

ii) Toute application ®-intégrable f : [0,1] — R posséde la propriété :

(P 1lim (-‘- 2f(u )) =f1f
) e \D = k

s
1
(i.e. nl-::n x (£) =0, oi x_(f) -;'l-kz:lf(uk)—/; f) ;

iii) Toute application continue f : [0,1] — R posséde la propriété (T) ;

iv) Toute application f : [0,1] — R continue et telle que £(0) =£(1)

possé&de la propriété ().

1°) a) Prenons l'intervalle I =[0,1/2}, de longueur 1/2.

= 2"”'l +2™

Pour tout n de la forme 3.2% nous avons, en remarquant que

si g1, u <1/2, s'écrit p<2q_l, que u, <1/2 et que u2<|/2 :

2%4+p -1 1
vI(n)=2+22q +2=14+2,2"
&

wiN

. . P . 1
Pour la suite extraite considérée : lim — v_(n) =
n I
n>t+o

La suite u n'est pas équirépartie.

Remarque. Avec le méme intervalle I, on aurait par contre pour la suite

extraite correspondant 2 n=2": lim 1 v.(n) =—l-=ﬂ. R
n I 2 I
n->+o

b) Soit u une suite &quirépartie. Pour tout Ja,B[ tel que 0<a<pg<l1,

nous avons, en prenant I=]a,B[ : lim % vI(n) =R8-a. Comme B~a>0, il existe
n-++w
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un nEN* tel que % uI(n)>O, ce qui prouve que Ja,8[ contient des valeurs
de la suite u. L'ensemble des valeurs de u est donc dense dans [0,1], ce
qui implique que la suite est divergente.

La réciproque est fausse : la suite &tudiée en a) n'est pas &quiré-

partie bien que 1'ensemble de ses valeurs soit dense dans [0,1].

2®) Comme visiblement ii) = iii) = iv), 1l suffit de vérifier 1) = ii)
et iv) = 1).
a) A tout sous-intervalle I de [0,1] associons sa fonction carac-
téristique, f.e. l'application en escalier Xgt [0,1] — R prenant la va-
leur 1 en tout point-de I et la valeur O en tout point de [0,1]\ I. Nous

constatons :

1 n
Ly =f Xp 3 vy(n) = Z;xl(uk),
[+] K=

La suite u est donc équirépartie si, et seulement si, pour tout sous
intervalle I de [0,1], X1 posséde la propriété (7).
Notons qu'il en résulte : ii) = 1).
b) Preuve de i) = ii) (e_t, en fait, de i) < ii)) . Par hypothése
u est une suite équirépartie , N
— Soit ¢: [0,1] — R une application en escalier ; il existe une par-
tition de [0,1] en intervalles deux i deux disjoints I, ’Ip (éventuelle-

= IE

1 1 n n
©= ) 1 H (u )= A (2 ( ))
j; Zl zj; sz ;" Y ; 2 \ L "11 Uk

et donc : xn(w) = 2kzxn(x12) .

On en déduit que ¢ possé&de la propriété (J).

ment réduits 3 des points) tels que @ = ﬁxlx . On constate :

— Soit f: [0,1] — R une application ®-intégrable. Pour €>0 donné,
il existe ¢ et q;_,applications en escalier de [0,1] dans R vérifiant :

1
Y<Ef<P et f(w—w)<e 3]
[+]

*
Pour tout n€N , on a ainsi :

1 1 < 1 1
;;Muk)-j; o<x (<1 ;w(uk)—L ‘

et : xn(q;) - e<xn(f) <xn(<0) te.
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Comme ¢ et y possé&dent la propriété (4), on peut associer i e un

nOGN* tel que, pour tout n>no :
- <
s<xn(w) et xn((p) €

et donc : - 2£<xn(f)<2£.

D'oll : lim x (f) =0 ; f posséde la propriété (7). [m]
e O
c) Preuve de iv) = i). Par hypothése u est une suite qui vérifie

1l'assertion iv).

Prenons un sous-intervalle I de [0,1] ; nous pouvons supposer I#¢,
sans quoi l'assertion d'@quirépartition serait triviale ; notons a et 8 les
bornes de I.

ler cas : 0<a<B<1, Soit £>0, assez petit. Notons ¢ l'application
continue de [0,1] dans R qui prend la valeur 0 sur [0,a-e/2] et sur [B+e/2,1],
la valeur ! sur [a¢,B], qui est affine sur [a-e/2,a] et sur [B,B+e/2] ; on a:

©(0) =0(1) =0 ; x;<® ;[lcp=21+e/2

o
Si a<B, notons y l'application continue de [0,1] dans R qui prend la valeur

0 sur {0,a] et sur [B,1], la valeur 1 sur [a+e/2,B-e/2], qui est affine sur
[a,a+e/2] et sur [B-e/2,R]. S1 a=pR, ¥ désigne 1'application nulle de [0,1]

dans R ; dans les deux cas on a :
Y(0) =y(l) =0 ; b<x; ;f1w>9.1—e/2
Les applications ¢ et ¢ poss%dent la propriété () et vérifient :
P<x;<0 et fl(ww)<c (2)
o

En raisonnant comme en b), on constate que l'on peut associer & e un

nOGR tel que, pour tout n>no :
- < < 2e.
2¢e xn(xI) 2¢

Il en résulte que X, posside la propriété .

2éme cas : a=0. Quitte 3 écrire que I est la réunion de deux inter-
valles disjoints, il suffit d'&tablir le ré&sultat pour I de bornes O et B,
avec 0KB8<1. Soit £€>0, assez petit ; ¢ est ici l'application continue de
[0,1] dans R qui prend la valeur O sur [8+e/2,1-e/2], 1la valeur 1 sur [0,B]
et en 1, qui est affine sur [8,B+e/2] et sur [1-e/2,1] ; ¢ est définie comme

dans le ler cas. On a :

©0)=9(l) =1 ; y(0) =¢(1) =0
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Les applications ¢ et y possé&dent la propriété T ; on constate que les
inégalités (2) sont vérifiées, et on montre, comme dans le premier cas, que
X1 posséde la propriété (7).

3éme Cas. B=1. On procéde comme dans le deuxiéme cas.

En conclusion, pour tout sous-intervalle I de [0,1], X1 posséde la pro-

priété (), ce qui montre (cf a)) que la suite u est &quirépartie. a}

1°) Reprenant les notations et les résultats de l'exercice
précédent, montrer que pour toute suite u= (un)nE'N* a4 valeurs dans [0,1] les
assertions suivantes sont équivalentes :
i) La suite u est équirépartie ;
& 1in (1 SP) .
v) Pour tout pEN | lim \= Z;“k/'_'_ﬂ_;
n>toe n = P
vi) Pour tout pEN ,

n n
. ] . 1 .
hm(— E cos(2pru ))!= 0; 11m(— z sin(2pmu ))= Y
n++ew R = k n>+o n &= k
On utilisera les exercices 1.2.2 et 1.2.3.

. hY
2°) Application. Soit 6€[0,1]\ Q. Montrer que la suite u= (ne-E(ne))ﬂ*

est équirépartie (E est la fonction partie entiére).

Rappelons que i) s'éerit : toute f : [0,1] — R, R-intégrable, posséde
la propriété :

1
(T lim ('t!{ ;f(uk)) =_[ f, et sous des formes &quivalentes.
=1 fs)

N+
On constate que v) et vi) s'écrivent respectivement :
v) Toute application t'— tP de [0,1] dans R, peﬂ*,posséde M.
vi) Toutes applications t «> cos(2prt) et t1— sin(2pnt), pEN*, possé-
dent ().
Par ailleurs il est trivial que toute application constante de [0,1]

dans R posséde (J).

1°) a) Du préambule précédent, il résulte : i) = v) et i) = vi).
b) Preuve de v) = i). Par hypoth&se v) est vraie. Par combinaison
linéaire, il en résulte que toute application polyndmiale [0,1] — R pos-
sédent T.

— Soit alors £ : [0,1] — R une application continue. Pour €>0 donné&,on
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dispose (cf. 1.2.2) de ¢:[0,1] — R, polyndmiale, telle que

P-e<f<QP+e
On a :
1 e 1S 1
Y ;w(uk) -e<< _Zf(uk) <; I2tp(uk) +e

K=

1 1 1
et ( (p)—e< f< ( (p)+e

() 0 Jo
Yoi . -
D'ot : xn((p) 2e < xn(f) <xn((p) + 2¢.

*
Comme  posséde (J), il existe nOEN tel que :
Vn>no |xn((p)| e

et donc : Vn>n0 ixn(f)| <3e.

D'od : lim xn(f) =0 ; f posséde la propriété (7). u}
N->+w
¢) Preuve de vi) = i). Par hypothése, vi) est vraie. Par combinai-
son linéaire, et compte tenu de ce que toute application constante posséde (I,

on en déduit que toute application polyndme trigonométrique [0,1] — R
t—a + 2 (ap cos (2prmt) + Bp sin (2p1rt)) (2)
p=
posséde (J). )
— Soit alors £ :{0,1] — R une application continue telle que £(0)=£(1),
Elle se prolonge en une application continue et l-périodique de R dans R, Pour

€>0, donné, on dispose (cf. 1.2,3) de ¢: [0,1] — R, polynBme trigonométrique
de la forme (2) vérifiant :

P-e<f<QP+e (1)

On montre comme en f)) que f posséde la propriété (7).

L'asgertion iv) du 1,2.6 est ainsi vérifiée. o

2°) On constate que la suite u prend ses valeurs dans [0,1].
. * . * .
Soit pEN fix&. Pour tout n€N , Sn-]; ;exp(ﬁpnuk) s'éerit :
1 .k =
Sn=3 2 (exp(Z:Lm)) , W=pmh.

Comme B n'est pas rationnel, pd n'est pas entier et donc exp(2iw)#1.
_sin(nm) .

n nsinw exp(1(n+l)m)

On en déduit que, pour tout pEN :

n
lim (% ;exp(Zip'lruk)) =0.

bisaad

Un calcul classique donne : S

L'assertion vi) est danc vérifiée ; la suite u est &quirépartie. n
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Montrer que la suite d'applications (fn)ﬂ* de [0,1] dans R

f =t r— 1 zcoszk(kﬂt)
n n L

converge simplement sur [0,1],
Indication : Pour &tudier la suite (fn(t)), t€{0,1]1\Q, on pourra :
— soit utiliser 1l'exercice 1.2.7 (équirépartition de la suite

n— nt -E (nt)]

— soit utiliser 1'égalité (que 1l'on &tablira) :
P 2P cP 405t -
4% cos”t (knt) C2p+22°C2pcos[2(p l)kﬂt) )

oli k et p sont des entiers tels que 1 <p<k.

*
a) Cas t€{0,1}. Pour tout n€EN , f (t) =1. D'ol limf (t) =1.
n n-++ow n
b) Cas t€]0,1]1 NQ. Notons t =p/q, oli p et q sont des entiers premiers

entre eux tels que 1<p<q et q=2.

- Pour tout kG_N*, une division donne k =sq+r, OSr<gq-l ; on constate
que rpn/q est un multiple de 7 si et seulement si r est divisible par q, i.e.
r=0. Il en résulte que cos?(knt) est égal 3 | si k est multiple de q, et,
dans le cas contraire, est majoré par :

U= max (cosz(rpn/q)] <1l.
1<r<gq-1

— Pour tout nEN*, notons En 1l'ensemble des entiers keﬂn, Nn- {1, .. ,n},
qui sont divisibles par q. Leur nombre, card(En). est la partie entiére de n/q.

En distinguant k€ En’ auquel cas cosZk(km:) =1, et kGNn\ En’ auquel
cas coszk(knt) est majoré par uk, on a :

card E card E

n n, l k
—1Ig — 0, ;2-
n fn(‘:)< n 'n e
&) Card E_ |
La derniére somme est majorée par =t pe plus lim ——=—,
= 1= e O 9

D'ot : lim fn(p/q)-l/q.
n+oo
c) Cas t€[0,1]\Q,

Premiére solution. La suite u:n  nt-E(nt), n>1, est équi-

répartie. On a :
*
VKEN coszk(knt) = c052k('nuk)

*
Soit €€ ]0,1[ donné. Pour tout n€EN , notons Fn 1'ensemble des kENn

tels que : ukG[O,(-:IZ] ul1-e/2,11]
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En majorant cos2k(1ruk) par 1 si kGFn, et par c032k(1re/2) si kENn\Fn,
il vient ici :
card F
o<f (n<——2 4+ 1 Y. cos®®(ne/2) (2)
n KEN \F

00
La derniére somme est majorée par zcosm((ﬂeﬂ). D'ol :

lim % ; cos2k(m»:/2) =0. (3)
o kEN \F
nn card F
Comme u est équirépartie : lim -Tn-=e. (4)

n->+ew
En utilisant (2), (3) et (4), on montre que pour tout e€]0,1/2[ il existe
un nEN tel que :

Vn>N 0<fn(t)<3€

On a donc dans ce cas : lim fn(t) =0.
oo

Seconde solution. Pour tout pGlln, on peut écrire, en majorant
c052k(k'nt) par 1 si k<p, et par COSZp(kTH’.) si k»p :
p=1,1 2p
0<fn(t)< —*a i:cos (krt). (5)
=P
En posant : exp(iknt) =2z, 4P cos2p(k1n:) s'écrit :

(2+1/2)%P = ch + >:l c;'p (z2<p—a) . z-2(p-9.))
=0

ce qui justifie (1) et permet de majorer fn(t) par :

P
c -
P, 72 2 E c; (% §:cos 2(p-2)kﬂt)
n 4P AP ET) P =p

. A £ e *
Ceci posé, considérons EGR+.

P

*
e Comme lim Czp/4p=0 (Stirling), nous pouvons fixer pEN de telle

pHeo
sorte que Cgp/4p<e.
e Ayant ainsi fix& p, nous pouvons fixer NEH* tel que -P:—l<s pour
tout n=N.

e Pour tout £ tel que 0<2<p-1, un calcul classique donne :

ktcos 2(p-2)knt _—
=p Iexp(ixz) -1

*
ol x1=2(p-£)1rt n'appartient pas 3 21Z puisque p—2EN et t¢Q 3 11 en résulte:

<

lim 1 icos 2(p-2)knt =0
e 01D
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*
ce qui permet d'associer & £ un \)EEN tel que, pour n>v, :

L
2 2 1 i |
—C, - cos 2(p-2)krnt|<e/p.
lz.p 2pn L P | TEP

Pour n»max(N,v , .. ’vp—l)’ nous avons ainsi :
4
0<fn(t) <3e

ce qui permet de retrouver : lim f _(t) =0.
n-»+o n
d) En conclusion, la suite (fn) converge simplement sur [0,1] vers

1'application £ : [0,1] — R définie par : £(t) =0 si t§Q ;
. 1 .
£ =1 £(B) =1 si (p,a) € ()2, paq=1,

Remarque. Les f_ sont visiblement continues ; f n'est pas continue
fiemarque a 500 ; P

(cf. 3.1.6 de notre tome I d'exercices d'analyse) ; la convergence n'est
uniforme sur aucun intervalle d'intérieur non vide.

Soient E et F deux R-e.v.n., F étant complet, et £ : E—F
une application continue vérifiant :
MER,  V(x,y) EE2  IE(x+y) -£(x) ~£(y) I <M. ~ )

A tout n€EN, on associe l'application By X > % £(2"x) de E dans F.
Montrer que la suite (gn)rﬂl converge uniformément sur E, et que sa limite est

une application linéaire et continue de E dans F.

a) De (1) on déduit que, pour tous nEN et x€EE :

HE2™ ) - 262%) Il < i,

. - n+l
et donc : llg  (x)-g (x)II < M/27 0,
On en déduit que, pour tous n€N, pEN et x€E :

Hgpep(x) —8 ()0 < MZI 1727k <% . (2)

La suite d'applications (gn) vérifie donc sur E le critére de Cauchy uniforme,
et comme F est complet, elle converge uniformément sur E vers une application
g:E—TF ; les g, étant continues, g est continue.

b) Pour tous n€EN et (x,y) EE?, gn(x-l-y) -gn(x) —gn(y) s'éerit

;ln-[f(an'any) -£(2%) - £02%)]
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et on a, d'aprés (1) :
I gn(x+y) - gn(x) -gn(y) i < M/2°,
Par passage 4 la limite lorsque n tend vers +» :
V(x,y) EE2  g(x+y) =g(x) +g(y). 3)

Ainsi g est un morphisme additif de E dans F, et, par des récurrences classi-

ques,on a déja :
Vr€EQ WEE g(rx)=rg(x).

— Utilisons maintenant la continuité de g. Soient a€R et x€E. Nous

disposons d'une suite (rn)neﬂ de rationnels admettant a pour limite ; nous

avons :
e =
VnEN g(rnx) rng(x).
Par passage 3 la limite : g(ax) =ag(x). (4)

De (3) et (4) on dé&duit la linéarité de g.

1°) A tout n€EN on associe 1l'application £:R, — R, telle

£ ()=e" ki -0 &7k

O

que :

La suite (fn)ﬂ converge-t-elle simplement (resp. uniformément) sur R+ ? On
pourra utiliser la formule de Stirling :
n
n! =(E) VZmn 6(n), avec lim 6(n) =1.
e N>+
2°) Montrer que, pour tout pGl*, il existe une suite de polyndmes
. -t . ..

(Pp,n)nal telle que la suite [t — e Pp,n(t))ﬂ d'applications de R dans R

converge uniformément sur R+ vers 1l'application t — e‘pt

1°) a) En utilisant le développement en série entiére de la fonction exp,
dont le rayon de convergence est infini, on a :
VtER,  lim i':(-nk e/t = et
n++x K=o

. . . . -2
La suite (fn) converge donc simplement sur R+ vers 1'application te—r e t.

b) Nous sommes conduits 3 &tudier la suite (gn)ﬂ, avec :

2

- - t—
gy .R+ — R ti— e fn(t).
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o0
e Soit n€EN fixé ; fn et g sont C ; elles vérifient :

lim £(t)=0 ; lim g(t) =0
L+t tr+oo

ce qui entraine qu'elles sont bornées. On note : u_=sup |g _(t)].
n o0

n
Soit B_:t r lZ(—l)k £k *
=5
En utilisant : B"l(t) = —Bn(t) + (—l)n t*/n! , on constate :
gh(t) = -~2e (™ -B_() + (-1)" £%/(201)) m

Compte tenu de g _(0) =0, on en déduit : p_=sup |g (x)l, oi E_ est 1l'ensemble
n n n n
P ' iqs x€E
des zéros de 8, Or, en utilisant (1) :
e T S R R
VxEEn Ign(x)l e Ie Bn(x)l e “x /(2n!).
o~ e_ttn
D'ol : un<kn’ avec An=sup TV

n
La dérivée de t »— e ttn s'annulant pour t=n, on a : A =(E) . L .

e Lorsque n tend vers +», ona : A_~ (Stirling).

n
2VZ
On en déduit : ™
lim y_ =0,
n-te n

ce qui permet d'affirmer que la suite (g ) converge uniformément sur R vers

1'application nulle, et que la suite (f ) converge uniformément sur R vers

t —> e-2t

* _*
2°) 11 suffit de montrer que, pour tout (p,c) €EN xR, est vraie 1'as-

sertion (A ) : Il existe PER[X] tel que : sup Ie_pt—e_tP(t)l <e.
P,e t€R

: < +
Nous allons raisonner par récurrence sur p.
*
a) Al e et A2 ¢ sont vraies pour tout e€R+ (prendre P =1 dans le
9’ L]

cas de AI e 3 utiliser 1°) dans le cas de A, e)°
’ *
b) Soit m>3 tel que A c soit vraie pour tout (p,e)€ {1, ..,m-1} xR, .

’
— Fixons EGR » et commengons par remarquer que A2 /2 étant vraie, il

existe RER[X] tel que : sup Ie "“R(u)| <e/2, ee qui s'@crit (en rempla-
gant u par mt/2) : ueR,

sup|e-mt—e_mt/2 R(mt/2)| <e/2. )

a= 3

+ *
Par ailleurs, pour tout €' ER+, Am—l et est vraie, et il existe
’

Q _, ER[X] tel que : sup le_(m_])u—e_uQ ()| <e', ce qui s'éerit (en rem-
€ WER £

+
plagant u par t/2) :
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sup le-(m_l)tlz - e-t/zQE, (t/2) | L
tGR+

et entralne @

sup |e /2

R(mt/2) - e_th, (£/2)R(mt/2) | <e'M
R,

oli M désigne la borne supérieure de 1'application continue et positive
£ — e_t/2|R(mt/2)|, de limite O en +=,

Compte tenu de (1), il vient :

sup |e-mt - e_tS‘:I (t)|<e/2+e'M
CER+

oli Se' est un polyndme.

En choisissant €' (dont on disposait jusqu'ici) de fagon que &' =¢/(2M),
on constate que le polyndme Se' correspondant vérifie

teR,

L'assertion Am

sup le_mt - e—tSE, (t)] <e.

est ainsi vérifiée pour la valeur considérée de €.
?

. P * .
— En faisant décrire R 3¢, on constate que Am ¢ st vraie pour tout
*
€R .
€ R+
1.2.11 1°) On donne des réels a ,a

LIPS deux & deux distincts
* . Py - -
(pEN ). Soit (Pn)rEH une suite d'éléments de R[X] dont le degré n'excéde pas
p, vérifiant la condition :

Pour tout i€ {0, ..,p}, la suite (Pn(ai))nEN converge dans R.

n
Montrer que la suite des applications polynomiales associ@es aux Pn con-

verge simplement sur R vers une application polyndmiale. La convergence est-
elle uniforme ?

2°) Méme question, en remplagant (1) par

. . i
Pour tout i€ {0, ..,p}, la suite (Ps‘ )(ai) €N Converge dans R. (2)

L'ensemble E des &léments de R[X] dont le degré& n'exciéde pas p est un
R-espace vectoriel de dimension finie p+l

topologique d'e.v.n.

E admet donc une unique structure
L]

toutes les normes sur E sont &quivalentes.

sur E, équivalentes :

* fgs sz . )
1°) Soit AER,_ donné, On vérifie aisément que l'on dispose des normes

lsll: P~ sup

D
[PCed] 5 Belly: P o Z}[p(a.)!.
t€[-A,A] = 1
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On sait (cf. interpolation de Lagrange) qu'il existe un unique QE€E tel

que Q(ai) = liml’n(ai) pour tout i€ {0, ..,p}. On constate que la suite réelle
n>+o

(II Pn"Qll admet O pour limite ; il en est donc de méme pour la suite

n€EN

IIPn-QII) , ce qui signifie que la suite des fonctions polyndmiales asso-
EN

ciées aux Pn converge uniformément sur [-A,A] vers la fonction polyndmiale

associée a Q .
— Comme on dispose de A, il y a convergence simple sur R ; en revanche,
il n'y a pas nécessairement convergence uniforme sur R, ainsi que l'on s'en

assure en adoptant :
p=1;a =0, al=l H Pn=X/(n+l) pour tout n€EN.

Q est ici le polyndme nul ; on a bien 1limP_(t) =0 pour tout tER, mais aucune
n-++o
des fonctions t v Pn(t), n21, n'est bornée sur R.

2°) Pour tout i€ {0, ..,p}, on note @; 1'application P 1— P(i)(ai) de E
dans R qui est visiblement une forme linéaire.

e Montrons que B -{gp g o ,(p } est une base du dual E de E. Il suffit
pour cela de montrer que la fam111e B de p+! é&léments de l'espace vectoriel
E de dimension p+! est libre.

Etudions (Ao, ,7\p)€1?.p'H tel que \D=£b)\iwi soit la forme nulle.

On a w(XJ) =0 pour tout j€ {0, ..,p}. En remarquant que tpi(XJ) vaut j! pour

=j, et 0 pour i>j, il vient :
. j=1 .
vx =) ro (x) +a.
ii ]
{=
On en déduit, par récurrence, que Y =0 s'écrit AO =.=)_ =0. (o]

*
e Notons B = {d)o, ,d)p} la base de E dont B est base duale ; on a :

(pi(d)j) =8, j pour tout (i,j)€ {0, ..,p}2.

’
En notant Pn=28 _]o_]’ on a : (1)(a )= ®; (P )—8 i et la condition (2)
s'écrit : 1=

Pour tout i€ {0, ..,p}, il existe a, = 1limB
i
n->+w

-~

Soit ll«ll, 1a norme sur E, &quivalente 2 flell, définie par :

B.®. — ilsl

En désignant par Q 1'élément ui‘Di de E, on constate que la suite réelle
(V]
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admet O pour limite, et on termine comme au 1°) (contre-exemple

(II P -Q II2 )ﬂ

compris).
i soient

Remarque. Au 2°), il n'est pas nécessaire de supposer que les a
distincts.

* . g e
on associe @ _: [-1,1] — R définie par :

L2.12 1°) A tout n€ER
@ (x) = f 1 —exp(- n_ItZ)) at.

Montrer que (¢ )nGN* est une suite d'applications C qui converge unifor-
mément sur [-1,1] vers 1'application nulle.

*
2°) Soit e €R, donné. Montrer que, pour tout pEN, il existe une applica-

[-1,1] — R de classe C_ vérifiant

i) w;")<0)=1 . ii) VKEN\{p)
lua;k’<x)l<s.

tion q;p :
v (0) =0 ;

ii) vke€{o,1,..,p-1} sup
x€[-1,1]

une suite réelle. Trouver une application f : [-1,1] — R

3°) Soit (a )nGIl s
de classe C vérifiant : f n (0) —a pour tout n€EN.

) On sait (cf. par exemple notre cours, I1I.4.2.1, 2°) que g:R — R
Q

définie par g(t) =exp(—l/t2),si t#0 et g(0) =0, est Cm, et que g( )(0) 0

pour tout kEN,
*
Pour nEN donné, 8, :R — R définie par :
3 8.(0) =1

1-exp(-i/(nt2)) si t#0
*

(k )(0) =0 pour tout k€N . En outre en

est décroissante.

1], @ est Cm, et on a :

] (t) =
est donc C , et on a e est paire, i va-
; sa restriction iR,

leurs dans 10,1]
sur [-1,

Au titre de primitive de en

0L (0) =1 ; (pfl“)(o) =0 pour tout KEN\{1}.

t.pn est impaire, croissante, et : sup Iq)n(x)l =wn(l).
*€[-1,11]

e Soit c€ER_. Pour tout n€N", on a :

5/2 H
w(l)=f e(t)dt+[ e_(t)dt <5 +e()
n n

o e/2

Comme lim en(%) =0, il existe NEN vérifiant

n-r+oo
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eN(e/2)<c~/2, et donc (pn(l)<e pour tout n>N.

D'ol : sup lo (x)l<e pour tout n>N, ]
x€[-1,11 "
2°) Pour p=0, on peut visiblement adopter LR s 1.
e Pour p=1, désignons par (Ap) 1'assertion d'existence d'une application
\J;p vérifiant i), ii) et iii). .
Montrons par récurrence : (Ap) est vraie pour tout pEN .
— (A}) est vraie, ainsi que 1'on s'en assure en adoptant pour ¥, 1'ap-

plication (pN ol N est associé 3 € comme il a été dit au 1°).

~ Soient pEN pour lequel (Ap) est vraie, et q; associé a (Ap). Notons
x
¢p+l 1'application x 1~ wp(t)dt de [-1,1] dans R. Elle est ¢” au titre de
o
primitive de wp' elle-méme C”. On a :

a) VYx€[-1,1] wl'm

De w;p)(O) =1, on déduit par a) : wépﬂ)(o) =1.

(X)=¢p(x) ; B) v ., (0)=0.

p+l

De {)(0) =0 pour tour kEN\(p}, on déduit par @) : y{¥11)(0) =0 pour tou

(k)

kEN\ {p}, et, compte tenu de B) : q;p =0 pour tout k EN\ {p+l1}.

De sup Iq;(k)(x)|<e pour k€ {0,1, .. ,p-1}, on déduit par a) :
x€l-1,10 P (k)

p+l(x)| <¢ pour k€{1,2,..,p}.

sup Iw
x€[~1,1]

En outre on constate :
sup lw +l(x)l < sup Ilb (x)|<s.
x€[-1,1]1 P «€[-1,11 P
(Ap+l) est aussi vraie. ]
-n
o . ~ - ' .
3®) Soit n€EN donné. Nous savons que, pour € max (1] jn-), 1'assertion
(A ) est vraie : il existe f :[-1,1] — R de classe C vérifiant :
i) £My =1 ; i) VKEN\{n) £890) =0 ;
ii1) € {0,1,.,n1}  sup £ )(x)|< 2 ”
L x€[-1,1] max(1, |an|)
o Nous disposons donc d'une série E f d'applications [-1,1] — R,

Comme : sup |anfn(x)| <2® pour tout nGhl , et comme ZZ converge, on
x€[-1,1

constate que Enfn converge normalement, et donc uniformément sur [-1,1] ;
les anfn étant C* , la somme £ de la série Zanfn est déja continue. Nous al-

o N .
lons prouver qu'elle est C , et, pour cela, prouver qu'est vraie pour tout
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kEN l'assertion :
00
f est de classe Ck, et f(k) = zanf(k).

(P
n=0 o

k)
- (Po) a déja été vérifiée.
(k)

n

— Soit k€N pour lequel (Pk) est vraie. Chaque anf est Cl et :
Vn=k+2 sup Ianfékﬂ)(x) | <27,
xe[_lnll

Comme ZZ_n converge, Zanf‘(‘kﬂ) converge normalement, et donc uniformément
sur [-1,1]. Par ailleurs on sait que f(k) est la somme de la série Z’nf:(:k)'

(k)

D'aprés un théoréme classique, on en déduit que f est de classe C!, et que

sa dérivée est fanfékﬂ), ce qui établit (P m]
n=0

e Enfin, pour tout n€N :

<400
(M) qy = (n) .y o
£ =) a £ ) =a_
m=0
ce qui prouve que f répond 3 la question.

k+l)'

o Les deux exercices qui sutivent font intervenir des 'moyaux intégraux" ;
le premier fournit une démonstration du théoréme de Weierstrass.

*
A tout n€EN , on associe l'application en tR — R définie par :
8,(t) = (1-e2)" si t€[~1,1]1 ; 6_(t) =0 sinon.

400
On note (pn=6n/an, ol a =f en(t)dt.

1°) Ici £ :R — R est une application continue, nulle en dehors de
*
[-1/2,1/2]. Pour tout n€EN, £ désigne 1'application de [-1/2,1/2] dans R qui
+00
est définie par : x-—rf f(x-—t)tpn(t)dt.
Montrer que la suite (fn)ne'ﬂ* converge uniformément vers f sur [-1/2,1/2].
2°) Ici f:[a,b] — R, a<b, est une application continue. Montrer qu'il

existe une suite d'applications polynSmiales convergeant uniformément vers £

sur [a,b].

* . .
Pour n€EN donné. 6, est continue, paire et nulle en dehors de [-1,1],

ce qui assure l'existence de a . On constate :
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1 1
- -2yt -ey"ae =2
a zj; (1-t2) dt>2,/o‘ (1-t) dt =T

Le "noyau" @, R — R est une application positive continue, paire, nulle en

dehors de [-1,1], et :

f cpn(t)dt= 1.

1°) a) Soit x€[-1/2,1/2] fixé. L'application t ~» f(x—t)c.pn(t) de R
dans R est continue et nulle en dehors de [-1,1], ce qui assure 1'existence
de 1'intégrale fn(x). On a :

+00
£ (x) ~£(x) -f (£(x-t) - £(x))o_(t)de. (n

*
— Soit ¢ER_ fix& ; £, continue sur [-3/2,3/2], y est uniformément con-

tinue, et il existe a€]0,1[ (indépendant de x) tel que :

2
vawe[-23° duvl<o=(lrw-tm] <o) 2)
On a :
400 1 N2 n
o<f @_(t)dt =[ o) (t)dt<(ﬂl)§J_)_
e 0 a O
— -
et donc : lim (pn(:)dt = 0. 3)

n->+o
En considérant le second membre de (1) comme la somme de trois intégrales

respectivement relatives 3 ]-«,-a], [a,+=[ et ]-a,a[, on constate grice 3 (2),
a

que le module de la troisiéme est majoré par e[ (pn(t)dt et donc par £ ; les
-a

modules des deux autres intégrales sont respectivement majorés par :

hads § +o0
2M[ c)n(t)d:, et 2Mf wn(t)dt,
= o

ot : M= sup {£(u)| =sup |E(u)].
uEl-1/2,1/2] u€R

Compte tenu de (3), on peut associer 3 ¢ un NEN (indépendant de x) tel que :

4o -0
E
Vn>N j; (pn(t)dt=f gpn(t)dt<ﬁ

et donc tel*que : vn2N |fn(x)—f(x)|<3e. (4)
o c€R_&tant fix#, il existe donc NEN tel que (4) soit vrai pour tout
x€[-1/2,1/2], ce qui prouve que (fn)rﬂl* converge uniformément vers f sur
[-1/2,1/2].
b) Soit n€EN". Montrons que £ : [-1/2,1/2] — R est polyndmiale.
En utilisant f(x~t) =0 pour t& [x-1/2,x+1/2], il vient :
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x+1/2 1/2
f (x) =f f(x-t)yp (t)dt =f f(u)p (x-u)du.
n x-1/2 n -1/2 n

Pour x€ [-1/2,1/2] et u€[-1/2,1/2], on a : (x-u) €[-1,1]. Dol :
1/2
wel-34] s [ cotmeer,
n J-1/2

Reste & développer [1~ (x~u)2]™ par le bindme de Newton. o]

2°) Dans le cas géndral, on note g l'application continue de R dans R qui
coincide avec f sur [a,b], qui est nulle en dehors de Ja-1,b+1[, qui est
affine sur [a-1,a] et sur [b,b+l].

Soit h :R — R l1'application affine (strictement croissante) telle que :
h(-1/2) =a-1 et h(1/2) =b+ 1. On constate que g,h est une application con~-
tinue de R dans R, nulle en dehors de [-1/2,1/2].

D'aprés 1°), on dispose d'une suite (fn)nEN* d'applications polyndmiales

de [~1/2,1/2] dans R telles que, si 1'on note :

§ = sup |£ (x)-geh (x) |
alors on a : limé_=0.
norteo D .
Or, on constate : §_= sup Ifn"h (t)-g(t)|.
t€[a-1,b+1]

Il en résulte que g est limite uniforme sur [a-1,b+l] de la suite (fnoh-l)ﬂt

d'applications visiblement polyndmiales. O

. 1 n
1.2.14 € R —> =1 .
A tout n€N, on associe @, R R, avec (pn(t) 7 TinZe?

Soit f : R — R une application continue et bornée. Pour tout n€HN, fn

n
désigne l'application de R dans R définie pour x -—vf f(x-t)wn(t)dt.
-n

1°) Montrer que la suite (fn) converge vers f, simplement sur R et

rEN
uniformément sur tout compact de R.

2°) La convergence est-elle uniforme sur R ?

* . . . .
Pour nEN donné, le 'noyau" @, est une application continue (ce qui as-

sure l'existence des fn)' positive, paire, décroissante sur R,. Ona:

n
2 n
0<j:nwn(t)dt -;[Arc tg nt]o <)
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n
et : 1imf cpn(t)d:=l.

N>+ n

1°) a) Soit x€R fixé. Ecrivons :

fn(x) -f(x) = An(x) +Bn(x)

n
oii : A_(x) =f (£(x-t)-£(x))w_(t)dr, (1
-n a
et Bn(x) =f(x)(f (pn(t)dt- l).
* on *
— Soit c€ER, fixé ; f étant continue en x, il existe a€R+ tel que :
VuER  (|u-x|<a)= (|£(u)-£(x)]| <¢) (2)
n
1 n
On a : /‘lwn(t)d; =;[Arc tg nt]u
et done : lim f wn(t)dt=0. (3)
n++x Jo

En considérant le second membre de (1) comme la somme de trois intégrales

respectivement relatives (pour n>a) & [-n,-al, [a,n] et [-a,al, on constate,
a

griace 3 (2), que le module de la troisiéme est majoré par c[ tpn(t)dt et donc
-a

par € ; les modules des deux autres sont respectivement majorés par :

- -0 n
mf @ (t)dt et mf @ (t), ofi M=sup|f(u)]
n n
-n a u€R

Au total, |fn(x)—f(x)| est majoré par :

n n
e+4M[ (pn(t)dti-M(l —[ q)n(t)dc)
a -n

n
En utilisant (3) et lim q)n(t)dt= I, on en déduit que 1'on peut associer
n++o J-n

i (x,e) un NEN tel que :
Vn=N Ifn(x)—f(x) | <2e. (4)
On en déduit que f est limite simple de (fn) sur R. 0
b) Soit [a,b] un intervalle compact de R.
*
Pour x€ [a,b] et e€ER_ fixés, reprenons le calcul fait en a), en consi-

P * . s iz
dérant que a€R_est, cette fois, associé a e (indépendamment de x) par la

continuité uniforme de f sur fa-1,b+1], et que (2) est remplacé par :
V(u,v) € [a-1,b+112  ([u-v| <o) = (|E(u)-£(v) | <€).

On peut méme imposer a€ ]0,1] ; ainsi si x€[a,b] et t€ [-a,a], alors x et

(x-t) appartiennent tous deux a [a-1,b+1], et on a encore :

M [+
f (f(x—t)—f(x)]wn(t)dt <ef @ (t)de.
- -
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On aboutit, cette fois, & la possibilité d'associer 3 € un NEN tel que :
Yn>N Vx€ [a,b] Ifn(x)—f(x)|<2:.

On en déduit que f est limite uniforme de (fn) sur [a,b].

2°) Si f est uniformément continue sur R, on peut reprendre le raison—
nement du 1°) b), et constater que f est limite uniforme de (fn) sur R,

e En revanche, si cette hypothése supplémentaire n'est pas vérifiée, il
se peut que f ne soit pas limite uniforme de (fn) sur R, Voici un exemple.

Soit f :R — R une application continue, & valeurs dans [0,1], assujettie
4 la condition : pour tout entier p=>9, f(p+ (1/Jp) + (I/pz)] =0 et £(t) =1 si
t€ {p,p+(1/Vp)] ; on notera que p>9 assure (1/Vp) + (1/p2)<1/2, ce qui permet de
construire une telle fonction f (par exemple affine par morceaux).

Pour tout entier n>9, considérons la différence :

- R I SLEP ) L
An fn(n+\fn+;z) f(n+\/n+-t_17) fn(n+\fn+-t_17)'

Compte tenu de f=0, (Dn>0 et de n> (1/Vn) + (1/n2), on a :

1/Vn+1/n2 1 i
A 21; f(n+\f_n+37_t)wn(t)dt‘

n /nz
£ 1.1 B ell 1,1 S
Comme n+\f—n+;2-—t =1 pour tout t o7 \f_n+_ﬂ'z , 11 vient :
f] /n+l [n2 , 1/Vn+1/n2
A = © (t)dt=—[Arc tg nt]
o Jy/n2 n m 1/a2

Le minorant de An ainsi obtenu ayant pour limite 1/2, il est clair que, pour

n suffisamment grand, on a An> 1/4. On en déduit :

sup|f_(x)-£(x)|>1/4. a
*ER

[17.2.15] PREMIER THEOREME DE DINI. Soient E un espace topologique com-

. ] . . . .
pact et (fn)nEN une suite croissante (Vn fn<fn+l) d'applications continues

de E dans R qui converge simplement sur E vers une application continue

f : E — R. Montrer que la convergence est uniforme.

e Soit x€E ; (fn(x))nEN est une suite réelle, croissante, de limite f(x),

et on a fn(x)<f(x) pour tout n€N ; (gn=f-fn) est donc une suite décrois-

N
sante d'applications continues et positives qui converge sur E vers la fonction

nulle ; il s'agit de prouver que la convergence est uniforme.
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e Soit eGR:. Pour tout n€N, on note Xn={xGE | gn(x)>e} ; image réci-
proque du fermé [e,+~[ de R par une application continue, Xn est un fermé de E.
La suite (Xn)rEN est visiblement décroissante (pour 1'inclusion) et son inter-
section est vide ; en effet s'il existait un x€E commun aux Xn, on aurait

gn(x)>e pour tout n€N, en contradiction avec limgn(x) =0. Comme E est com—
n->+o
pact, la famille (xn)nEN de fermés de E dont l'intersection est vide admet une

sous—famille finie dont 1'intersection est vide ; la suite (xn):EN étant dé-
croissante, ceci implique 1'existence de pEN tel que Xp=¢, et donc que
Xn=¢ pour tout n=p.

Pour tout n=p on a donc : 0<gn(x)<s pour tout x€E. a

Remarques. a) Le théoréme reste valable si 1'on remplace "suite croissante"
par 'suite décroissante" (changer fn en -fn et f en -f).

b) Le résultat ne subsiste pas si 1'on supprime la clause de compacité
de E. Soit en effet E=[0,1{ ; la suite (fn) des applications continues

t — t" est décroissante ; elle converge simplement sur E vers la fonction

nulle, qui est continue ; mais la convergence n'est pas uniforme & cause de
sup |t?} =1 pour tout n€N.

t€[0,1[

Montrer que l'application t « Jt de [0,1] dans R est limite
uniforme sur [0,1] de la suite (Pn)nEN des applications [0,1] — R définies
par :

P (t)=0: P (t)=P (t) +-£-(t—P:(t)) pour tout nEN .

n+l

e On vérifie aisément par récurrence que les applications P sont poly-
nomiales.

e Montrons par récurrence qu'est vraie pour tout n€EN l'assertion :
(An) vteE [0,1] 0<Pn(t)<Jt.
— 11 est évident que (Ao) est vraie.

— Soit n€N pour lequel (An) est vraie. De Pn(t)>0 et t-Ptzx(t) =0,
on déduit Pn+l(t)>0 pour tout t€ [0,1]. D'autre part, pour t€ [0,1] :

Ve-P L (t) = (Ve-P (1)) (1 -%(\f: +pn(:))) .
Or on a : Jt—Pn(t)>0 et J't+Pn(t)<2J't<2.

On en déduit : \/t—Pn+|(t)>0. (A_,.) est donc vraie. O

n+1
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e Pour tout t€ [0,1], la suite (Pn(t)), visiblement croissante, est majorée

par vVt ; elle admet donc une limite £(t) qui vérifie :
£(£)>0 et £(t) =£(t) +%[c-—f2(:)), et donc f(t) =Jt.

e La suite croissante (Pn) d'applications continues de [0,1] dans R con-
verge ainsi simplement sur {0,1] vers 1'application t'~Vt. Celle-ci &tant con-

tinue, la convergence est uniforme d'apr@s 1'exercice précé&dent.

Remarque. En utilisant vt? = |t|, on met en &vidence une suite d'applica-
tions polynomiales qui converge uniformément sur [-1,1] vers 1'application
continue t +— |t| (cf. aussi exercice 1.2.1). Il en résulte que, pour €1,
ol I=[-1/2,1/2], t—+ |t-a| est limite uniforme sur I d'une suite d'appli-
cations polyndmiales.

On montre que la famille (t — It—“l]uex est une base de l'espace des ap-

plications continues et affines par morceaux I — R, et que celui-ci est
dense, pour la norme de la convergence uniforme, dans 1'espace des appli-
cations continues I — R. Toute application continue I — R est donc limite
uniforme d'une suite d'applications polynSmiales ; ce résultat s'étend ai-
sément au cas ol I est 1'un quelconque des intervalles compacts de R ; on
obtient ainsi une nouvelle démonstration du théoréme de Weierstrass.

[1.2.17] SECOND THEOREME DE DINI. Soient (a,b)ER?2, a<b, et (fn)rﬂ

une suite d'applications croissantes de [a,b] dans R qui converge simplement

sur [a,b] vers une application continue f : [a,b] — R. Montrer que la conver-

gence est uniforme.

e Remarquons que f est croissante. En effet, pour (t',t")€ [a,b]?2, tel

que t'<t" :
VnEN fn(t')<fn(t") ; par passage 3 la limite : £(t') <f(t").
*
o Soit eER+. La continuité de f sur le compact [a,b] &tant uniforme,

il existe une subdivision (ai)0<i<p de [a,b], a =a, ap=b, telle que :
Vi€{l,..,p} W(t',t")€[a,_ ,a,)% [£(t")-£(t")]<e.
— Soit nEN fn étant croissante, on a, pour tout t€ [ai—l’ai] :

f(t) - fn(ai) <f(t) - fn(t) <f(t) - fn(ai—l)

et : £C(e)-f (t)| <€  max [E(t)-£f (a.)|
| (| jELi-1,1} nJ
et : lf(t)-fn(t)|<e + max |f(a.k)—fn(ak)| (1)

kE€{0, .. ,p}
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ainsi qu'on le constate en utilisant, pour j€{i-1,1} :
If(t)-fn(aj) | < |f(t)-f(aj)| + |f(aj)-fn(aj)|.

- On constate que, pour n€EN donné, (1) vaut pour tout t€ [a,b].

— Pour k€ {0, ..,p} donné, d'aprés lim fn(ak) =f(ak), il existe N, €N

k
tel que : T
va>N lf(ak)-fn(ak)|<e.
— En notant N= max Nk’ il vient :
ke{o0, .. ,p}
vYa=N max |f(a )-£ (a )|<e
kE(0, .. ,p} K B K
et : vn>N sup |£(t)-f (£)]<2e. ul
t€{a, bl

Remarque. Le théoréme reste valable si 1'on remplace "suite d'applications
croissantes" par "suite d'applications décroissantes".

*
1°) A tout nEN on associe .‘.n:R+ — R, définie par :
£,(6) = (1-t/n)" si t€[0,n] ; £ (£)=0 si t>n.

Montrer que la suite d'applications (fn)nEN* converge uniformément sur L

vers 1'application f : t v— e b,

+00 -2 Jn a
2°) Montrer 1 =[ e dt = lim (1-t2/n) dt. En déduire la valeur de I.
o n>t+o Jo

* - I3 3 » a - -
1°) Pour tout n€EN , fn est visiblement continue, positive et décroissante.
e Soit tEl+ fixé. On choisit un entier n°>t ; les suites numériques
(fn(t))n>l et [fn(t))n>n° sont de méme nature, et, &ventuellement, de méme limite.

Or, d'aprés :
vn>n £ (¢) = exp(n Log (1-t/n))

.. -t
la seconde est convergente, de limite e .
e L'application continue f est ainsi limite simple sur R, de la suite
(£ ewt -
e On constate en utilisant 1l'exercice précédent (second thé&oréme de Dini)
. * .
que la convergence est uniforme sur tout intervalle [0,A], AER+ (on pourrait

aussi utiliser le premier théoréme de Dini car, pour t€R+ fixé, la suite
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[fn(t))ﬂ* est croissante, mais la vérification de ce dernier résultat n'est

pas immédiate).

e De Log(l+x) €x pour tout x>-1, on déduit :

vaeN VeER, 0<f (1) <E(D). )
— Soit cel: fix&. On dispose de Ael: tel que :

VE>A e “<e.

*
On a déja : VnEN sup |f(t)-fn(t)|<e.
te[A"Hﬂ[
D'autre part, en utilisant la convergence uniforme de (fn) vers f sur

*
[0,A], on constate qu'il existe NEN tel que :
q

V>N sup |f(t:)-fn(t)|<e.
t€ [0,A]
Au total : Vn=N sup [f(t)-f (t)|<e. a
tER n
+

—t2
2°) a) D'aprés le 1°), git s> e £ est limite uniforme sur R, de la

suite (gn)nGN* d'applications continues R, — R, définies par
g,(t) = (1-t2/m)" si t€ [0,/n] ; g (£) =0 si t>Vn

*
et ona : O0<g (t)<g(t) pour tous n€EN et tER_ .
n +

— On vérifie sans difficulté la convergence des intégrales impropres

oo +oo Jn tz n
I=f g(t)de 5 I =f g (t)dt=f (l -—) de.
o - nJ n o n

Pour tout A€ER_, on peut écrire :
A teo
0<I-I_< (g(t)—g (t)]dt +f g(t)de.
o n A

*
— Soit EER+ fixé. La convergence de 1 permet de fixer A tel que :

+o0
f g(t)dt<e.
A

Comme g est limite uniforme de (gn)nEN* sur [0,A], on a :

A
lim [ (g(t)-gn(t)]dt=0.
ne Jo oo
I1 existe donc NEN tel que, pour tout n=2N :

A
f (g(t)—gn(t)]dt<s, et done 0<I—In<25.
o

—On aainsi ¢: I= 1limI .
n-H'mn
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vn 230 n/2
b) I =f (I —t—) dt = »/'nf si.n2n+l udu.
nJs n o

En utilisant 1'exercice 4.1.18 du tome I, on obtient :

/2
sinznﬂ udu ~ /-—"————- au voisinage de +«
o 2(2n+1) °

1= Va/2.
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1.3. SERIES D'APPLICATIONS.

Soit Zun la série des applications ti— :ﬁ??" de R dans R.
n=1

1°) Etudier sa convergence, et la continuité de sa somme f.
2°) Montrer que f(t) admet un développement limité & l'ordre 3, au

voisinage de +=, dans 1'échelle (t_)‘) . Ecrire ce développement.

AEN
3°) Trouver un développement asymptotique de f(t) au voisinage de O.

* 0
1°) Pour tout n€N , v, est C sur R, paire, et sa restriction R+ est
décroissante.
En utilisant un(/o) =% et O<un(t) <-azl—t~2- si t#0, on constate que la
série numérique ; un(t) converge si, et seulement si t#0 ; il y a donc
1
*
convergence simple sur R , et f=;lun est définie sur R .
n
Soit aGR: ; on lui associe : Da= }-=,-a]Ju [a,+=[. On a :
*
VtE€D VnEN 0<u (t)<u_(a).
a n n

Comme Zun(a) converge, on en déduit que g u, converge normalement
n21

et donc uniformément sur Da' ce qui, du fait de la continuité des u s entraine
que la restriction de £ 2 Da est continue, et que f est continue en tout
o
point de D .,
a * * o
Pour tout t€R , nous disposons de a€R+ tel que t€ Da ; d'oli la con-
*

tinuité de f en t. Au total, f est continue sur R .,

* *

2°) Soit t€R+. Pour tout n€N , nous avons
e, Su_(£) SF— .
n(t2+1) n n“t

D'ol, en sommant de n=1 3 += ;

g g <
—t'g+—l-<f(t)<?2- , oli 0=

A
:INlr-‘

[+ [+
et : Og—t-z'-f(t)g—tr(—t?—;—l—)- .

En conclusion : f(t) =%2 +0[%,) au voisinage de +» (resp. —=).

On montre que g = m2/6.
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2°) En posant x=1/t?, on a, pour tout t#0 :
40
- 2 - fL__1 *
f(t) =g(l/t?), avec g(x) pa o n+x>’ xER_ .

11 s'agit d'étudier g(x) lorsque x tend vers +,

*
Pour x€N , on constate que, pour tout n®x :

1o 1\ .., L (1 1 1
i \k  kex 27" x \n+l n+2 " "7 nex

ce qui entralne : g(x) =1+-;—+...+i- .

C désignant la constante d'Euler, il en résulte que l'application
*
e:N — R définie par : e(x) =g(x)-Logx-C
vérifie :

lim *e(x) =0.
x>+ xEN

Comme g est visiblement croissante sur l: , on a, pour tout ka: , en notant
[x] la partie entidre de x :

g([x]) <g(x) <g(l+ [x])
et (pourvu que [x]>0) :

Loglx]+C+e([x]) <g(x) KLog(l+ [x]) +C+e(l+[x])

D'od : g(x) =Logx+ C+e(x), lime(x) =0.
x>0

Revenant 3 1'é&tude de f au voisinage de 0, il vient :

f(t) = ~2Log|t| +C+ wlt), 1lim w(t)=o0.
t+o, t#o

n

n n
Existe-t-il 1lim x_, ofi x =(l) +(—2—) +
g B n

e Ecrivons : xn=Zuk(n), avec :

K\?
uk(n) =(1-;) si 1€k<n-1 ; uk(n)=0 si k®n.
* -
Pour tout kEN fix&, nous avons : 1lim uk(n) =e k.
n->+4eo
e Le lecteur vérifiera aisément que, pour tout x>0 :

n
n(Log(l -;’:—]) < -x et donc (1 —%) <X

* * -
D'oid : VKEN VnEN uk(n)<e k.
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*
Il en résulte que la série ;uk d'applications de N dans R converge
1

normalement, et donc uniforménent sur N . D'aprés le théoréme d'interversion

des limites, sa somme, qui est n*+— xn, admet pour limite au point +=ER la

somme de la série ;;e_k, a savoir 1/(e-1) ; autrement dit :

lim x = 1/(e-1).

N>+

Remarque. La méthode que nous venons d'utiliser (dite de Weierstrass)

exige que 1l'on ordonne la somme de telle sorte que les termes les plus
petits figurent en dernier. Ici une écriture telle que

K\P
X, = ivk(n), avec vk(n) _(n) si 1€k<n-1,..

k=1

n'aurait rien donné.

e Voici un autre exemple d'application de cette méthode,

Soit E un espace de Banach et u€ £(E) un endomorphisme con-
tinu de E.

*
Pour n€EN on pose : v,

(IdE+u/n)n. Trouver la limite de la suite

(Vn) Nt

. (vn)nGN* est une suite d'éléments de £(E), qui est lui-m@me un Banach.

e Par la formule de Newton : vn=£uk(n), avec

1 k k
= kS . =
uk(n) nk Cnu si O€kSn ; uk(n) OE(E) sinon.

e Le lecteur constatera aisément que, pour OS<k<n : k 1

1
—cf g2
2kCn Sk
*
D'ol : VnEN

VKEN Iy () IF < N /K

La convergence de la série numérique Z Hull k/k! prouve alors la con-

*
vergence normale sur N de la série d'applications n > éuk(n).
Comme par ailleurs, pour tout kEN

k
Mo u (o) = 10 20D = kel ut

n>+x

Al g MRS
e oK k! k!

nous sommes en droit d'appliquer le théoréme d'interversion des limites qui
donne :
lim v_=
n

uk/k! =‘eu,
n++o )

M
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Remarque. La méme méthode s'applique dans € pour prouver :
aemarque

vzEC lim (1+z/n)n=ez
n>+e
que le lecteur pourra aussi retrouver par des procédés élémentaires en
mettant (l+z/n) sous forme trigonométrique.

1*) Trouver 1'ensemble de définition D de la fonction

+m( 1 n+l -
8:te ——)—t , et montrer que § est C sur D.
n=l n o
° t
2°) Pour t>1, exprimer 8(t) en utilisant z(t)= Zl/n R

u=i

*
1°) D'aprés 1'étude de la sé&rie de Riemann alternée, on a D=R_.

e On note v 1l'application t 1= (—1)n+1/nt de R: dans R. Elle est C.

et :

P
VYpEN v:en: “.ﬁp)‘” = (-1y™tPtl gﬂﬁL
n

e Nous allons montrer que, pour tout pEN, la sérile ;uép) converge

uniformément sur tout intervalle [a,+=[, a>0, et donc sur tout intervalle

* *
compact inclus dans R . Il en résultera que 6 est ¢ sur R et que :

35 P
*
wen veer, 0P (=) (pmert Legn)
n= n
"
e Soit aER+ donné.
— Etudions d'abord le cas p=0. Fixons t> a. La suite numérique
(]un(t)l)neﬂ* est décroissante, de limite O. D'aprés 1l'étude des séries al-

ternées, on a :
* =
VaEN ‘ > u ()
k
k=n+l

<1 <1

(+)®  (n+1)?

Comme lim (n+l)'a=o' la convergence uniforme est acquise pour ;un.
n- 4o 1

*
— Soit pEN .| Fixons t> a. Une dérivation montre que la fonction

p/t pla

x > (Log x)p.x_t est décroilssante sur [e ,#[ et a fortiori sur [e y4o [

p/a

Soit N un entier tel que N>e"'". La suite numérique ““:(zp)(“)”nm est dé-

croissante, de limite 0. On en déduit que la série alternée Zu(p)(t) est

=1 "
convergente. En outre on a :
40

Z (§))
u (t)
kimrl k

< (Log(n+1))P < (Log(n+1)}P

¥n=N i
(n+l1) t (n+l) a
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Comme lim [Log(n+1)) P, (n+1)—a=0, le résultat est acquis pour Zu?.)
n-++e 2l

4
Remarque. L'étude, classique, de la fonction {: t —» Zl/nt, qui est
i&=

définie sur ]l,+~[ est sensiblement plus simple, en ce sens que, pour
a€ ]1,+=[ et pEN on a :

|(-1)P(Log 0 ¢ (Logn)P

sup
t€[a,+=[ nt nap
et que la série de Bertrand Zﬁgi converge. Il en ré@sulte que, pour

n#?l n
tout pEN, la série d'applications th(lp), vn(t) = l/nt, converge normale-
ns

ment, donc uniformément sur tout [a,+<[, a>1, On a :

£ 1yP P
VoEN Wt llael Py - Z;H) ELO =
n= n

2n
2°) Expression de 68(t) pour t>1. On peut écrire : 68(t) = lim Z;

4o
1 4,
8(t) = lim (é‘:——- 2 ———)
n>+o = kt KZ=J. (2k)t

1
et, compte tenu de ce que ; t converge (puisque t>1)

kt

et donc::

n
2n n
8(t) = lim (kZ; lt)- lim (21*2 l—t)
n> 4o =] k n-> oo =1 k
et enfin : 6(t) = (1—21—t)c(t~).

Remarque. Compte tenu de 6(1l) =Log2, on en d&duit : g(t)~1/(t-1)
lorsque t tend vers 1 (t>1).

De 1 -1/25<e(t) <1, on déduit 1im8(t)=1 ; d'od limz(t) =1,
tr4o 4o

1°) Montrer que la série de fonctions an, oli fn(t) est
2l

(—1)n+l Log /1 +§), converge simplement sur ]-1,+=] et que sa somme f est C .

2°) Montrer que f est développable en série entidre 3 l'origine ;

trouver le rayon de convergence du développement.

*
e Pour tout n€EN , Def fn contient }-1,+=[ ; nous considérons les fn
comme des applications de ]-1,+°[ dans R ; ces applications sont Cm, et (par
récurrence)

ptl
VpEN" Vi€ 1-1,4al fl('lp)(t)= (™ G (-t W

(t+n)P

(-l)k+1
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— Nous utiliserons le résultat du cours : si (a ) x est une suite

n’ nEN
réelle décroissante, de limite O, alors la série (-1)“(1n converge, et,
*
pour tout n€EN : 1
— k
(-1) a, | Sa (2)
i k n+l

(o)

— Pour tous t€ ]-1,+=[ et pEN (avec f —f), ce résultat s'applique

d la série numérique l; (p)(t) qui est alternée : conséquence immédiate
de (1) si pEN ;pour p=0, cela se déduit aisément de :
(i + £ t
= = 20 ; = - - - .
Ifn(t)l Log\l+n} si t>0 ; ]fn(t)l Log(1+n) si -1<t<0
-- La convergence simple des Zfép) sur ]-1,+o[ en résulte.
n=1

e Nous allons montrer que la convergence est uniforme sur tout inter-
valle compact inclus dans ]-1,+=[. Nous notons :
Z £P) (0.
k=n+1

— Soient pGN et a>-1 fixés. Par (2) et (1) :

VEE (a,sl o (6)] < (e=D)! o (p-1)!
(t+n+1)p (a+n+1)p

D'oli la convergence uniforme de gf‘(lp) sur [a,+=[
1

— Soit (a,b) fixé, tel que -1<a<0<b. Par (2) :

vt € [a,b] |po (t)|<|Log(l+—— |<u
avec : -max(l,og(l-r;—l-) ‘L°8(“ﬁ)/'
D'oli la convergence uniforme de fn sur [a,b]. D
1

(Cette dernigre pouvait d'ailleurs se d&duire de la convergence uniforme de
Zf' sur [a,+<[ et de la convergence simple de ;f ).
ozl ® 1"

e En utilisant le théor&me du cours sur la dérivation d'une série
d'applications, et en raisonnant par récurrence, on en déduit que la restric-
tion de f 3 tout intervalle compact inclus dans ]-1,+=[ est Cm. Comme tout

point de ]-1,+=[ appartient & l'intérieur de 1l'un de ces intervalles, f admet

des dérivées successives de tous ordres, données par :

n+l
wen P ey« )P (p-1)1 2( =1
n= (t+n)p

n+l

2°) La série de Mac-Laurin de f est }:‘(-1)"+1 88p) P o(py = f‘ 12 i
P> P n= P
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Pour t= -1, la série 8(p) diverge (d'aprés 1im 68(p) =1, cf. 1,3.4),
1P pr+
Nous allons montrer que f coincide sur ]-1,1[ avec la somme de sa

série de Mac-Laurin, ce qui permettra d'affirmer que f admet un développement
en série enti&re a l'origine de rayon de convergence 1.
* *
o Solent t€ ]-1,1[, et mEN fixés. Pour tout n€EN , on note :
( p+l tp < p+l P
. (t)—Log\li- Z;( DP s N -p
pnp p=m+1 pnp

fl':l\p le\™ 1
lug, ROTE -, Z T1( I- |t|/n

et donc, en utilisant Itl/n<|t[ et |t|<1 :

1 1
amtl 1—[t| ¢

On a :

1
lum.n(t)I <m+1
D'oli 1la convergence absolue de (-l)nﬂu n(t), et 1l'inégalité :
40
n+l ) Z{m+l) P 1
i(_l) Ya,n :| m+1 » Tix) = Z x °
n=1 =l n

n+l
Compte tenu de l'existence de f(t) et des 2( 11)) =8(p) ; il vient :
a=

n
£(c) - i(-rﬂ’“ 8(p) (Pl L lmel)
= p
&

I—ICI m+]l
— Laissant t€ ]-1,1[ fixé&, faisons tendre m vers +». En utilisant le

résultat 1im Z(x)=1, nous obtenons (cf. 1.3.4) :
x>0

f(t)—i(-—l)pﬂ' 9—(pPl tP=o. o
&

1°) Soit (an)néN une suite croissante de réels strictement

positifs, de limite +». Montrer que l'on dispose de 1l'application continue :

* & n
£ iR, >R s> f(t) =;Zb(—l) exp (—ant).

oo 40 ( 1)n
2°) Montrer que f(t)dt converge, et vaut z -5
o . n=0 n

Cas particuliers. a) an=n+1 ; b) an=2n+1.

On considére la série Z( 1) u oll u est l'application t »— exp(-a t:)
de R dans R.

*
1°) Pour tER fixé, la suite (u (t)] est décroissante, de limite O.

D'aprés le théoréme des séries alternées, la série Z«' 1) v (t) converge ;
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en outre sa somme est positive et :

>

k=n

VnEN

(—l)kuk(t)| <u_(t) = exp(-a_t). (1)

— La série z( 1) u  converge donc simplement sur R . Soit f sa somme.

e Soit aER fixé. On a : sup (exp(—ant)) = exp(- ana) ; comme
t€fa,+=|

lim exp(—ana) =0, la convergence de Z(—l)nun est uniforme sur [a,+s[ ; les
N>+

n «
(-1) u_ étant continues, la restriction de f.3 [a,+=[ est continue ; f est
donc continue en tout t€ la,+=[,
*
— Pour tout tE€R_, on intercale a€ Jo,tl, et on constate que f est

continue en t. o

2°) Soit nEN. Pour tout XER+ on a :
X
1
j; exp(—ant)dt: a“(l - exp(—anx)) .
Compte tenu de an>0, on en déduit l'existence et la valeur de :
400
1
f exp(-ant)dt—a— .
o n
— En faisant n=0 dans (1) :
*
VEER [£¢e)| < exp(-a_t), et d'ailleurs £(t) >0.

On en déduit que f, prolongée par £(0) =0, admet sur [0,+=[ une intégrale

*
impropre convergente. Pour tout n€N , on a :
n=1
£(t) -Z:uk(:)

=0

<exp(-—ant) (1)

et donec, les intégrales en jeu étant toutes convergentes :

40
j’ “‘"x nk

a
n
40 (-1H)"
En faisant tendre n vers +», on en déduit :f f(t)dt = P )
o
*
e a) Pour an=n+l f est 1l'application de R, dans R :
-t
-(n+1)t e
£r— £(t) = Z( n® -
1+e

reo -t
Commef e—dt=Log2 nous retrouvons l'égalité classique :
l+e
n

(-1
LOBZEZ n+l T =

=0

*
b) Pour an=2n+l, f est 1l'application de R+ dans R:

400
o £(6) = ) (-1 exp(~ (2n+1)e) =-S—r

n=o0 1+e
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[ l+e2
b &
I a

e On se propose de trouver deux exemples d'une application continue

*o -t
Commef = % nous retrouvons 1'égalité classique :
yB

de R dans R qui n'est dérivable en aucun point de R, et qui n'est monotone
sur aueun intervalle (d'intérieur non vide) de R, Pour cela on utilise le

résultat de 1'exercice suivant,

Soit une application f: ]to—q,tom[ — R, aER:.

1°) On suppose que f est dérivable en to. Montrer :

£'(t )= lim HBES{G]
° (t,t')+(0,0),(t,eN)Ea P °F
ol : A={(:,:')GR2[ (to—a<t<co<:'<:o+a)A(t*t')}_

2°) On suppose qu'il existe deux suites (an) et (bn) 3 valeurs dans
1t -a,t +a[, de limite commune t_, telles que a_ <t <b et a #b_ pour tout n,
o] [¢] o 1 n [+) n n n P
f(bn) - f(an)

b -a
n n

et que la suite n:— soit divergente. Que peut-on conclure ?

1°) Nous disposons de l'application ¢ : ]J-a,a[ — R définie par :
f(t°+h) = f(to) +hf'(t°) +he(h) si h#0 ; e(0)=0

et cette application est continue au point 0. Nous avons :

f(t") - £(t) t' -t t -t

) = 0_. L. . -
-f(t:o)—t._t e(t :0)+':,_t e(t :o)

t' -t

La valeur absolue du second membre est majorée par Is(t'—to)l + Is(t-to)l.

2°) La conclusion est : f n'est pas dérivable au point t. En effet,
si f'(to) existait, on aurait d'aprés le 1°) :

f(b )-£f(a))
lim — B ——= =£'(c ).
n> 4w n an °

1.3.8 l FONCTION DE VAN DER WAERDEN. Pour tout tER, on note :

<t>=d(t,Z) =inf |t-m|.
EZ
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n
<10t >
1°) A tout n€EN on associe l'application u ot ——— de R dans R.

10"
Montrer que la série Zun converge uniformément sur R, et que sa somme f est

continue,

2°) Montrer que f n'est dérivable en aucun point de R.
q

3°) Montrer que f n'est monotone sur aucun intervalle d'intérieur non vide.

Dans tout espace métrique E, l'application x +— d(x,A), oll A est une
partie non vide de E, est continue ; l'application < > , et donc les appli-

cations u, sont ain‘si. continues ; par ailleurs elles sont visiblement l-pério-

diques.

1°) Pour tER, on a visiblement <t> € [0,1/2]. D'oii :
Vn€EN  sup|u (t)|<10—n/2.
ter °

Comme la série numérique Zlo'“/z converge, la série d'applications Zun
converge normalement, et donc uniformément sur R ; les un étant continues,

la somme f est continue ; elle est l-périodique.

2°) Soit t €R fixé, Il admet un développement décimal propre :
° propre

00

-k
to=zuk 10 7, ol aOEZ, oill ukE {o,1,..,9} pour k1, la suite (a
=0

), u*
k' KEN
n'étant pas constante de valeur 9 3 partir d'un certain rang. On note :
n
-k -n
€ = . . =
WnEN  a_ ;uk 107" 3 b_=a +107",

: =
« 40 nr+e
® Soit n€N fixé. Nous avons :

ce qui entraine : a <t <b_ ; lim a_=t ; lim b _ =t
n o n n o n

400 <lokb >-<10ka >
n n

=0 10k

f(bn) - f(an) =

—S8i k#n, lokbn et lokan différent d'un entier, et <10kbn>=<10kan>.

Si 0<k<n-1, 10 a et lokbn sont respectivement congrus modulo 1 3 :

[+ a [+ ] N
Ak 1;51 * i :-ﬁ%* ; JET ,
’ L5k+2 10 LERF2 107

. - 1 LY n 9 4=
et : Bn,k_An,k+lon—k< 10 ' Z * Z

9
w2 1007% G 1007k
l+a

k+1
< _kt+l
10 A0,k <Bn,xk<T0o -
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2 . k k - - - k~-n
On en déduit : <10 bn>—<10 an> ek[Bn,k An,k} e 10 ,
ol : ek=1 si “k+le{0’1"" ,41, et €= -1si ak+16{5,6,... ,9}.
f(bn) - f(an) n-1
a ,_—n_ 0. €{-
I1 en résulte : - e €x {-1,1}. (1)
n n =o
f(bn) - f(an)
Il n'existe donc pas : lim b a 0
o n n

Reste & appliquer le 2°) de 1'exercice pré&cédent.

3°) Soit I un intervalle d'intérieur non vide de R. On peut trouver
tOEI décimal, i.e. tel qu'a partir d'un certain rang les oy soient nuls,
et donc qu'd partir d'un certain rang les £ soient égaux 3 1. En utilisant

(1), avec n assez grand, on en déduit qu'il existe anEI et bnE 1 tels que
f(bn) - f(an)

b -a
n n

>0.

L
— De méme, en utilisant tOE I tel que les ay soient égaux 3 5 3 partir
d'un certain rang, on montre qu'il existe a'€1I et b'E 1 tels que
' . n n
f(b“) - f(an)

b'-a'
n°n

<0.

La restriction de f 3 I n'est donc pas monotone.

{1.3.9] FONCTION DE WEIERSTRASS. Reprendre l'exercice précédent en
adoptant :

un(t) =2""cos mnt, oli m est un entier pair donné, tel que m>6.

1°) La convergence normale de an sur R résulte de :
-n -n
(VnGN suplun(t)| =2 )A( 2 converge)
tER
Les u et la fonction somme f sont continues et 2m-périodiques.
2°) Soit tOGR fixé. Pour tout nEN, il existe un unique anZ tel que:
-n -n
€t < §
jn'nm t:o (1+Jn) m™m .

. -n . -n
En notant : a_=j _mm et b_=(l+j )am , nous avons :
n “n n n

-n

an<t <bn H bn—a =1Tm ; lima =t 3 limb_=¢t .
[} n podm B0 LD O
f(bn)—f(an)

I1 suffit donc de prouver que la suite n — b -a est divergente.
n n
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e Pour tER et nEN nous avons, avec des notations classiques :
-n n
= + t).
f(t) Sn_l(t) +2 cosm t Rn( )

Faisons successivement t= a, et t= bn.

* En utilisant : mk—n est un entier pair pour k>n, nous avons :
i .
R {(a)=R (b)= 2 7.
n n nnt e,
in

% oD n__ noy_ 2 =2
2 (cosm a -cosm bn) o cos (3, 2n( 1)
* pour 0Sk<n-1 :

k -n

mk(bn-an)
—————|€m *emm .

2

n-1 k
< kz (ﬂ) <® L _m 2
o 2 o m/2-1 o0 m-2

En utilisant bn—an=1rm—n, on en déduit :

sin

|cosmka -cosmkb |<2
n n

I sn—l (bn)_sn—l (an)

_f_(i‘ﬁ____f_(a_n). 2 E)n. [_1)jn+l+9 L. )
b -a ™ \2 n m-2
nn
avec ﬁne [-1,1]. Comme m>6 entraine r—n%z—<1, il en résulte :

f(b )-£(a)
lim ————“—l=+«n.

n>+x

3°) Soit I un intervalle d'intérieur non vide de R. On peut trouver

nEN assez grand pour que I contienne trois multiples entiers consécutifs
a, bn et <, de 7m *. En utilisant (1), on constate :

f(bn) - f(an) . f(cn) - f(bn)

b ~a c -b
n 0 n n

<o0. 0O

+0
ant2
1.3.10 | Existence et calcul de : £(t) = E ate Bt , tER,
n=o

. - . - 2
A tout nEN on associe 1'application u :te= nte nt , impaire et c”,

-nt2
de R dans R ; elle est la dérivée de l'application vyt —-;—e Nt de r
dans R.
a) L'étude de la série géom&trique nous apprend que Zvn converge simple-

*
ment sur R , et que sa somme g est donnée par :

veer" g(t) -_—lf%z
l1~e
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b) Pour tER fixé, on a un(t) =0(1/n2) au voisinage de +w, et la série
numérique Zt:xn(t) converge. En d'autres termes, la série d'applications Zun
converge simplement sur R ; on étudie sa somme f.

e Soient aGR:, et Ea=k\]-a,a[. En calculant uI", on constate que, pour
n fixé, la restriction de u a [1/vV2n,+=[ est positive et décroissante. On

en déduit :

2 =
van>1/2a t_sel;;p Iun(t)l un(a) .

Comme Exn(a) converge, il en résulte que Zun, qui est Zvl'_l converge
normalement et donc uniformément sur Ea' Comme Zvn converge simplement sur
Ea’ on peut affirmer, d'aprés le cours, que la restriction de f & Ea est la
dérivée de la restriction de g a Ea. En particulier :

° t e_':2
VYt €EE f(t) =g'(t) =——zr > m
a -t
(1-e 7))
* - e * .
e Tout t€ER appartenant 3 un Ea’ (1) vaut pour tout t€R . Par ailleurs

il est clair que £(0) =0 ; f est ainsi déterminée.

Remarque. On constate : lim |f(t)|=+= ; f est discontinue en O ;
t-0, t#0
comme les u, sont continues, la convergence de an sur R n'est pas uniforme.

1.3.11 Soit ) f wune série d'applications d'une partie A de R dans R
n PP

qui converge uniformément sur A. Soit d'autre part (gn)nei une suite décrois-

sante (VnEN <gn) d'applications de A dans R qui vérifie :

gn+|

S}!Gl:_ VnEN supIgn(t)|<M. 1)
€A

Montrer que la série Efngn converge uniformément sur A.

L'e.v.n. R étant complet, il suffit de montrer que la série d'applica-
tions angn vérifie le critére de Cauchy uniforme sur A.

o Comme fn converge uniformément sur A, pour tout n€N on dispose de
o0

_ R ' . . R .
Rn—k;l fk' et la suite d'applications (Rn)neu converge uniformément sur A
vers la fonction nulle.

*
On a fn =R —Rn pour tout n€EN . Par la transformation d'Abel, on cons-

*
tate que, pour tous n€EN et pEN :
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D D
;lfn+kgn+k c T Z;Rnﬂc (Sn+k _gn+k+1) * Rngn-H - Rn+pgn+p+l
*
e Soit c€R . Il existe NEN tel que :

vn>N sup|R _(t)|<e.
tea "

On a : Z: (gn+k _gn+k+l)=gn+l _gn+p+l

3 * » -
Pour tous entiers n>N et pEN , il vient (compte tenu de (l)) :

€
VtEA |21 (fn+kgn+k)(t)| < 4Me [m]

1.3.12 ] Soient Ean une série convergente 3 termes réels positifs,

et QP:ni— r, une bijection de N sur Q.

A tout n€EN, on associe l'application f_ :R — R définie par :
PP n

=0 si t<r_; = i >
fn(t) 0sit LI fn(t) a si t rn (1)
1°) Montrer que la série d'applications En converge uniformément sur R.

2°) Etudier sa somme f (monotonie, existence de bornes, continuité &ven-
tuelle).

On sait que Q est dénombrable, ce qui justifie l'existence de .
1°) On constate : Vn€EN sup|f (t)] =a_.
ter "

Comme la série numérique Ean converge, la série d'applications Efn con-

verge normalement, et donc uniformément sur R.

2°) a) Monotonie. Chaque fn étant croissante, f est croissante.

b) Existence de bornes. Pour tous n€EN et t€ER : 0<fn(t)<an.
<00

D'oli, pour tout t€ER : 0<f(t)<a, oi a=§an.
=

4o
— Soit eGR+ fixé. On dispose de NEN tel que ; a_SKe ; il existe
n=N+1

*
AER_ tel que l'ensemble fini @({0, .. ,N}) soit inclus dans [-A,A]. On constate :
vt<-A Wvn€ {0, ..,N} fn(t) =0 ; Vt>a Vvn€{0,..,N} fn(t) =a_.

D'oli : Vt<-A OS<f(t)<e ; Vt>A O<a-f(t)<e.

— I1 en résulte : limf(t) =0 ; limf(t) =a.
t-»—co £+
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c¢) Continuité. Pour n donné, fn est continue en tout point de
l\{rn}, continue & droite en r_, et admet O pour limite 3 gauche en -
— Soit tOGR\Q. La série fn d'applications toutes continues en t, con-
vergeant uniformément sur R, f est continue en t -
— Soit COEQ. On note n = '1(t°). Pour n#no, fn est continue en t, s

la série Z fn d'applications toutes continues en t, convergeant uniformé-
o
0 . . .
ment sur R, sa somme, qui est f—fn , €st continue en to ;3 £ est donc conti-
o
nue i droite en to’ et admet f(to) -a_  pour limite & gauche en to s il ya
(3
continuité de f en to si, et seulement si a, =0.
o
Retenons que f est continue 3 droite en tout point de R et que, dans le

cas ol an>0 pour tout n, Q est l'ensemble des points de discontinuité de f.

Remarque. Soit I un intervalle de R, d'intérieur non vide.

— On sait que, pour toute application croissante g : I — R, l'ensemble
des points de discontinuité de g est fini ou dénombrable, et qu'en chacun
d'eux le saut de g est strictement positif.

— Inversement, soient E une partie dénombrable de I, et Zan une série

convergente 3 termes réels strictement positifs. La construction précédente
(dans laquelle @ : n +> r est une bijection de N sur E) permet de trouver

une application croissante f : I — R dont 1'ensemble des points de discon-
tinuité soit E, et telle qu'en chaque r le saut soit a (s'il existe n,

tel que r, =infI, il y a lieu de modifier fn de facgon 3 la rendre dis-

. =0 . [4]
continue 3 droite).

*
1°) Soit n€EN . Etudier la continuité de 1'application
PP
nt - E(nt)
on
2°) Etudier la série d'applications ‘;fn: continuité de la somme,
1

fn it de R dans R (E est la fonction partie entiére).

sauts aux points de discontinuité.

1°) £ est 1'application %—périodique qui coincide avec t +— nt/2" gur
{0,1/nl. En tout :oei%z, elle est continue.

En tout tOE%Z, elle prend la valeur fn(to) =0, est continue 3 droite
admet la limite & gauche fn(to-—) =1/2" ; elle est donc discontinue en t,» et

admet -l/2n pour saut en to.

2°) De : suplf (t)|<l/2n, et de 2/2n converge, on déduit que f
ter O 1P
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converge normalement, et donc uniformément sur R. Soit f sa somme.

a) Le théorEme sur la continuité en un point de la somme d'une série
d'applications continues en ce point montre que f est continue en tout point
de R\Q, et (appliqué & la série des restrictions des fn a [to,-kv[) que f est
continue i droite en tout point de R.

b) Soit toEQ. Le théoréme d'interversion des limites appliqué a la
série des restrictions des fn a ]—cn,to[, montre que f admet en to la limite
a gauche :

40
f(to_) =Z fn(to—) :
n=l
' = ° - + n €
Comme, d'aprés 1°), fn(to ) est fn(to) 1/2° ou fn(to), selon que nto z
ou ntoﬁz, le saut de £ en t est :
E=- en(to)
U(to) =f(':o) -f(to-) h Z __2—“_
n=
U = 1 c = 1 .
ol en(to) 1 si nt Z, et t—:n(to) 0 31+:t°¢z
- S5i t,=0, ona ainsi : a(0) = —22_n= -1.
n=
- Si t, =-qE, oi (p,q)EZxN et oli p et q sont premiers entre eux, on cons—

tate que ntoez s'écrit n=kq, k€EZ ; on a :

kq -1
a(t )=~ /27 =—
© z. 29-

1.3.14 | A tout n€N on associe l'application fn :B2 — R telle que :

xn
fn(x;)') = 1+y2n

1°) Déterminer Q= {(x,y) ER? | Z:fn(x.y) converge} .

2°) Prouver que f : (x,y) v an(x,y) est C! sur Q.
nﬂ

Les fn :R2 — R sont de classe C .

1°) Soit yER fixé ; an(x?y) est une série entiére en x, de rayon de
rayon de convergence Ry-max(l.,yz) ; pour x =% Ry’ la série numérique
an(x,y) diverge (on n'a pas nl_:l fn(x,y) -0).

—D'oii : 0={(x,y) ER? | |x]| <max(1,y%)}.

Il en résulte que Q est un ouvert de R2 (faire un dessin).
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2°) Notations. On munit R? de la norme (x,y) — max(|x|,|y]).
A tout (xo,yo)EQ on associe une boule fermée B, de centre (xo,yo), de

rayon r>0 assez petit pour que B<cQ (Q est ouvert). On note :
u=max(|xo—r|,|x°+r|) ; B=0 si |y0|<r :
B=min(|y°-r|,|y°+r|) si |y°|>r.
On a ainsi : a= sup |x|, B= inf |y|, (a,B)€Q.
(x,y)EB (x,y)EB
En outre |a| <1t si |y0|<l (cf. dessin)
a) Continuité de f : Q — R. Soit (xo,yo)EQ. Associons—lui une boule B.
On a (cf. notations) :
n
a

VnEN sup |fn(x,y)|< TR

(x,y)EB 1+R

n
D'aprés (a,B) €Q, Z a 35 converge an converge ainsi normalement et donc
148

uniformément sur B ; la restriction de £ 4 B est continue ; f est continue en

(x sy ). m]
o’’eo of
b) Existence et continuité de H:Q — R. Pour yER fixé, 1'applica-
+oo " oo nxn-l
tion x »— Zo 3 de ]J-R_,R [ dans R admet x +— Zl pour appli-
— n vy 2n
n=0 l+y n=l l+y
cation dérivée d'aprés 1'étude des séries entiéres. On dispose donc de :
oo n-]
of | nx
S;'Q—’R (x,y) »— Z_Z—x;'
n=1 l+y
En raisonnant comme en a), on montre que f est continue. [m}

9x
c) Existence et continuité de A Nous disposons des applications :

Bfn —2nx™ 2n-1 *

—2:R2 >R (x,y) = —=XL_—— (n€N).

dy 2n,2

(1+y™)
afn
Pour yER fixé, Z F(X'Y) est une série entiére en x de rayon de convergence
o>l af

R' =max(y2,1/y2)>R_. On en déduit que la série -2 converge simplement sur:
y y =19y

@' = () €R | || <max(y,1/y)).

En fait il s'agit d'étudier cette série sur Q< Q'(avec d'ailleurs Q#Q').

e Soient (xo,yo)EQ et BcQ associée a (xo,yo). Nous allons montrer que
of
quitte 3 imposer & B une condition supplémentaire, §-y—ll converge normalement
et donc uniformément sur B. >l
iy s : u - 1
Nous utiliserons le fait que u »— ek u€R , est 3 valeurs dans (0,71,

et décroissante sur [1,+=].
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— Si |y0|<l, nous imposons : |y|<1 pour tout (x,y)€B. D'ol :

* afn n
VnEN sup IB——(X'Y) <2na .
(an)eB y
Or, ici, a<1, et donc na” converge. 0
— Si lyol =1, nous imposons : IyIE[-;—,%] pour tout (x,y)€B. D'ou :
2n-1
¥(x,y) €B lzl——z—2<_4‘_<%
(1+y"™ vl
. af
et : YnEN sup Ia (%,y){<na .
(x,y)es! %Y
Or, ici, a<1, et donec Z\un converge. O
—Si |y |>1, nous imposons : |y| =1 pour tout (x,y)E€B. D'oii :
0 I l2n—| 8 B2n—l
VoL, €8 o<t e, (8>0)
sy |yl 8™
of n_2n-1
*
et : VnEN sup S—n(x,y)|<6 ha—zié—
(x,y)es 1°Y (1+8°™
Comme (a,B)€Q, la série majorante converge. w]

e Reprenons (xo,yo)EQ. Nous avons su lui associer une boule fermée BeQ

de centre (x ,y ), de rayon r sur laquelle z___n_ converge uniformément.
o’’o n>|ay
I désignant 1'intervalle ouvert ]yo—r,yo+r[, il y a :

— convergence simple de Z(y — fn(xn,y)] sur Ir H

— convergence uniforme de Z

) o
of & E)fn
i t 1 — = D —
Ceci assure l'existence de ay(xc',yc’) r; 5y (xo,yo).
e On dispose ainsi de %:Q — R, et il s'agit de la somme de la série

af
Z——E. Pour tout (x ,y )EQ, celle-ci converge uniformément sur une boule de
1% o*7o af
centre (xo,yo), de rayon r>0, les _5_y_n étant continues, ceci assure la conti-

ez of
nuité de 3y en (xo,yo). O
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1 1
1.4. SERIES ENTIERES

Soit Zanzn une série enti&re complexe de rayon de conver-
gence R. Que peut-on dire du rayon de convergence R' de la série entiére
anzn dans les différents cas suivants :

1°) Vn€EN b _=a? ;

n n
2°) VnE€EN bn=f(n)an, oli f est une fonction rationnelle non nulle ;
° [ = = ?
3°) Vn€N (b, ., =0)A(b, =a] ?

) |b zn| = (Ia I(\/l—z__T)n)2 pour tous z €C et nEN -

a) Soit z EC tel que |z |<R2 La série Z(Ianl(\/lzj)n]converge H
la suite (Ia I(\/T_r) " est bornee ; la suite (|bnzg|) est bornée. En utili-
sant le lemme d'Abel on en déduit R'> |z | . En jouant sur z :R'>R2,

b) So:.t z €C tel que lz | <VR'. La série Zlb z°n| converge ; la
suite (Ib z ]), qu1 est la suite (]a 2 |2) est bornée ; la suite (|anz::|)
est bornee et (par le lemme d'Abel) : R> [zol.

En jouant sur L R=>JVR'.
¢) Au total : R' =RZ, @]

2°) a) Soit z €C tel que ]z°| <R. Choisissons un réel r€] |z°|,R[.

£ (n)(;g)n

Comme f est une fonction rationnelle et comme
n n

z
lim f(n)(——g) =0 ; la suite (‘f(n)(z—(’)
n->+e r r

- n . n =
Comme r <R, la série Zlanr | converge ; la suite (Ianr |) est bornée.

On a : |bzn|=
no

a rn pour tout n€EN,
n

|z,

<1, on constate

) est donc bornée.

Il résulte que la suite (lbnz::| est bornée, et que R' > |z°l.
En jouant sur z :R'>R.
b) On peut fixer NEN assez grand pour que, pour tout n=N, on ait
f(n) #0, et donc an=g(n)bn, ol g est la fonction rationnelle non nulle 1/f.
En échangeant les rdles des deux séries entiéres : R=R'.

c) Au total : R' =R. [m]

3°%) a) Sm.t z, €C tel que |z | <VR. La série Z[a 2 n| converge ; la
suite (Ia z |), qu:L est la suite (!b 22 |) est bornée ; or la suite nulle

2n+l

(‘b2n+l

. . n .
l) est bornée ; la suite (lbnzol) est donc bornée, et R'>|z°].
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En jouant sur z, :R'>2JVR.
b) Soit 2z €C tel que |z0[<R'2. La série Z[bn(v|zol)n| converge;

la suite (|b (\/] |) l) est bornée ; a fortiori la suite (Ibzn(\/lzohzn) .
qui est la suite (Ianzg|) est bornée, et donc R>z°.
En jouant sur z :R>R'2,

c) Au total : R' =VR,. [m]

Soient un polyndme non nul PEC[X], et une série entiére complexe
z:anzn de rayon de convergence R>0, de somme notée f. Trouver le rayon de

P ‘s n .
convergence R' de la série entiére ZP(n)anz , et exprimer sa somme g en fonc-

tion de f.

Exemple. an=2n/n! pour tout n€N ; P(X) =X24+1,

a) Montrons que R' <R. C'est trivial si deg P =0 (auquel cas R' =R).
Supposons donc : deg P21, ce qui entralne limlP(n)I =+0 ; 11 existe noell
S
tel que |P(n)|>1 pour tout n>n . b
. n -
Pour tout zOEC tel que lzo|>R, la divergence de Z|anz°| entraine
ainsi celle de ';IP(n)anzgl. D'oll R'< |z°|.
n
o
En jouant sur z : R' <R. O

b) En utilisant une base convenablement choisie de 1'espace vectoriel

des polynBmes dont le degré n'excé&de pas deg P=p, on a :

P=c_ +ZI ¢ X(X-1) .. (X-k+1)

N
Soit z_ ec tel que [z |<R Pour NEN, ZP(n)a z, s'écrit :
=0

a 2 +Z Z‘n(n 1) .. n—k+|)a zn ~k

o . -k PR
Or, pour tout kGN , la série entiére ;n(n—l)... (n—k+1)anzn est la dérivée
k
d'ordre k de la série entidre Zanzn ; elle admet R pour rayon de convergence.

On en déduit qu'il existe :
N
1lim ZP(n)anz:=ki‘ockz f(k)(zo)
N-++= n=0 =
On a donc R'> |z°|.
En jouant sur z, :R">R ; compte tenu de a) : R' =R.

En outre :

g(z) =£:ckz f(k)(z) pour tout z€C tel que |z| <R.
=0
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Exemple. Ici R=+=, f£(z) =e?Z paoiex+x(%-1)
D'oili : g(z) = (I+2z+422)e22 pour tout zE€C.

Remarques. a) R=R' résulte aussi du 1.4.1, 2°).
b) Si 1'on considére comme connues la formule d'Hadamard, et la formule,
valable pour des suites 3 termes positifs dont 1'une converge :

lim sup (xnyn) = [lim(xn)] (1im sup (yn))
on écrit : |P(n) |~ Ibplnp au voisinage de +» (b_#0) ; on en déduit :

lim |P(n) | t/n

P
=1, lim sup{P(n)a l”n =lim sup |a |1/n et R' =R.
nertoo n n

- n n s .
Soient )a z et anz des séries entiéres de rayons de conver-

gence R>0 et R'>0. Que peut-on dire du rayon de convergence R" de la série

. n
entiére Za bz ?
nn

e Soit zoec fixé, tel que 0<|zo| <RR'. L'application t |z°|/t de

* . )
]o0,R] dans R _décroit de += a

<R' ; il est clair qu'il existe
(a,B) € (R:)Z vérifiant 0<a <R, 0<B<R' et |z°| =qf 3 les suites (Ianlun)
et (|bnan) sont ainsi bornées, et donc la suite (|anbn||z:|) est bornée, ce
qui (d'aprés le lemme d'Abel) entraine |z°| <R".

e On a ainsi |z°|<R" pour tout zoec tel que |z°| <RR', ce qui exige
R"2RR'. On ne peut obtenir mieux. En effet :

— Si an=bn=l, alors R=R' =R" =1, et donc R" =RR'.

— Si azp=0, 32p+| =1, b2p= 1, b2p+l =0, alors anbn=0 pour tout n ;
ona R=R'=], R"=+= et donc R">RR'.

Application. Si an#=0 et bn= l/an pour tout n€N, alors RR'< 1 (ici
R"=1).

Remarque. Si 1'on considére comme connues la formule d'Hadamard et

la formule, valable pour des suites & termes positifs :

lim sup (xnyn) < (1 im sup (xn)) (lim sup (yn)) s

1 . 1/n 1 . 1/a 1 . 1/n
de : = 11msup|an| ' 7 =1lim sup |bn| s j" =11msup|anbn|
on déduit : %,,<ﬁ, , et donc R">RR'.

Soit (an)rEN une suite complexe. Comparer les rayons de conver-

. . n -
gence R et R' des séries entiéres Enz et anzn, ol Sn- E ak.
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* ‘q:
a) Pour tous n€EN et z€C on a, en utilisant an=sn-sn-l :

. )

la 2" <|s znl +|z2] - |S zn_ll

Pour zEc fixé, tel que |z| <R', les séries numériques ZIS z | et

;I =1 | convergent, et, d'aprés (1), Z|a z | converge.
Nous avons donc déja : R' <R.

n
b) Nous constatons que ZS z est la série entiére produit

\Za z ) \Z \ D'oli, par la théorie des séries entiéres produits :
R' 2min(R,1).

c) A ce stade : si R<1, alors R' =R.

d) Etudions le cas R>1. Nous avons déja : 1<R'<R. (2)
D'aprés R>1, Za converge et on dispose de S = 1lim$S .
n noteo T
ler cas : S#0. Ici an diverge, et donc R'<1. D'aprés (2) : R' =1<R.,
+c0
2éme cas : S=0. Pour tout n€EN, R = Z a, n'est autre que —S .

k=n+l
— Fixons z €C tel que 1< lz | <R. Nous savons que Z]akz | converge.

D'autre part, en ut1lxsant |z (" <|z |k pour k>n :

Zakz z|<Z‘b|az|

La suite (R z ) est ainsi bornée, et donc la suite (S z ) est bornée. D'aprés

[anol =

le lemme d' Abel ZS 2" converge absolument pour tout z tel que |z| <|z .
— Soit z tel que |z| <R. En adoptant z = (|z|+R)/2, on constate que
anzn converge absolument. D'ol R' >R, et donc ici R' =R.

e L'exercice suivant est destiné & établir un résultat classique, que nous

utiliserons par la suite & plusieurs reprises.

. n o . :
Soient Eanz une série entidre complexe de rayon de conver-

n
e = .
gence R>0, et z, C tel que |20| R et que Eanzo converge

®) Montrer que la série entire converge uniformément sur {tzolte [0o,11].

400 00
° P . . n=2 n
2%) vérifier : . lim nE': an(tzo) az .

>1,t€(0,1[
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Nous avons zo#ﬁo. Par transformation z w+ 2z/z , nous nous ramenons au
o

cas z_=1.
° n
Considérons donc une série entiére Eanz de rayon de convergence 1, telle

que la série Ean converge.

1°) Pour tous (n,p) EN? et t€[0,1], nous avons par la transformation

[} = »
d'Abel, en notant Sn,k ganﬂl :

n+k _ n+k _ n+k+l nip+l
;amkt 2|Sn’k(t t )+ sn,pt .

Compte tenu de 0<t<1, il vient

n+k n+k __n+k+l n+p+1
Z:na““‘t <2|Sn’kl(t e s, ple :

*
Soit eER+. D'aprés le critére de Cauchy, la convergence de Zan assure

1'existence de NEN tel que :

ganﬂl
et donc tel que :

va=2N VpEN vteE [0,1] ,Xan+ktn+k
=1

Vn2N VKEN <e

e

Notant u 1'application t +— antn de [0,1] dans €, nous constatons que la

série d'applications Zun, 3 valeurs dans l'espace de Banach C, est unifor-
mément de Cauchy sur [0,1] ; il en résulte qu'elle converge uniformément sur
[o,1]. m]

Foey
2°) Comme les u sont continues, la somme t '— Zantn de la série Zun
n=0

est une application continue de [0,1] dans C. D'oii, en particulier :

40 ™
lim Za tn=zoa . O
t+1,t€f0,Il =0 ® ="

e Nous allons étudier ume réeiproque du résultat de l'exercice précédent.

[17.4.6] CONVERGENCE AU SENS DE POISSON. On dit que la série complexe

Ean converge au sens de Poisson si, et seulement si la série entiére

Zanzn a pour rayon de convergence 1 et si, f désignant 1'application

tr— za t® de 1-1,1[ dans €, il existe 1lim f£f(t).
asu t>1, <1

1°) a) Toute série convergente au sens de Poisson est-elle convergente ?
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b) Etudier le cas d'une série & termes réels positifs.

a_ une série complexe convergente au sens de Poisson, et

2°) Soit
telle que a_=o0(1/n) au voisinage de +=. Montrer qu'elle est convergente.

1°) a) La réponse est négative, ainsi que le montre l'exemple suivant.

On adopte a = (-l)n pour tout n€N ; Z(—z)n a pour rayon de conver-

4o
gence 1 ; pour t€ J-1,1[, £(t) =Z(—t)n s'éerit ﬁ ; 11 existe donc
n n=0
lim £(t)=1/2;0r Y (-1 diverge. 0
t+1, t<1
b) Soit a , avec anER+, une série convergente au sens de Poisson.
oo
On note 2= 1lim f£f(t), oil f(t)=Za tn.
t+1, <l n=o0 "
Chaque t1'—> ant étant croissante sur JO,1[, f est croissante sur ]O,I1[ ;

on a donc f£(t) €% pour tout t€]0,1[ ; a fortiori (les a étant positifs)

N
vt€lo,1[ VNEN Z;an:“ <e.
n=

En fixant N et en faisant tendre t <1 vers 1, on obtient

N
VNEN Za <z,
n
=

La série positive Za , dont les sommes partielles sont majorées, est con-

vergente.

: A(n) =£(1-1/n) —kz)ak.

*
2°) Pour n€EN , posons
: limA(n) =0.

limf(1-1/n) = 2. Reste a montrer
nrt+o

Il existe :
N+
: A(n) =A(n) - B(n) avec :

On peut écrire :
+o0
A(n) = Z z-1k(l—l/n)k ; B(n) =zak(l - (l—l/n)k).
K=1

k=n+l
* . . *
e Soit c€R_. D'aprés a_=o0(l/n), il existe NEN tel que |ak|<s/k pour

tout entier k>N.
Pour tout entier n=>N, on a donc :

+o +oo
k_ce€ k
la(n)| <€ (-1/m)f <& z;)(l—lln) <e.
n k;l P k=

On en déduit : limA(n) =0.
n->-+o N
e Pour tous x€[0,![ et kKEN , on a :

=¥ = (1=x) (14 x+ . +x571) Sk (1-x)

Dlod : [B(m)|<1 Z;klakl.
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Au second membre, on reconnalt une moyenne de Cesaro associ@e 3 la suite

(nl§n|)ﬂ* de limite O. On en déduit 1limB(n) =0. ]
n-+o

Remargue. Par une démonstration beaucoup plus difficile, Littlewood a
montré que le résultat du 2°) subsiste si 1'on remplace a, =o(1/n) par
an-O(l/n) au voisinage de +w.

. -n"
Calculer A Z n(2n+l)’ et B= ; TN
n=1 n=

A et B sont les sommes de séries numériques absolument convergentes
(d'aprés n(2n+1) ~2n? au voisinage de +»). En utilisant 1'exercice 1.4.5, on
peut écrire A= 1lim f(t), et B= lim f(t), oG f est la somme de la série

t+1, <1 -1, -1

. s tn
entiére E nZntl)? de rayon de convergence l. Pour t€1-1,1[ :
n21

-Hotn +o0 tn
£(t) =nz-l_n_2nz=l Forr = - Log(1-t) - 2g(t).

L] 2n+l
. s (Vt) .- Jt+Arg thvt
e Pour t€1]0,1[ : g(t) 7t Tt Tt
. . I 1 I+t .
ce qui conduit, en utilisant Arg th J:=-2-Log—17t- a
1+/¢t
Jt

et i : A=2—2Log2m0,6|37056.
2n+l1

R EMEn™ oS rarc g i
J-t ‘; 2n+l1 =t

f(e)=2- Log (1+J'r.)+ Log(l-—Jt)

e Pour t€]-1,0{ : g(t) =
et : f(t)=-Log(1-:)+2—2Ar°—F?i:—t-

D'otl : B=2-Log2-n/2=~- 0,2639435.

Soient Zan et an deux séries complexes convergentes.

On suppose que la série produit ¢ » avec c = Z a b , est conver-

p+q=n
gente. - o oo
Prouver : ( an> (z bn) = ch (1)
n= n=0 n=0

. P . n n n_ . .
Introduisons les séries entiéres Zanz . anz et c .z qui, du fait
des hypothéses ont un rayon de convergence au moins égal a 1. Désignons par
f, g et h leurs sommes respectives. D'aprés le théor&me sur le produit de

séries entidres on a : h(z) =f(z)g(z) pour tout zEC tel que |z| <l.
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D'autre part, que le rayon de convergence de Zanzn soit R>1 ou R=1,

on a, d'aprés la convergence de En(cf. exercice 1.4.5) :
40

zba“= lim  £(t)
n= t+1, t€R, t<]

et 1'on dispose de relations analogues pour g et h.

On peut donc passer & la limite dans h(t) =f(t)g(t) lorsque le réel t,

strictement inférieur 3 |, tend vers 1 ; d'ot (1).

X s ‘s . n
Soit une série entidre réelle Enr_ » a_>0 pour tout n€N, de

rayon de convergence l. On note f sa somme, et on pose :

= EN.
sn Z;)ak, n€EN

1°) On suppose ici : lim (1-t)f(t) =1, et on se propose de montrer :
1, t<l
s ~n au voisinage de +»,

a) Soit B 1'ensemble des applications bornées de [0,1] dans R ;

B est muni de la norme de la convergence uniforme. On note 9 la partie de B

telle qu'd toute g€ on peut associer :
<00
u(g) = lim G(t), ot G(t) = (1-t) antng(tn).
t-+1,t<l n=i

Montrer que P est un R-e.v, que l'application g = u(g) de B} dans R est
linéaire et continue, que B est une partie fermée de B.
. 1

b) Montrer que, si g est continue, alors u(g) = g(x)dx.

¢) Soit h:[0,1] — R définie par : o

h(t) =0 si t€[0,1/el ; h(t) =1/t si t€[1/e,1].
Montrer : h€B . Calculer u(h) et conclure.
2°) On suppose ici : lim  (1-t)2f(e) =1.

t+1,t<]
Montrer : sn~n2/2 au voisinage de +w,

1°) a) Pour toute gE€B, G est définie sur [0,1[.

B, qui contient t +—> 1, est visiblement un sous espace vectoriel de B.
La linéarité de u est triviale. Sa continuité résulte de ce que :

400
vgeB |ulg)|<ligl 1lim (i-t) Z‘ba "= gl
t-1, <l asd "
La preuve de ce que P est une partie fermée de B fait 1'objet d'un complé-

ment que le lecteur trouvera & la fin du sous-chapitre (n°1-4-30).
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b) Pour toute g * t — tk, kEN, on constate que :

<0
vee [0,1[  (1-t) Zba t%, () ,_kﬁ“k(t)’
oll ak(t)=(l- ) fa (tk'.'l n,
n=0
. -t 1 .
On a : lim ————=——0) et lim a (t)=1. D'ol : 8 €P et :
-1, t<l l-t:k"ll k+l t+1, t<i k k
__t .
u(gk) T g(x)dx.

o 1 application
Par linéarité, on en déduit : g€ER et u(g) = g(x)dx valent pour toute /
o

-

polynomiale (restreinte & [0,1]), et donc pour toute application continue,
ainsi qu'on le constate en utilisant la densité des applications polynomiales
dans 1'ensemble des applications continues (conséquence du théoréme de Weierstra

¢) Soit e€]o, —[ On note @_ (resp v, ) 1! appl].canon continue de [0,1]
dans R qui coincide avec h sauf sur ]——+ s[ (resp. ]——e, [), intervalle

sur lequel elle est affine (fau'e une f1gure) On a : tp <h<q;
Pour t€ [0,1[, H(t) =(1-t) Z)a t"h (" ) dont l'existence est assurée
par le fait que h est bornée, est compris entre :
&R n &= n n
= - n = -
®_(t) = (1-t) I;)ant o (£"), et ¥_(r) = (1-t) nZoa“t b, (D)

qui admettent, lorsque t tend vers 1,les limites respectives :

1 1
u(lpe) =j; (.pE(x)dx, et u(we) =-]; we(x)dx

qui vérifient (cf. figure) :

1 1
u((pe) >f h(x)dx—eTE , et v(we) =f h(x)dx +52—E—
) 0

A € on peut associer 1€ [0,1[ tel que, pour t€ [1,1{ :
- +u(we) <¢’E(t) <‘l‘Ei(t)<E +U(lbe)
et donc : ~ (1 +%)E<H(t)—f h(x)dx < (1 +3)e.
o

1
D'olt 1'existence de u(h) =f hi{x)dx =1. @]
o

* - . - .
ePour tout pEN , nous avons h(e n/p) =0 si n>p et h(e n/p) =en/p si

n<p, ce qui entraine :

n
ne /Py - -e71/py Zoan.
£

Compte tenu de limH(e_”p) =1 et de l—e_l/p ~% lorsque p tend vers +»,

on obtient sp~p. prve a



75

t
2°) Nous savons que la primitive t l—»f f(x)dx de f sur [0,1[ s'écrit :
0 g [

F:tm—> ¢t
n=

n+lt'

Pour t€ [0,1[ tendant vers 1, nous avons f(t) "‘(_]_lT)‘Z et donc (d'aprés 1'étude

de 1'intégration des relations de comparaison) :
+o a

t
1 n . .n 1
F(‘)"‘f TT=xy2d%, et Z; ey Iy P
o n=

n a
k o . .
En posant ¢ = — a (cf. 1 H 1 n au voisinage de +=.
p n ;) Y] O: ( ) ™ g

— Ecrivons : sn=g;)(k+1)(gk—gk_l)’ (O—l =0).

il.e. ¢ sn=(n+l)on—Z‘bak.

(n+l)o
5 . n
D'aprés o,~n, on a : lim —r— = 1.
n->too

=l o
k
k —
n-| k
P 1 n-1 k=
On écrit : FI 0k=—i;l——_———
E k

En utilisant liman/n=l, on obtient, par la moyenne de Cesaro :

n-+teo
lim lz EO ='l‘ .
e P — k2
En conclusion : lim sn/n2 =1/2. 0
n->+oeo

. n L . s o
1.4.10 Solent ant et ant“ des séries entiéres réelles, de rayons

de convergence R et R', de sommes A et B. On suppose que a_>0 pour tout n€N,
n

que R=+», et que la suite (bn/an) admet une limite 2.

1°) Montrer que R' =+,

B(t)
A(t)

2°) Vérifier : lim =9.

>+

1°) De 1'existence de lim (bn/an) on déduit : bn=0(an) au voisinage
de +=, pobee
— Soit t€R. On a : lbntnl =O(|ant“|) au voisinage de +=.
n s n
Comme Z|ant I converge, on en déduit que Zlbnt I converge.

— Ceci vaut pour tout tE€ER, et donc R' =+x,
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* *
2°) Soit €€R_. Il existe pEN tel que [bn—ﬂ.anl <can pour tout entier
n2p.

Pour tout tER (ce qui entraine A(t)>0) on peut écrire :

B(t) < o
lA(t) A(t:) Z“: ~-fa lt +e ) Zant .

n=p
fqs 1
En utilisant : ACD) <——— , et Za t <A(t),
n n=p
o
n
n=
. . B(t P(t
il vient Agt; zl <Q5t§ +e,
oi P et Q sont les polynomes lb —fa IX et 2:)anx“, tels que deg Q=p et
n L&
deg P<p-1, ce qui entraine lim ——Et—; 0.
t>+c Q *
On peut donc associer 3 ¢ un AER+ tel que, pour tout t=X :
P(t) B(t)
- . O
0<Q(t)<e’ et donc NG Ll <2e

1.4.11 Soit ch une série réelle convergente. On se propose de

vérifier :

400 , 40 +onc
[ (Z);'!le“‘duz;)f EMae (1)
o n=

1°) a) On note s, = e et g = . Montrer que les séries entidres
2:) Z)n=

an'l " etzn—?- t" ont chacune un rayon de convergence infini.
b) Montrer que, f et g désignant les sommes de ces séries entiéres :
X
VxER [e LE(t)de = e F(g(x)-£(x)) (2)
o
2°) Vérifier (1), en utilisant le 1°) et le résultat de l'exercice pré-

cédent.

3°) Dans le cas oil Zicnl converge, donner une démonstration directe
de (1).

1°) a) Les suites (c ) et (s ) admettant les limites O et s, elles sont
bornées. Pour tout t€R, 1es séries Zlc t /n'| et le t /n'l admettent une

série majorante de la forme Z]Mt /n!| ; elles sont donc convergentes. - 0O
+c0 s +x0 g

b) De g'(t) = -(?_T—)—'- :“_] =ZJ ntl tn, on déduit :
=l * nl: *
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-3 - S 400 C
g'(t)'g(t)=2ﬂ';—!-—qt“=§ :T' et =£7(t).
n n=i

D'oli: g'-g=f', ce qui entraine :

e_tf'(t) =%(e—tg(t)) (3)

Une intégration par parties donne, pour tout xE€ER :

X X X
fe_tf(t)dt=[—e—tf(t)] +f e CE'(r)dt
[+] [s] [o]

ce qui, compte tenu de (3) et de £(0) =g(0), n'est autre que (2).

2°) Une intégration par parties montre que 1'intégrale impropre

4o
1 -t — P
f o © t"dte (dont la convergence est triviale) ne dépend pas de n€N ;
o !

»
en utilisant n=0, on constate qu'elle vaut 1. Vérifier (1) revient donc 3
vérifier :

X
lim fe—tf(t)dt=s, j.e. lim 8(x) —f(x) _
[¢]

X
X+t X-++0o e

—Ona:et Eax,avecan=l/n!

s /n!

=s, l'exercice précédent

Comme : lim S = lime_=0, et lim
n++o  “n N+ o T n
permet de retrouver le résultat du 1°) a), et fournit :

lim e_xf(x)=0, et lim e—xg(x)=s. u]
b Saad K->+

3°) On falt ici 1'hypothé&se, plus forte Zlc [ converge.

e Soit xER fixé. En notant M =sup |c |, ona :

‘a -t .n x0
VnEN sup [—+e t | <M =T
tefo, x] : e
. . . . -t
On en déduit que la série des applications t > —n—? e et converge nor-

malement, et donc uniformément sur [0,x], ce qui permet d'écrire :

X/ o ¢ X c
I(ZB_? t“dt=Zf nettndt.
[o]

n=0 n=0
e En faisant varier x on en déduit que, @, désignant 1'application
*
xl—»[ —? e t dt, la série Zgr)n converge simplement sur R+.
= -t
On vérifie par récurrence : Vn€EN ’ e "t'dt=n!.
o

D'oll : VnEN sup*ltp )| <|e|.
xk,_ n

+
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Puisque nous avons supposé que E |cn| converge, E(pn converge normale-
*
ment, et donc uniformément sur R+.

Par ailleurs, pour tout n€N, il existe lim(pn(x) =c_.
K->+
D'aprés le théoréme d'interversion des limites, on en déduit que la

sorme de la série Z&p admet Zc pour limite en +=, d'ot (1).
n n |3

n,k = chﬂl et

L=1

Remarque. Vaut si ch est semi-convergente. En notant S

en utilisant Abel, le lecteur vérifiera :

p < xn+k+l X e—t tn+p+l
;‘pmk(x) = a Sn,k € Tarkrn)T +Sn,p A (ntp+i)! dt

. P . *
et i1 en déduira la convergence uniforme de E(,p sur l+.
n

1.4.12 1°) Soient antn et Eyntn des séries entiéres réelles, de
rayons de convergence R et R', de sommes A et B. On suppose que an>0 pour

tout n€N, que R=1, que Zan diverge, qu'il existe lim(bn/an) = 2.

B(t
t

N

Montrer que R'>1, et que lim
t+1,t<lI

=2.

>
~
Nae? |

2°) Soit (cn)nE'N* une suite convergente de réels. On note f la somme de

la série entiére E B R,
n
=1 £t)
Existence et calcul de lim m) .

t+],t<l]

1°) Laiss& au lecteur, qui s'inspirera de l'exercice 1.4.10 (il remar-

quera que R' =1 si 2#0).

%
2°) Pour n€EN , notons a = l/netbn=cn/n. La série entiére ;antn a
pour rayon de convergence |, et pour somme : !
A:]1-1,I[ - R t»— -Log(i-t).
b

. n ~ . Pq. P ‘s
Comme lim —=¢, ol &= 11mcn, on peut utiliser le 1°) : la série entiére
nte 2n n-rto

c
E n.n ses
Tt a un rayon de convergence R' 21, et sa somme f vérifie :

n=1
lim Toa(l-t fgﬂ:f -12.
t1,t<) ~O8

. n P . s
1.4.13 Soient a z une série entiére complexe de rayon de convergence

R>0, et f sa somme.

P ‘s n .
1°) Montrer que la série entiére anz , ol bn=an/n!, a pour rayon de

convergence +» ; soit F sa somme.
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2°) Montrer qu'i tout réel p€ ]0,R[ on peut associer un réel A(p) tel
que :

VzEC  |F(2)| <A(p)exp(|z|/p)

°) Soit ZOEC fixé. Ayant choisi arbitrairement le réel r € ]O,R[, nous

avons n
2z /r
(/1)

n!

n n
bz =ar . pour tout n€N.
no n

L. n n . . n
Les séries Exnr et Z(zo/r) /n! étant convergentes, les suites (anr )
n . . n . .
t ((zolr) /n!) sont bornées ; la suite (bnzo) est donc bornée, ce qui montre
n . ...
que le rayon de convergence R' de Ebnz vérifie R' 2 Izol.

— Comme on dispose de z, ona R' = +w, 0

2°) Soient p€ ]JO,R[ et z€EC fixés. Comme f est une application continue

du disque ouvert (O,R) dans €, on dispose de 1'application continue :

@:[0,21] —C 6 -—»f(pele)exp(i e_le).
27 e
e Nous allons établir : f ©(8)de = 21F(z). (2)
(o] Foo
— Pour tout 8€ [0,271), nous avons : (B) = (pn(e), oll
. . n=0
_ n in6 2z -—ib
tpn(O) =ape exp(p e ). l l
Or : sup |(pn(6)| <|a |pn.exp ( ) pour tout nEN.
8€fo,2n] n

Comme la série Zlanlpn converge (d'aprés p <R), il en résulte que la série
d'applications Epn converge normalement, et donc uniformément sur [0,2n],

et admet ¢ pour somme, ce qui permet d'écrire :

2 = 2m iné z -ie
@(8)de = Zjanpn f ™ .exp(; e )de (3)
o o

a=
— Fixons n€N, et notons : y(0) =e ne.exp(E enle).

zk 1 i(n-k)e

Nous avons : ¢(0) "i"’k(a)' olt q,k(e =T e
p

Or : sup ltp (e)‘<(|z|/p) pour tout kEN.

e€[0,2x]
Uzlro)*

Comme la série converge, il en résulte que la série .SI wk converge

k!
normalement et donc uniformément sur [0,2r}, et admet ¢ pour somme, ce qui

permet d'écrire (pour nEN fixé)

27 ok 2 . n
_ z 1 i(n-k)6,, 2z 27
f v(8)d6 ‘kZ; Y f e 48 == a1
0 =0 p o p



80

2™ 5 (a-k)O
En effet f e d6 est 2n si k=n, et 0 si k¥n.
o

— Revenant i (3), nous obtenons :

27 = a n
f ©(6)d6 =2"Z = 2" = 21F(2)
o =0

e Comme :
2m |z] i6
p(8)do | <exp (T . sup |f(pe )l
o o€[0, 2n]

nous constatons qu'il suffit d'adopter : A(p) = sup |f(pele)| pour obtenir
e€[0,2n]

27

la proposition.

[1.4.74] INEGALITES DE CAUCHY. Soit a“zn une série entiére complexe

de rayon de convergence R>0, et de somme f. Pour tout r€ [O,R[, on pose :

M(r) = sup |[£(2)].
z|=r

1°) Montrer :
VnEN  Vr€[O,R[  fa_r"| <M(r). (1)
2%) On suppose ici que R =+=, et qu'il existe deux réels p et k stric-
tement positifs tels que
VrER: (r?p)=’(M(r)<ekr) (2)
Montrer qu'il existe NGN* tel que :

Va>N lanl’/“<ke/n. (3)

On dispose de l'application continue f du disque ouvert (O,R) dans C,

et la compacité du cercle |z| =r assure 1'existence de M(r).

1°) Soient nEN et r€ [0,R[ fixés. L'application 6 1— f:'(re"e)e_lne de
[0,2%] dans € est la somme de la série d'applications Zup, oit :

P P
= 1 o~
u (8)=ar exp(l(p n)e)

Comme : sup |u_(8)] =|a rpl pour tout pEN, et comme Z |a rpl converge
s€[o,27] P P .
(d'aprés r<R), la convergence de Zup est normale, et donc uniforme sur
P

[0,27]. Les applications continues up étant intégrables sur [0,2n] on a,

d'aprés le cours

[Zn(fa rpei(p_n)a) de = 251 P fznei(p_n)ede (4)
[o} p=0 P p= P o
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27 .
On constate que, pour tout MEZ, f elmede vaut O ou 271 selon que m#*0

oum=0 ; (4) s'écrit donc : °

n {6, -ind

211anrn= f(rel e %40
o
w

D'on : |2nanrn| < f M(r)de = 2w.M(r). (m]

[+}

Applieation. Surposons que R= +» et que f soit bornée sur C. On écrit
(1) pour tout nEN", avec M(r) =M fixé, et on fait tendre r vers +=. On en
déduit que f est une application constante.

*
2°) Soit nEN fix&. D'aprés (1) et (2) on a :
la l”n<inf (l exp(ﬁ)) (5)
n p \F n
s . ' . . 1 kr * *
Une dérivation montre que l'application ri1— ey exp(—rT) de R+ dans R,
admet le minimum ke/n, atteint pour r =n/k.
Le second membre de (5) est donc ke/n si p<n/k. D'oli (3), en adoptant

our N 1'un quelconque des entiers supérieurs i kp.
p q q P

1.4.15 ] Soient anzn une série enti@re complexe de rayon de conver-
gence R>0, de somme f, et (bn)nEN une suite de complexes non nuls. On sup-

pose qu'il existe limb /b ., =8, avec [B] <R. Vérifier :

N+

l n
lim — ab . =f(B) (1)
e bn é) k n-k

e Choisissons arbitrairement un réel re€ 1|g|,R[.
* .
D'aprés limb_/b +1 =B» il existe pEN , désormais fixe lui aussi, tel
b B D
b
n
bn«'»l

que @

<r pour tout entier n>p. (2)

. *
e Soit e€R+.

— Considérons (n,q) €EN2, tel que n?p et qS<n-p. Notons :

n b
1 K ok _ K
8% ;akbn-k_ ;aks Pk ak( b 5)
n k= K n

Comme u =0, nous avons : A =A +B +C_avec :
n,0 ’ n n,q n,q n

a= = n
A = u 3 B =X1u ;3 C = u .
a4 gkt g nk o k-=nZ{>+1 n,k

CommeZlakrkl converge, nous pouvons convenir que q a &té fixé de telle
k
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sorte que Z|akrkl<e ; on a, naturellement : n= p+q.

K=q 4+ X
Comme |B|<r, il vient : ZlakB | <e. (3)
K=q
b, kb
D'autre part, en utilisant =TT T (4)
n i=l  “n-i+l

n—k

on constate, grace a (2) :

|<rk, pour n-k=>p.

n— n-k
D'od : : E’Ia r |<e,
"q
et, compte tenu de (3) : |<25, (n=p+q).
~— Revenant 34 (4) nous avons, pour chaque entier | Sk<q-1 fixé :
lim g-k=8k, et donc : limu k=0.
n-++e n n-++e n,

Il en résulte : limA =0. Il existe donc N_2p+q tel que :
n+teo ? o
Vo> N A | <e.
o n,q
— Reste 3 étudier Cn (n=p+q). Pour n-p+l €k <€n :
Pk ok
B Y .
n n P

On sait (gréce 3 %)) que :

o

=P
b

b
B
b

<r" P, En notant M le plus grand élément

n

de la famille (lbi/bpl)0<i<p—l’ il vient :
n-p
lb__, /b | <Mr

n n kK n-p-k
et donc : E <M Iaklr P
k=i-p+1 k=f=ph+1

En notant M' le plus grand élément de la famille (r_J)l<j<p’ on a :
n b
n—-k

Zakbn

k=n=p+1
et, compte tenu de (3) et de n-p+l1>q:

b n-k
&% o
n

n
k
<M la, |r" <mt'e
k=qu>+1 k ’

lCn|<MM's+e, (n=p+q).
— Au total, pour tout entier n>N°, on a :
|An| < (MM'+4)e.

e En conclusion : limA_=0. Or : lim akBk=f(B). 0
nte O nH+te k=
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1.4.16 Soit (an)nEN une suite de complexes vérifiant la relation de

récurrence : n

€ = z
VnEN an+p 4 o anﬂ’_k
*
ou pEN , (ao, ,ap_l)ch et (al, ,ap)ch sont donnés.

o P s n
) Montrer que la série entiére Eanz a un rayon de convergence non

nul. En déduire une méthode de calcul de a .

° . . . . _
2°) Expliciter le calcul dans le cas particulier : a 0= (an+l +an)/2.

3°) Peut-on énoncer une réciproque ?

1°) Notons : a =max ;lakl et M =max {Ia [, . ’lap—ll}'

: Vn€EN | |<M ol €))
n

— Pour n=0 : ap Z kpk,dou Ia |<M2|u |<Mu.

— Supposons maintenant (1) vérifiée jusqu'd 1'ordre n-1, (n>1). Ecrivons :

D
LS WER[EWY

Montrons par récurrence

- ntl-k . .
ol |a n+p-k| <Ma si k<n, et |an+p_k|<M si k>n. i
Comme a# 1, on peut écrire dans tous les cas : lan+ —kl <Ma~ ; d'ol
n+l P
la_, | <Ma™ .
Zn+p n
On en déduit que Zanz a un rayon de convergence R>1/a>0. 0

+c0

sgs n

e Pour tout zEC vérifiant |z| <R, notoms f(2) = E az.
4=

+ +p— .
Pour tout n€N : a zn P Q zk . a 2P k, et par sommation :
k n+p-k

+m
£(z) -Zf ;u z Mp_k n+p-k)
=1
L
= f(z) - ;‘ a,z )
PR ( > 2,

pzk=1
(en convenant comme d'habitude que a zg' =0 si k=p).
— L

On en tire :

p=1 plksl -1
L+k L
\ i a z -l £f(z) = E g *,8,2 Zakz

. k . .
Convenons alors de poser a = - 1, et Q(2) = ; @z - Comme Q(0) = -1, il vient,
=0

au moins pour |z| suffisamment petit :
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_P(2)
£(2) _Q(Z)

~k—| -1 p=l
oli : P(z)= ; pz;) 29.+k =2 Z‘ukai—kzz = Z ukaz_kzz.
= = O<kK7<p-1
Enfin : P(2) =§\0 l;(mk - k (en particulier : deg P<p-1).

Ainsi f est une fonction rationnelle, n'admettant pas O comme pSle. On

peut la développer en série entiére au voisinage de 0O, et retrouver les coef-

ficients a, (unicité du développement).

2°) Exemple. a =(a +a )/2. Ici Q(2) =—2- 2+—£— z~-1 et
P(z) = (% a -a )z-ao, soit :
(a =-2a.)z~-2a
fz) =—2, L O
z24+z-~2

. 4 ao—al 1 ao+2a
On vérifie : f(z) =§ e
2(a —al) +o0 n a +23 +00 n
d'oii, pour |z|<l : f(z) =————— Z) Z)z
n=| n=
a +2a a-a 1
D'od : VnEN a =—2—1s(-1)° — (2)
n 3 3>(2n oan-1
Remarque. En fait (2) se trouve plus simplement en remarquant que, pour
tout n€EN, 2a +a =2a +a_ = =2a +a_.
n+2  “n+l n+l n ] o
En posant : an=bn+ (Za]*ao)/3, on obtient 2bn+l +bn=0, et donc

bn=(—1/2)nbo pour tout n€N. On calcule bo=2(a0—al)/3. D'oli (2).

P(z)

3°) Réciproquement, considérons la fonction rationnelle f(2) IOk

ot Q(0)# 0. On peut toujours se ramener 3 Q(0) = -1, donc 3 Q(z) =Zoakzk

avec a_= - 1.
o

Si on suppose deg P<p-1, alors les coefficients du développement
40

n ‘os
= a . [ = .
£(z) n§= a z vérifient : VnEN Anep Zakarﬁp—k

Il suffit d'écrire Q(z)f(z) =P(z), et d'annuler le coefficient du terme
en z"*P dans le produit (Z‘bakzk) (2anzn) . a
=i n=i

P
1.4.17 1 1°) Pour tout pEN, justifier l'existence de ap-z .
n

n!

P
P . 2
2°) Montrer que la série entiére Zap F a un rayon de convergence

infini, et que sa somme f est donnée par f(z) =exp(exp z).
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[ 3°) Trouver une formule de récurrence permettant le calcul des ap. l

1°) Pour tout pEN, la série numérique & termes réels positifs an/n!

converge d'aprés la régle de d'Alembert. Notons que a =e. a
. o

2°) Dans cette question zEC est fixé. A tout n€EN associons :

p,p
u :N—C P-—rLl nz
n n! pg p!

et étudions la série d'applications Zn'

— Pour tous n€EN et PEN nous avons :

42 p p nlzl
lu_(P)| <= zgl_sf
n n! L p! n!
p=
n|z|
Comme la série numérique Ze converge (elle a pour somme exp(elzi) on
nl ’

en déduit que an converge normalement, et donc uniformément sur N.
— Pour tout nEN fixé&, il existe :

limu (P) =L 3 PP =e_n_z
Potw D n! & p! nt °

— En utilisant soit le fait que R est complet, soit le fait que la série
nz

.. e . P . .
des limites ZnT converge, on peut appliquer le th&or&me d'interversion des

limites. On a :
f o enz
lim ( u (P)) = Z -1 (])
Pt M=O D A0

— D'autre part, pour tout PEN fixé, on a :

+c0 +00 ) npzp
u (P) = ar 1
n —\n! £ p!
n=0 n= p=
. 1 nPzP . :
et pour 0Sp<P, chacune des séries z ar ol converge ; par linéarité, on

a donc @

400 P P +co P P
XRCE NI SED IR
n=i p= p* n=uv ° p= p: »

En utilisant (1), on en déduit que Za z_'_ converge, et a pour somme
4o Nz P P:

; en_' , qui n'est autre que exp(exp z). 0
n= )

3°) Somme d'une série entiére de rayon de convergence infini, f est c”
sur C. De f£(2) =exp(expz), on déduit f'(z) éezf(z). On constate (par la régle

de multiplication de deux séries entiéres) :

ant1 A
VPEN  (p+1) (‘;H)! =2 CEDE
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n

k
. =e = ? e 2
et : ao e ; ap+1 2 Cpak pour tout pEN, (2)

ce que l'on retrouve en utilisant a =f(p) (0) pour tout pEN, la formule de

Leibniz donnant, & partir de f'(z) =ezf(z) :

VpEN VzEC f(p+l)(z)=ezzcl;f(k)(2)-

1.4.18 | Rayon de convergence R et somme f de la série entiére complexe

Zanzn, oil (an) est la suite définie par (ao,a ,a,B) EC* et :

1

YnEN (n+l)(n+2)a“+2=m(n+1)an+l +Ban-

La suite (bn=n!an) est définie par b°=ao, b1 =al,a,8 et :
Vn€EN bn+2=abn+l +an.
L'étude d'une telle suite est classique. Elle fait intervenir les zé&ros de :
T(X) =X2-oX - 8.
ler cas : a2 +4B8#0. T(X) a deux zéros distincts £ et n. On a :
VnEN bn=A§n+Bnn
avec : (A+B=a°)A(AE+Bn=al).
D'ol : R=+=, et f£(2z) =Ae£z-+8enz.
2&me cas : a?+48=0. T(X) a un zéro double £. On a (en éliminant le
cas £ =0, qui correspond 3 (a,B) = (0,0) et £(2) =a°+alz):
WEN b = (A+Bn)E"
avec : (A =ao) A ((A+B)E =al) .

D'ol : R=+», et f(z) =Ae€z+B —E-—f-—= (A+B£z)e€z.

1.4.19 Soit (an)rﬂ la suite réelie définie par :
a

a =a =a =1 ; a si n>2.

ca —02

1 %2 atl “n 2(n+l)

1°) a) Montrer que les suites (an) et (nan) sont respectivement décrois-
sante et croissante.

b) En déduire le rayon de convergence R de la série enti&re réelle

n
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2°) Montrer que la somme f de cette série entiére est solution d'une
q

équation différentielle linéaire a4 coefficients polynomiaux. En déduire une

expression de f(t).

. . *
°) a) I1 s'agit de montrer que sont vraies pour tout n€EN les asser-
tions :
() ao>al>...>an ; 0<al<2:¢12<...<narl Q)

— Aprés avoir calculéd a3 =5/6 et ay =17/24, on constate que les asser-
tions sont vraies pour tout n€{1,2,3,4}.

— Soit m un entier >4 tel que (Pm) et (Qm) soient vraies. On a, en par-
ticulier, am_2>0, et donc a <am, ce qui montre que (Pm+l) est vraie.
On a aussi : mam> (m—2)am_2, et donc :

&m-2 _m-4
(m+1)a —mam=am-——2—>2—mam_2>0

m+1

ce qui montre que (Qm+l) est vraie. @]
*
b) On a ao=| et, d'aprés (Qn) : an>l/n pour n€N . D'od an>0

1 = .
pour tout n€EN et, d a;a)res (Pn+l) et (Qn+1) :
vneN g Doy,
n+l an

On en déduit : lima H/a =1, et R=1.
n-++ow

2°) Pour tout t€]-1,1[, on a :

400 a -+ n
= . t =
f(t) nz= at ; £'(t) (ntha , t".

1=

Compte tenu de : 178,35~ 1=0 on constate :

z;(ml)(a -a )t = -— Zan_z (1)
n=2

Le second membre de (1) est -t2f(t)/2. Le premier membre est :
£'(t) - £(t) ‘2nantn=f'(t) -f(t) - tf'(t).
n=0

On en déduit que f est solution sur ]-1,1[ de :

2-t2
y' D) y=0 (E)
Comme £(0) =1, il en résulte :

t2 t]

vee -1, £(t) = exp(7 +3

1-t

n
. P P X .
A tout (t,x)Ekz, on associe la série numérique ~—sginnt ;
9 n
1

lorsqu'elle converge, sa somme est notée ®(t,x). Trouver l'ensemble de dé&fi~-
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nition D de la fonction ®, et expliciter ®(t,x) pour (t,x)€ED.

(—l)nsinn

+co . 00
Application. Calculer A= Z ~s—1::—n et B=Z; Py
n= n=

1°) a) Il est clair que, pour tous x€ER et tE€ nZ, &(t,x) existe et vaut 0.

b) Soient x tel que |x|>1 et t@. On a lim |x|"/n=+=. L'existence
n->+o
de ®(t,x) exigerait lim sinnt= 0, et donc lim |cos nt| = 1, ce qui serait en
. n->+w n->+w
contradiction avec :

(sin(n+2)t - sinnt = 2 sin t.cos(n+1)t) A (sint #0).

Ainsi, pour |x|>1, ®(t,x) n'existe que si tE€EZ.

2°) Soit x fixé&, tel que |x| <1. La série trigonométrique Zu oii

’
X,n
n n>l ]

X . P PR .
u n(t) ET sinnt, et la série dérivée convergent normalement, et donc uni-
»

*
formément sur R ; en effet, pour tout n€N , on a :
n n
suplu, (t)]| =]x| /n ; suplu! (©)]=|x|".
er ° ter "
Leurs sommes sont donc définies sur R ; celle de la premiére est t +— O(t,x),
d . .
que 1l'on note £_ ; celle de la seconde est ——(f_) ; les u' étant continues,
x dt "% X,N
cette derniére est continue ; fx est donc C! sur R, et, visiblement, 2m—pério-
dique et impaire.

Pour tout tER, fx admet pour dérivée au point t :

= it.n t 2
fle (xe' ) .-___’S_C_"EE_._.’_‘._
& 1+x4-2xcost

Compte tenu de fx(O) =0, on en déduit :

t 2
e - X COS u-x
VtER fx(t) j; 1 +x2-2xcosu du

Le changement de variable u=2Arc tgv ne permet d'expliciter fx(t) que
pour t€ l-n,7[, mais compte tenu de fx(vr) =0 et de la 2n-périodicité, cela

suffit pour déterminer fx. On calcule :

t 1+ t
Vt€ ]-u,n( £ .(t) = -5 +Arctg (I—_—:-tg—z-), fx| <1 n

3°) a) Soit x=1. En utilisant la transformation d'Abel, et les majora—
n .
tions classiques de Zelkt, on constate que la série trigonométrique

int .

é:e P . p .

e donc la série Zf—l—:‘;ﬁ convergent uniformément sur tout inter-
1 n=>1

valle de la forme :

Im o= [2m7+a, 2(m+1)n-c], a € ]O,v[, mEZ.
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On en déduit que f.1 st ®O(t,1) est définie et continue sur la réunion
des Im o’ et donc sur R\ 21nZ. Mais nous avons vu : ®(t,]1) =0 pour tout tEnZ :
»
fl est ainsi définie sur R.

La série Z u; n n'étant pas convergente sur R, nous ne pouvons pas 1l'u-
l >

tiliser pour expliciter £,(t).

— Nous remarquerons que, pour tER fix&, la fonction St :xoo— O(x,t),
qui est définie au moins sur ]-1,1] d'aprés ce qui précédde, est la somme de
la série entiére ;an(t)xn, oG an(t) =s1+nt’ de rayon de convergence R>1
(en fait R=1 si t@nZ, ainsi que cela résulte du l°b)).

En utilisant 1l'exercice 1.4.5, nous obtenons (pour t fix&) :

St(l)= lim St(x), i.e., f ()= lim £ (t).
x+1, %< x+1,x<1 *

En utilisant (1), nous en déduisons que f, est 1'application impaire et

2n-périodique de R dans R qui vérifie :
£,0) =0 5 £,(r) =22F pour t€lo,n] -

Elle est discontinue aux points 2mn, mEZ, n
b) Soit x= -1. En utilisant : %sin nt=lnsin n(t+n), on déduit

de 3°) a) que £_, : t +— O(t,~1) est définie sur R et que :

1
VEER f_, (t) =f, (t+n).

La fonction f_1 est discontinue aux points (2m+l1)n, m€Z.
4°) En conclusion, ® est définie sur D=Rx [-1,1] UnZ xR.

Agplication. L'existence et la valeur de A et B résultent du 3°). On a :

- 1
A=£,(1) =5 s B=£f_ (1) =£,(14n) = -5

Nous retrouverons ce résultat i 1'exercice 1.5.3.

*
Soit kKEN fixé. On note (an)rﬂ la suite définie par :

. k. * .
an=l si n est de la forme m , ol mEN ; an=0 sinon.

P ‘s n
1°) Trouver le rayon de convergence R de la série entiére Enz .

2°) Soit f la somme de cette série entiére. Montrer que, E désignant

la fonction partie entire, on a, pour tout z€C tel que |z| <1 :

%=2n<n'/k)z“ (n
L
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°) Admettant une suite extraite constante de valeur 1, la suite (an)
n'admet pas O pour limite ; la série Za diverge donc. D'oll : R<I.
— La suite (an) étant bornée, le lemme d'Abel fournit R>1.

— Au total : R=1.

2°) Pour tout zEC tel que |z| <1, nous disposons donc de f(z)/(1-z).
a) Cherchons le rayon de convergence R' de la série entiére
ZF(nl/k)zn.

— Pour n21, on a E(n
1/k

1/k)>| ; la série El(n”k) diverge, et R'<1,

— En utilisant E(n )<nl/k, on obtient :

vzec vneN |E('/®)2"| <a'/¥|2|®

Comme la série entiére le/kzn a visiblement le rayon de convergence 1,
on en déduit R'>1, et, done, au total : R' =1,
b) Soit z€C fixé tel que |z| <l1.

Toutes les séries en jeu &tant convergentes, nous avons :

(1-2) z;s(n”k " Z[E(n’/k) £((n-1) ') 12", (2)
n=|
— Soit n un entier de la forme nﬂmk, mEII*. On a E(n”k) =m.

En utilisant n-1 <mk, on obtient E((n—l)l/k) <m

En utilisant (m—l)k<mk, et (s'agissant d'entiers) : (m-l)k<n-l, on
obtient E((n—l)l/k)>m—l. Au total E((n-l)l/k) =m-1, et :

B!/ ~E((-1) /%) =1 =4,

— Soit nEN* qui n'est pas de la forme mk. I1 existe mEN* tel que :

X <n< (m+1),

On a E(nl/k) =m, et aussi E((n—l)llk) =m, car mk<n-l <(m+l)k. D'ol :
E(n]/k) -E((n—l)l/k) =0=a
— Enfin ao =0, oo
Le second membre de (2) est donc a zn, i.e. £(2). a
o=

*

1.4.22 | On donne aER+.

°) a) Soit g : [~a,a] — R une application Cm, paire, vérifiant :
VnEN Vt€ [0,a] (2“)(t)>0

(2“) 2n
Montrer : Vt€[-a,a] g(t)= 2 (Zn)' M
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b) Application. Montrer que t +— tgt admet un développement en

série entiére 3 l'origine, dont on précisera le rayon de convergence.

2°) Soit £ : [-a,a] — R une application ¢” vérifiant

VaEN ve€[-a,al £2%(¢)>o0.

Montrer :

% .(n)
VEE [-a,a] () = 2) £ __©n
4

n!

(2)

1°) a) Remarquons d'abord que, du fait de la parité de g
— Pour tout k€N, g(zk)

est paire, g(zk”)
lier g(ZkH)(O) =0.

est impaire, et, en particu-
— 11 suffit de vérifier (1) pour t€ [0,a].

e Soit t€[0,a], fixé. Pour tout n€EN on a, par la formule de Taylor-
Lagrange 3 l'ordre 2n+]l, avec reste intégral

(2k)
(0) 2k
g(t)‘;s(ﬁ‘—ﬂ— £ +I (t)

t 2n+l
o (t-u)
o8 1,(c) ‘fom g

(2n+2)(u)du, intégrale d'une fonction positive sur
le segment [0,t], t>0, est un réel positif (inférieur 3 g(t)).

La série positive ZE%Q) t2n
g(t) ;

a ses sommes partielles majorées par
elle est donc convergente.

. . . - s . . t—u
e Limitons—nous provisoirement & t€ [0,al, fixé. L'application u r—+ —

N a-u

de [0,t] dans R est décroissante, et donc i valeurs dans [0,;] ; on en déduit

2n+l rt 2n+1
o<1n(:)<(§) j;———-—-ggnﬂ)! g¢%%*2) (uydu

et a fortiori (en intégrant de O

en écrivant t-u =-t_—u(a—u) <£(a—u)
a-u a

a, et nonde 0 3 t) :

a H
¢ 2n+l ¢ 2n+1
o<1n(:)<(;) In(a)<(;) g(a).

+c0

(2n)
Dlodi : nli'll"(t)w' et : g(c)=nZ‘65(2n—)f°) ¢2n

e A ce stade, nous pouvons affirmer que la série entiére Zg

(2 0) 20
qui (du fait de g(ZkH)(O) =0)

Go!  t
est la série de Mac-Laurin de la fonction g,

converge en tout point de [0,a], et qu'elle a pour somme g(t) pour t€ [0,al.
En utilisant 1'exercice 1.4.5, on en déduit

22 ) 24

a- = lim g(t) =g(a). 0
Lt @ e
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Notons que lim In(t) =0 est vrai pour tout t€ [0,a].
oo

b) Application. Soit G 1'application t +~+ 1 +tg?t de }-n/2,7n/2[ dans
R. Elle est paire, Cm, telle que lim G(t) =+= ; on vérifie par récur-

rence t>n/2,t<n/2

vaem veelo,m/A ¢ (y>o.

En jouant sur a€ ]O,n/2[, on constate que G admet un développement en
série entidre 3 1l'origine, de rayon de convergence ©/2 ; il en est donc de

méme pour la primitive t - tgt de G.

2°) On associe 4 f les applications de [-a,a] dans R :
gt £(t) +£f(-t), et h:t — £(t) -£(-t)

. CJ . ] . 3
qui sont C , et respectivement paire et impaire.

(20) () 2 £ (20) 4y, ¢ (20)

e En utilisant : g (-t) on obtient :

vneR vee[o,al g™ (r)>o0.

D'oii, par application du 1°)
(n)
Vt€E [-a,a] g(t) = ; (0 (g(Zk”)(o) =0) 3)

e Soit t€[0,a]. En utilisant: h(Zk) (t) = f(Zk)(t) - f(Zk) (-t) et donc
h(Zk) (0) =0, pour tout n€N on obtxent, par la formule de Taylor-Lagrange :

o (2k+1) 2041
h(t) =Z:U W)—f@ SRS I CO RPN () .L (EZ—““Z]-)—'— 222 (4)qu.

or, de h(2n+2) (u) =f(2n+2) (u) _f(2n+2)(_u) ot de f(2n+2) >0 on déduit :
lh(2n+2) () I <f(2n-i'2) (u) + f(2n+2) (~u) = g(2n+2) ().

D'ol : |Jn(t)| <In(t) pour tout nEN. Compte tenu de lim In(t:) =0, il en
résulte : 1limJ (t) =0. Tk
no>+o n
e A ce stade, nous avons obtenu :
(2n+1)
- (0)  2n+1
VtE[O al h(t) Ew-t

ce qui s'étend & t€ [~a,a] puisque h est impaire. D'ol :
oo
h"
ve€[-a,al h(e) =y 2O (%)) o). ®
n=0

Compte tenu de f£=1(g+h), (3) et (4) entrafnent (2). O
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1.4.23] Soient a un réel tel que |a] <1, et an la série des appli-

cations t r— sin(ant) de R dans R.

1°) a) Montrer que an converge simplement sur R.

b) Montrer que la somme f de an est C .

2°) Montrer que f est développable en série entiére i l'origine.

. * . .
1°) a) Soit AER+. Pour tout n€N,on a la majoration :
sup |£_(£)| <ala|".
t€[-A,A]
n "o

Comme |a| <1, Zlal converge ; d'ol la convergence normale, et donc
uniforme de fn sur [~A,A].

Comme on dispose de A, on en déduit la convergence simple de an sur R.

D'autre part, chaque fn étant continue, la restriction de la somme f
de la série an 3 tout [-A,A] est continue ; on en déduit que f est conti-
nue en tout point de R.

b) Pour tout n€EN, fn est Cm, et, pour tout pEN on a :
YtER ft(‘p)(l:) =a™gin (.ant+p1l'/2)

et donc : sup lf(p)(t)|<(|alp)n.
ter , 0

Soit peu* ; ona |a|P<i ;_ Z(|a|p)n converge, ce qui entralne que la
série th(lp) d'applications de R dans R converge normalement et donc unifor-
mément sur R ; sa somme est notée g .

e De la convergence simple de fn sur R, et de la convergence uniforme
de Zf;l sur R, on déduit que la somme f de an est dérivable, et admet pour
dérivée la somme g, de Z:ft'l ,

Pour tout pEN , on constate de la méme fagon que la somme g_ de Zf;p)
est dérivable et admet pour dérivée la somme gpﬂ de Z:E!(‘pﬂ). .

En raisonnant par récurrence, on en déduit que, pour tout pEN , f admet

une dérivée d'ordre p donnée par :

VYt ER f(p)(t:) = Z) a™ gin (ant+p1r/2) .
n=

+o0
2°) a) Soit tER fixé. On a : f(t) =2‘fp(t), avec :
p=

+o P.\2n+]
. P n (a't)
£,(6) =sin(a"c) =n§=E D nT
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Le probléme consiste 3 intervertir les signes de sommation sans utiliser
la théorie des séries doubles (hors programme).

A tout pEN associons 1'application :

2k+1
hiN—R 0 Zé( PR

2k+1
On a : h <3 lafel = P
n a rs;:l p(n)] T sh|aPt].

Comme sh|aPt|~|t| |a|p lorsque p tend vers +», et comme .Z|a|p converge, on

en déduit queth converge normalement, et donc uniformément sur N.

|4
D'autre part, pour p fixé& : limh (n) =f (t).
n-+o p
Par application du théor&me d'interversion des limites on obtient :

+o0 «
f(e)=) f (t)=1i h_(n)
1;) P n—>+n:o ; P
n P\ 2k+1
i i k (a"t)
i.e. £(t) = lim (Z;)v )i vy (0
oo ;,2, =4 Psk P,k (Zk+1)!

Pour ke N fixé, la série ;vp’k
2k+1 +o0 2k+1

ikt A+l p_ .kt 1
D FanT pr @ =D eyt T

Pour n€N fixé&, on a donc (somme de n+l séries convergentes) :

xzb(z;vprk) ) Zo(govp’k)

2k+1
1.5 . = - k t !
D'oli : f(tr) Z -n 2k )T * l__a2k-0-l o

b) D'aprés a), 1'égalité (1) vaut pour tout t€R, ce qui montre

est convergente, de sonme :

que f admet un développement en série enti&re a l'origine, de rayon de con-

vergence infini.

Remarque. L'étude du 2°), faite sans utiliser le 1°), prouve aussi que f
est de classe C”.

1.4.24 | Développer en série entiére a l'origine £ : [-1,1] — R, con-

tinue, telle que :

£(t) = VO -yT-t2)/t2 si t#o0.

e Soit t€[-1,1]\{0}. Compte tenu de la positivité de f(t) et de
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((l + |:|)1/2—(|-|c|)1/2)2=2[1—(1—c2)1/2)

G|tz - (- y1/2
e

En utilisant le développement en série entiére de x »— (1+x)1/2, dont

on a : f(t) =JL2

le rayon de convergence est 1, on obtient, pour t€]-1,1[\ {0} :
+00
_ 1 1.3.. (4n=-1) . 2n
£(e) =2 (2"‘; 7.4 Gor) © ) M
e On prolonge f par continuité& en convenant : £(0) =1/V2 ; {1) est ainsi

valable pour tout t€ ]-1,1[, ce qui montre que f est développable en série

entiére a 1l'origine..

1.4.25 | Quel est le nombre N de facons de régler la somme de 100 francs

en utilisant des piéces de 1,5 et 10 francs ?

. : : 1
e Soit F la fonction rationnelle z =) (=25 (1-219) de C vers C.

Elle admet un développement en série entiére 3 l'origine de rayon de conver-—
gence | (plus petit des modules des pdles). U désignant le disque

{zGc Iz|<l}, on a pour tout z€U :

+co

I SN, 1 B sn 1 Blon
=z L% 3 T=z°° S e L z '
n= n=0 n=

En utilisant le théoréme sur le produit de séries absolument convergentes

et 1'unicité du développement en série entiére, on obtient :
40

VzEU F(z) =z;anzn
n=

ol : z-1n=Card{(E;,n,;)GH3 |E+5n+10;=n}.

e Il est clair que N=a .
100

Il existe de multiples fagons de calculer a
40
1 | n
Vz€U ST n; b2

ol @ bn=Card{(E,n)€I2 | £+5n=n}.

. En voici une. On a :
loo

On constate : bn=l+E(n/5). On écrit, pour z€U :

+-00 +o0 +c0 ]0
3 zn=(zob =) (2"
n n
n= n=| n=0
| |
1 i . = = =
D'od i a4, gbmk 1|+2g1k 121.
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1.4.26 | Soient @=Arcsin, g=¢' +¢" et f=Logog.

Montrer que f admet un développement en série entidre 3 l'origine ;

le déterminer.

On constate que g est définie sur 1-1,+I[, de classe C et que :
veE I-1,10  g(t) = (1+t-t2) (1-£2)73/2

Les racines de 1+t-t2 =0 étant notées a = (1-/5)/2 et 8 = (1+/5)/2, £
est définie sur la,1[, de classe C  (par composition d'applications c”). On
a (par dérivation logarithmique) :

_g'(t) _ 3t 1-2¢
g(t) 1-t%  1+t-t% °

vtE€ Ja,1[  £'(t)

Somme de deux fonctions rationnelles n'admettant pas O pour pdle, f' est
développable en série entiére 3 l'origine, de rayon de convergence Iul (plus
petit des modules des pdles) ; par intégration, il en est de méme pour f (on
tiendra compte de £(0) =0).

Pour t€ Ja,-af, on a :

+00
3t =3 2n-1 | 1-2t _ n—1
1-tZ - t S Tee-t2 - L%t -
n= n=1
400

-

. g -1 . . -
En identifiant 1-2t et (1+t-t2) Zlantn (ce qui revient & opérer une
n=

division de polynOmes suivant les puissances croissantes) on constate que la

suite (an)ﬂ, est déterminée par :

a =1 ;az=-al-2 ia =-a _,

ta_ ., n>3
(les a sont des entiers, de signes alternés, dont les valeurs absolues vont
en croissant).

Pour tout t€ la,-a[ on a donc :

= tzn & an n
f(t) =3z; —z—n—*‘z; —n‘ t.
n= n=

1-2¢t - _a_l
1+£~t?
on obtient, pour t€ Jo,-al :

1-2¢ = -n. . —n, n-l
mf‘;‘(“ ® e .

Autre solution. Par :

*
On en déduit que, pour tout n€N :

- l)”-l P 2P
a = |- = 57 C7F.
n ( 2 o<p§1/2 n
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*
1.4,.27] Soit aGk+. Pour tout t€]-1,1[, on note f(t) la longueur
d'une ellipse de grand axe 2a et d'excentricité |t|. Déveloper la fonction £

en série entiére 3 l'origine.

a) Soit t€]-1,1[. En utilisant le paramétrage
x=acos@, y=aVi-tZsin8, 8€[0,2n]
d'une ellipse de grand axe 2a et d'excentricité |t|, on obtient :
dx2 +dy? = a?(1-t2cos26)d62.

D'oli, en notant st(e) la longueur de l'arc de 1'ellipse dont les extré-
mités ont pour paramétres O et 6 € [0,2%] :
0
s't(ﬁ)=a(l—!:2 cosze)l/2 H st(e)=a Vi-tZ cosZpdy.

o
En utilisant le développement en sé&rie entidre de x '— VI+x, de rayon de con-

vergence |, on a, pour tout 6 €[0,2n] :

1 S 2n _ 1.3..(2n-3) . 2n 2n
ast(e) 1 2t:cose I,Z-———Z'A"‘(Zn) t™ cos 6.

La fonction s;: est donc la somme d'une série de fonctions continues qui

converge normalement et donc uniformément sur [0,2n] 3 cause de :

1.3..(2n-3 2n 2n 2n 2n
|2—Z—-2n—) t“cos | <[P, et ZIt | converge.
On en déduit, d'apré&s le cours, que pour tout 8 € [0,2%] :

] +0 0
_I_ . _| 2 2 _ 1.3.. (2!1'3) 2n 2
P st(e) =8 -Z-t j; cos“@dy n§= T4 o0 t ] cos“MNpdy

Comme, pour des raisons de symétries, f(t) =4st(1r/2), on a, grace &

n/2
f cos2npdy =H———%};—Q%, nell* (Wallis) :
0

+co
. - | (1.3 @n-D)2 2a]
£(t) = 2na [l £y 2o-d (2.1....(2n) ) = v

b) L'égalité (1), valable pour tout t€]-1,1[, montre que £, définie
sur ]-1,1[, admet un développement en série entiére de rayon de convergence 1,

et fournit ce développement.

1.4.28 | Résoudre 1'équation & l'inconnue z€C : cos z= l+i. (E)

En posant z=x+iy, (x,y) E€R2, (E) s'écrit :

(cosxchy= 1)A(sinxshy=-1) (n
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Toute solution de (1) est solution de :
1 1
(coms sz = 1) 4 Cconx >0)
1 1 :
A(m;*‘m I)A(sxnxshy <0) (2)
qui s'écrit, ainsi que le lecteur le vérifiera aisément :

(cosx= V3-1) (sinx =c V'S_—I)

2 /" 2
A(chy=\,5_+1)/\(shy=—e "5—”) (3)

2 2
avec e € {-1,1}.
Inversement, toute solution de (3) est visiblement solution de (1). En

posant :

a=Arccos@- , B=Arg ch@ N

on en déduit que les solutions de (E) sont les :
e(a—iB) + 2mm, avec e € {~1,1} et m€Z,

Autre méthode. (E) s'écrit :

(eiz - reim) v (eiz =_'l? e—iw)
i.e. z=¢g(w~iLogr) +2mn, e€{-1,1}, mE€EZ,
ol 1:eim est 1'une quelconque des racines de :
z22-2(1+i)Z+1 =0.
On a : reim=1+i+u+iv, avec :
(utiv)2= -1 +2i, i.e. (UW2-vZ==-1)A(uv=1).
I1 vient : v* =vZ+ 1. On peut adopter : v= / Lzﬂ .
On a :

r2=(1 +%)2+ (14v)2 = (;lzw 1) (1+v)2

et r2=v2(1+v)2, ce qui entrafne r=v2+v.

Mais v* =vZ+1 permet d'écrire 1’=ch8~'-sh8=eB et Logr =8, avec :

B=Argchv2=A1:'gchv.5_2+1 .
. . +
Par ailleurs : sinw= u=l=u,
r v
. _l+u _t4+v _ 1 o
et : cos w T _rv —;2' u“.

Comme u>0, on peut adopter : w=Arc cos u? = Arc cos V52‘l .
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Soit D une partie connexe de C. On appelle détermination con-

tinue du logarithme dans D toute application ¢ : D — C continue, telle que :

vzep (2o,

1°) Montrer que si ¢, et @, sont deux déterminations continues du loga-

rithme dans D, alors il existe k€Z tel que : Vz€D (pz(z) =(pl(z) + 2ikm.

2°) Montrer que s'il existe une détermination continue du logarithme
dans D, alors D ne peut pas contenir le cercle {zEC | |z| =11.
3°) Soit D=C\R_.Pour z€D on pose : f(t)=tz+1-t (t€[0,1]), et
1
(z) =f (f' (t)/f(:)]dt. Montrer que ¢ est la détermination continue du loga-
()

rithme dans C\R_ qui vérifie ©(1) =0 (on l'appelle détermination principale

et on la note Log). Vérifier, pour |z|<1 :

Log(1+2) =2(—l)nznﬂl(n+l)- (n
£ .

4°) Montrer que si ¢ est une détermination continue du logarithme sur

1'ouvert D, alors ¢ est dérivable en tout point de D. Calculer sa dérivée.

*
Notons que l'existence de ¢ implique DcC .

1°) Par hypothése : Vz€D eP2(2)-01 (2) =1, donc l‘'application
(9,~9;)/2in est continue et prend ses valeurs dans Z. Elle est donc constante
(D est connexe). m]

Notons que si @, et ¢, prennent la méme valeur en zOED, alors ¢;= @,.

2°) Supposons que @ existe et que eleGD pour tout 6 E€ER.I1 en résulte,

~

par un raisonnement semblable 3 celui du 1°) qu'il existe KEZ tel que :

veer e®) - ip = 2ikn.

~

En faisant 6 =0 et 8 =271 on aboutit i une contradiction. .

3°) L'hypothése z¢€R implique que, pour z fixé, f ne s'annule pas.
YP -

D'oli 1'existence de :

:D —C Z l-i.-]—dt
¢: ’ o tz+l-t  °

z=1
tz+l-t
(intégrale dépendant d'un paramétre).

La continuité de (z,t) +—r sur D x [0,1] entraine la continuité de ¢
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— Pour zED fixé, définissons les deux applications F et G de [0,1]
dans € par :

x ~F (x)
F(x) =f (£' (e)/£(E)}dt, G(x) = £(x)e = 7,
[¢]

On constate facilement que F et G sont dérivables, et que G'(x) =0. G est
donc constante, et en particulier G(0) =G(1) ; on a donc : z=ew(z).

— Il en résulte que @ est une détermination continue du logarithme ;
elle vérifie manifestement (1) =0 ; 1'unicité résulte du 1°).

Pour xGR:, on a : P(x) =Logx (on peut le vérifier par un calcul direct
de 1'intégrale, ou encore par un raisonnement de connexit&) ; ceci justifie
la notation Log z adoptée pour (z) (z€C\R_).

e Soit maintenant z€C, vérifiant |z| <1, ce qui entralne 1+z€D, et

1 4¢
L°g“*2)=’f1+—cz-
(+] +00
nnn

Pour t€[0,1] on a |tz| <1 donc : ! = (-1) 't z . On a une série entiére
n;

1+tz
de la variable t, de rayon de convergence l/[zI >1 (ou +» si z=0). D'ou (1)
en intégrant terme a3 terme entre O et 1.
e On déduit aisément de (1) que Log est dérivable sur le disque
{zeC | lz-l|<l} et de dérivée : (Log)'(z) =1/z.

4°) Soit ¢ détermination continue du logarithme sur l'ouvertconnexe D,
*
DcC . Considérons zOED. Nous pouvons nous restreindre 3@ un disque ouvert de
centre zo.inclus dans D, et supposer son rayon strictement inférieur & Izo|.

0(2)-0(z,)

. scs |Z .
Autrement dit 2 vérifie lz—-— 1} <1. or : = z/zo. Un raisonne-

ment de connexité prouve alors aisément : @(z) —(p(zo) =Log(z/z°).
On en déduit que ¢ est développable en série enti&re au voisinage de cha-

que point z, de D. Elle est en particulier dérivable et :

@' (zo) = llzo.

* | 1.4.30 ]| En complément 3 la solution de la question 1° a) de 1'exer—

cice 1.4.9 dont on reprend les hypoth&ses, montrer que B est une partie fer-
mée de B.

Soit gE€B tel qu'il existe une suite (gk)ken d'éléments de B qui con-
verge uniformément vers g sur [0,1] nous allons montrer : g€B . La propo-

sition en résultera.



101

— D'aprés les hypothéses, F : t r— (1-t)f(t) est continue sur [0,1[ et
admet une limite finie lorsque t€ [0,I[ tend vers 1 ; nous disposons donc de

M= sup (I-t)f(t).
e<[o,1[
— Considérons les applications G et Gk’ k€N, de [0,1[ dans R, avec :

+00 +co
G(t) = (1-t) Z;anc“g(c“) 5 G, (£) = (1-t) Z;ant“gku“).
n= n=

Pour tout t€ [0,1], |G(t)—Gk(t){ est majoré par :
40
n
(1-t) g gkllnz= at <Mlig gkll .

La suite (Gk)kﬂl d'applications de [0,1[ dans R converge donc unifor-
mément sur [0,1[ vers l'application G.
Or 3 chaque kEN on peut associer 1lim Gk(t). Comme R est complet,
t+1,t<l1

par le théoréme d'interversion des limites on dispose de lim G(t). m]
t>1, t<l
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1.5. SERIES TRIGONOMETRIQUES

Soient (a,b) ER?, avec 0<b-a<2w, et f: [a,b] — R une
application continue. Montrer qu'il existe une suite de polyndmes trigono-

métriques qui converge uniformément vers f sur [a,b].

Notons c = a+21. Il existe ¢: [a,c] — R, continue, co¥ncidant avec f
sur [a,b], et vérifiant @(c) = f(a) =@(a).

e Soit nEI*. La continuité de ¢ sur le compact [a,c] étant uniforme,
il existe une application continue g, * [a,c] — R, affine par morceaux,

vérifiant gn(a) = gn(c) =f(a) et :
Vt€[a,e] g (£)-o(t)|<1/(20).

(cf. par exemple le 4.1.23 de notre tome I d'exercices).

Soit hn :R — R 1l'application 2r-périodique et continue dont g, est
la restriction a [a,c] ; elle est C! par morceaux ; sa série de Fourier con-
verge uniformément sur R, et admet hn pour somme. On peut donc trouver pnel

tel que le polyndme trigonométrique :
Pn
ikt
P itr> 3 c (h)e
k==p
n
vérifie, pour tout t€ [a,c] :

IPn(t)—hn(t:)l< 1/(20), et donc |P_(t) -(t)|<1/n.

e La suite (Pn)nell* répond 3 la question.

Remarque. Si b-a 2w, on peut fixer mell* et c=a+ 2mr de fagon que
c>b. Il existe ici une suite de "polyndmes trigonométriques de période
2mn" i.e. d'applications :

Pn
Pn Lt
k-——pn

telle que la suite (Pn)ﬂ* converge uniformément vers f sur [a,b].

eikt/m
Yn,k

Soient a réel tel que 0<a<1, et f:R — R, 2n-périodique,

avec .
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sh t

£(t) = N si t€ J]-n,n[\ {0} ; £(0) =f(n) =0.

t

1°) Montrer que la série de Fourier de f est de la forme b_sinnt,
1 1
l-o

n

et que bn =

2°) La série de Fourier de f converge-t-elle ?

1°) Comme f est 2w-périodique et localement intégrable sur R, sa série
de Fourier existe, et, f &tant impaire,c'est une série de sinus. On a :
* 2 [T sin nt
VnER b ==~ sh t——— dt.
n n o tu

T
% b = lim sh t.@'(£)dt
0,0 Jx

t .
ol p est 1'application de classe Cl:t —)[ s—ln—;-l-‘l‘-du de k: dans R :
TI' u

On peut écrire :

Une intégration par parties fournit, pour x€]0,n] :

n ﬂ
f sh t.@'(t)dt = [sh t:.(p(t)];: - f ch t.@(t)dt
x x

(o
Comme f s_i%!_g du, a<1, converge, on en déduit :
s U

b =-12; f“cht.(—w(t))dt-
(o]

n

1 om sinv
On a : - p(t) = 1—0:[ - dv.
n nt Vv

sinv

x

*

L'application continue ¥ : x '—rf dv de R, dans R peut &tre prolongée
1

a
v

par continuité a R+. D'aprés la convergence de sinv dv, elle admet une
1y
limite finie en +=. Il existe donc M=sup |P(x)|. On en dé&duit :
2 1 xR,
[b | €=, 2Msh . a
n' 7 al-o

2°) Pour t°$nz, f est dérivable en to ; la série de Fourier de f con-

verge donc en to' et elle a pour somme f(to).

Pour tOGnZ, la série de Fourier de f est visiblement convergente en t:o,

de somme 0 ; or en un tel point f(to) =0 .

En conclusion, la série de Fourier de f converge simplement sur R, et

elle a pour somme f.
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1.5.3 1°) Vérifier :
VtE[-n 7} t2——+42( 1)n cosnt (1)

et : V€ J-m,nl c=2Zl(-1)“+1 %‘3—‘ 2)
£

*
2°) Soit a€R . Montrer qu'il existe une application f : [-m,n] — R,

n cosnt
(-1 77

de classe C2, telle que : f(t)= 2
n=

Former une &quation différentielle vérifiée par f, et en déduire une

expression de f(t).

n nsinnt

Zaal t€ J-m,ni.

400
3°) Existence et calcul de Zl(—l)
n——-

1°) Soit g:R — R, 2n-périodique, telle que f(t) = t2 pour t€ [-r,n]
" elle est continue et C! par morceaux ; sa série de Fourier converge donc uni-
formément sur R, et admet g pour somme.

I1 s'agit d'une série de cosinus. On a, avec les notations habituelles :

a, =;2T- f"tzdt=¥ H an=% [“tzcos nt dt=4(—;%ﬁ, nGI*.
V] M

On en déduit (1).

— Soit g; :R — R, 2n-périodique, telle que g;(t) =t si t€ ]-m,n[ et
g1(m) =0. Elle est localement int&grable sur R ; en tout t&m + 21Z, elle est
dérivable, sa série de Fourier converge et a pour somme g;(t).

11 s'agit d'une série de sinus. On a :

b n+l
- *
b =Zf t sinnt dt = ZQ——, n€EN .
nom f n

On en déduit (2).

40
Remarques. a) En faisant t=0 dans (1) : Z(-l)

b) En faisant t=1, puis t=7-1 dans (2) :

f(_l)nﬂ sinn _1 | - sinn_m-1
n=1 » 2’ u; n 2 -

résultats déja obtenus au 1.4.20.

2°) on a { (-1 5‘55—'¥|<—2—1—, pour tout tER. Comme ; wZ+a7 Converge,

n“+a

on en déduit que f existe au titre de somme d'une série d'applications con-
tinues qui converge normalement et donc uniformément sur [-mw,n], et que f est

continue sur [-mw,nw].
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2
e Soit h: [-w,n]) définie par : f(t) = tT—-i3+a2h(t), i.e. par :

h(t) = 2un(t), ot u_(t) = (-1™*l _gosnt e ey,
&

n? (n‘+a%) ?

On vérifie aisément que les séries d'applications continues u_, u' ,
n n
n=1 n=1

z u; convergent normalement, et donc uniformément sur [-m,n], ce qui en-
>
n=1

traine que h est C2 et que l'on a :

400
h'(c>=Z;<-1>“n—z—zf:“+‘a‘t) 5 h'(e) = f;( " S8 5E- £ (o).
n= n=

I1 en résulte que f est C2, et solution sur [-n,7] de :
yn - azy =1/2 (E)
Une solution particuliére de (E) est t i— -1/(2a2). Compte tenu de la
parité de f, on en déduit qu'il existe une constante A telle que :

vt€ [-m,1] £(t) =Achat-1/(2a2).

On a h'(n) =0, et done £'(n) =n/2. Par ailleurs f'(n) =Aasharn.
D'oli A=7n/(2ashan), et finalement :

n cosnt m chat 1
VE€ [-m,m] Z( D7z 2a shan _ 2a2

@ shat

° < . g =
3°) I1 en résulte : £'(t) 2 shan

. D'autre part
£'(t) =2£+ a?n'(r).

En se limitant 3 t€ ]-w,n[, et en utilisant 2°) on a :

' _ n+l sinntf a?
f(:)-z(-l) sinn \1_—,—,)

n-+a

Finalement :

VEE I-m,7( i‘( 1)n+1 ns:l.nxzn:= n shat
n=

n“+a 2 sharn

Soit a€EC n'appartenant pas au segment [-1,1] de R ; on

pourra utiliser b, racine de plus petit module de z2 -2az+1=0.

1°) Développer en série de Fourier 1'application f :t 1— ZTlm ‘de R

dans C. Cas particulier : a=2,

w
2°) En déduire la valeur de I_ = cos nt dt, n€N,
n a-cost
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L'application £ : R — C est Cm, 2n-périodique et paire, Elle admet
donc une série de Fourier qui converge uniformément sur R et admet f pour
fonction somme, a
Il s'agit d'une série de cosinus : 7°-+ ;lan cosnt, avec :

2 T cosnt
VnEN a =—1 ;1 = —n—dt.
n 7 °n n a-cost

Au lieu de chercher @ calculer In' nous allons trouver la série de

Fourier de f par un autre procédé.

1°) L'équation z2 -2az+1=0 ayant deux racines de produit 1, on a

0

|b] €1, et méme |b| <1, car b=el , 8ER, exigerait a€R et a€ [-1,1].

e Soit tE€R fixé. On peut écrire :

2b _2b
57+1-3bcos t - 162 8(P) .
oli g:€C — C est la fonction rationnelle z +— 21 —2
. it it 1-2z cos t+z
Celle-ci a pour pdles e et e , de module commun 1 ; elle admet

f(t) =

donc un développement en série enti&re de rayon de convergence 1, que l'on
obtient en utilisant une décomposition en &léments simples. Pour tout z€C
tel que |z|] <1, on a, en effet :

1
g(z)= -1+ ~ T 1 T 1+2izncosnt.
1 -~2ze 1 -~2ze n=

e f admet donc le développement en série trigonométrique :
00 a 00
VLER f(t)=£z-(1+2 b" cosnt ) = —°+£a cos nt.
1-b = 2 £ n

De : sup |bncos nt] = |b|n, |b| <1, et de Zlbln converge, on déduit que la
t€R

série ainsi obtenue converge normalement, et donc uniformément sur R. D'od

la possibilité d'écrire. pour tout pEN :

) 2m a +oo
?f (—2—+ Z ancosnt) cospt‘.dt=ap
o n=

ce qui prouve qu'il s'agit de la série de Fourier de f.

2 Bn+1
2°) Du 1°), on déduit : In=1“sz— pour tout n€N.

Cas particulier, Pour a=2, on a b=2-/3, -l—ill:?=-}—3 . D'ol :

1 1 S n
VtER I cost " "E(l‘*Z;(Z—J:’) cosnt)

n
cosnt 2T o oy
et f ——_dt—J3(2 v3) .

2 -cost
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Soit (Bn)nal* une suite réelle, d&croissante, de limite O ;
on lui associe la série trigonométrique ;fn’ oll fn(t) =bn sinnt.
n

1°) Montrer que la série converge simplement sur R, et uniformément

sur tout intervalle compact de R qui ne contient aucun multiple entier de 2w, |

2°) Etablir 1'équivalence des deux assertions :

1) ;fn converge uniformément sur R ;
1
11) bn=o(1/n) au volsinage de +=,

3°) On suppose ici : bn=0(1/n) au voisinage de +=,

Montrer que la somme de la série ;fn est bornée et localement intégra-
n=>1

ble sur R ; trouver sa série de Fourier,

1°) Question classique. Rappelons en la démonstration,

a) Pour tout t€nZ, la série numérique an(t), nulle, est conver-
n=1

gente, a
-
— En notant : §_(t) =Zsin kt, n€EN , tER, la transformation d'Abel
=1
permet d'écrire i (t), (n,p)ENZ, sous la forme :

&=
i(b n+k+1)sn+k(t) b S (t) n+p+1 n+p( ).

En utilisant la formule classique :

WEN VeER\2mz  [s ()| <

Isin t/2]°
et en tenant compte de b k-bn+k+1 s- ;n a, pour tER\21Z donné :
e 2 n+1
Vin,p) EN I: +k(t)l |s1nt/2[ &

et on constate que la série numérique Z £ (t) vérifie le critére de Cauchy

et est donc convergente,
— Au total, ;fn converge simplement sur R, Soit f sa fonction somme ;
f est visiblement 2w-périodique et impaire.

b) La périodicité de f permet de se limiter 3 montrer la convergence

uniforme de Z sur un intervalle [a. 2m~a}, avec 0<a<m.

0 : 2o
na tE[a 21r—a.] |g n+k(t)| sina/2
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Comme lim b +1 =0, Zf vérifie le critére de Cauchy uniforme sur
o O ol

[¢,21-0], et converge donc uniformément sur cet intervalle. a

Remarque : Les fn étant continues, la somme f est continue en tout point

de la,2m-al ; on en déduit aisément qu'elle est continue en tout point de
R\ 27Z.

e Notons qu'en utilisant sin(t/2)>t/ﬂ pour t€ [0,7], (1) fournit :
40

Z £ (c)l -—-“—” ) (2)
k=n

2°) Preuve de i) = ii). Par hypothése, Zf converge uniformément sur R.

YnEN Vt€ ]o,n]

Nous avons, en particulier :

2n
b sinkt‘) = 0.
k;l k
et, a fortiori :

2 k
lim ( i bk sin—l)=0.
nr+e NS 4n

Or, pour tout entier k€ [n+1,2n] nous avons :

lim (sup
tER

. .k
0<b2ns1n Z <bk sing— .
Il en résulte : lim (nb, ) =0, et, comme O0<Db <b : lim (nb ) =0.
ko 2n 2n+l 2n abeo 2n+l
On en déduit aisément : lim (nbn) =0. O

n->teo

Preuve de ii) ®i). Par hypothé&se : lim (nbn) =0.
* * Nt
Soit ¢€ER, . I1 existe NEN tel que :

0<qbq<e pour tout entier q=N.

— Considérons t€ ]0,m], et nEN tel que n>N,

En notant p la partie entidre de n/t, nous pouvons &crire :

+00 n+n— Z
£, (t) £ (t)l £,.(0)
Z1 2 18O L2,

En majorant |sinkt| par kt, t par n/p, et kbk par ¢, il vient :

n+p=1
Z |£, ()| <me.
=n

En utilisant (2), et en majorant ensuite w/t par n+p :

+00 2'nl:>n+
2. £.(D l <—2Bg 2@tp)b,, <2
k=n+p

En conclusion, pour tout t€ ]O,n] nous avons :
00

;lfk(:)‘ < (m+2)e.

vn=N
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— Cette inégalité s'étend trivialement & t =0, et donc, par parité et

périodicité, 3 tout t€ER. La série ;fn converge uniformément sur R. a
1

3°) Les conclusions du 1°) s'appliquent. En outre :
* *
2 KER, VnEN nb_SK.
+ n

Soit t€]0,n]. En notant p la partie entiére de m/t, on a :

+c0
£ty <2|fk(t)|+

£ (t)

k=zp+1 k
En majorant |sinkt| par kt, t par n/p et kbk par K, on a :
n

k‘:lfk(t)|<1ﬂ<.

En utilisant (2) et en majorant @/t par p+l, on a :

b

k=p+1

27b
—ptl
£, (1) l < <2(pridb < 2K.

L'inégalité |£(t)]| < (m+2)K est donc vraie pour tout t€ ]0,n] ; comme elle
est évidemment vraie pour t =0, elle est vraie pour tout tER (par parité
et périodicité&). L'application f :R — R est donc bornée.

e La restriction de f 4 1'intervalle période [0,27] est bornée et a au
plus deux points de discontinuité (0 et 21) ; elle est donc intégrable ; il
en résulte que f est localement intégrable et possé&de une série de Fourier,

qui est une série de sinus que nous notons E c_sinnt.
* n2l
Pour mEN donné, calculons c_. Nous avons :

w ) too
cm=f f(t) sinmt dt = f (Zlgn(t)) dt
o o ‘n=

oli : gn(t) = fn(t) sin mt:=bn sinnt sinmt.

[STE ]

11 est en effet &vident que la série ;gn converge simplement sur [0,n]
1
et a pour somme t +—> f(t) sinmt. Montrons que cette convergence est uniforme.

00 40
Etudions : p (t) = 2 g (t) =sinmt ) £ ().
n kSatl Ko+
P, (0) =0 est trivial ; si t€ ]o,7n] on utilise (2), et on écrit :
3 21'rbn,H
|pn(t)|=|s1nmtl Z fk(t)|<mt.—_f_=2mbn+l'
k=n+!
On a donc : sup |p (t)| <2mmb .0r limb =0. O
0,71 n n+l oo n+1

— La convergence uniforme permet d'écrire :
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IME]

n

c = fb sinnt sinmtdt.

m n
n=] Jo

T
. . L <
On sait que : fs1nnt sinmt dt =5 8 . D'oli ¢_=b .
(3

m,n m m
— La série de Fourier de f est donc fn.
1
T.5.6] soit y —'z eN". vérifier : y_€qQ
.5. o1 p 5 L ,p . Vérifier : Yp Q+.

*
e Soit f2k—l (resp. f2k) pEN , 2n-périodique de RdansR, définie par:

_ 2k _ _ L W2k
fzk_l(t:) =t si t€}-m,n[, f2k—l (n) =0 (resp. ka(t) t si

te ]—ﬂ,n]) .

Elle est localement intégrable et admet un développement en série de Fourier:

Zbk sinnt (resp. 7a +Za cosnt]
>

En utilisant les expressions c1a351ques des b: et des ah on a (par parties) :

2k
k+l _ o o+l 2570 2k(2k+1) k. k_ _2k .k *
by = (-1 - —z—=b ; a‘= -2 b, (nEW).

n+]

. - * DY .
Directement : b:l= (-1) 2/n. Par récurrence sur kEN , on en déduit qu'il

existe des Bk €Z et des o sz'EZ indépendants de n tels que :
t]

k=1 2%
n_k _ L
=N b ZBk ) 2k—l e D an_z %, e 2k-2%
=0 g
k_ 27

5 :
pour tout (m, k)G(N Y*. D'ailleurs (directement) : a '=Zi- .

e Pour kG! fixé, on a, par la formule de Parseval :

4k-2
4k=2
Z(b ‘[ dt = T m
et : —-f(

— Pour k=1, on en déduit : y; =1/6 et vy, =1/90. (2)

— Pour k>2, on écrit, en notant I\k={o,...,k-l}2 :
S 3 1§
(b )2 = B, B -ﬂz("*z)i——_‘f*-.'-
= 0 (!..9.')€Ak k, 27k, 2 n=1 nl’k 2-2(+2")

Par (1) et par la définition des Yp’ on en déduit :

B, ,B Yorey— €Q.
(1’2')6Ak k, 2 Kk, 2" T2k-1-(2+2'")

De méme : a, .a v You_ 1 €Q.
(2’1')€Ak k,2 k, 2 2k-(2+2")

*
A partir de (2), on en déduit par récurrence : VpEN ypEQ. (0]



INTEGRALES

Les exercices sur les intégrales multiples et sur les applications

des intégrales 4 la géométrie sont proposés dans un autre tome de l'ouvrage.

1
2.1. COMPLEMENTS SUR L'INTEGRALE SIMPLE

1
*
Soit f :R_— R définie par : £(x) =[ ! dt.
o

a t3+x3
Montrer qu'au voisinage de O (pour x>0) on a : f(x) ~-Logx, et que,
pour tout n€EN, g :x +~ f(x) + Logx admet un développement limité a l'ordre n;

appliquer 3 n=8.

L'existence de f(x), pour x>0, ne pose pas de probléme.
1/x
Par le changement de variable t=xu : f(x) = —l—du.
o % ud+l

.. 3—g— . s s 2 e
Au voisinage de 4o : u3+l~u, ce qui conduit 3 écrire :

1/x i 1 1/x o
£(x) -[ —du = 3 du+j ( ——)du
1 u o Vu3+1 1 \%_371 u

et,aprés le changement de variable u=1/t dans la derni&re intégrale :

1
g(x) =A+f w(t)de,
X

1

avec : A=/ _I__du, et @(t) =lt((l+t-") /3 _ l)
o %34»1

On a : @(t) ~-t?2/3 au voisinage de O, ce qui permet de prolonger ¢ en une

application continue $:R+ — R, en convenant : ©(0) =0, 11 vient :

|
g(x) =A+B—f o(t)at ; B=_[ p(t)de.
o] [o]

En convenant g(0) =A+B, on prolonge g en une application g : R, —R,
de classe C!, telle que g' = -@. Comme @ admet un développement limité& i tout
ordre au voisinage de 0, il en est de méme pour g. C'est ainsi que :

—_ 2 2
o(r) = - +5 5+ o(t7),

— 3 6
et g(x)=A+B+"T-§7-+o(x8).
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Existence et calcul de

+o0 t—x
lim f(x), ol f(x)=xf I—;Edt:.
x+0,x>0 5}

£ *
tt o> T est continue sur R, et elle
vérifie : wx(t)~t_x au voisinage de 0, et 1~{)x(t:)~l:_x“1
On en déduit que f est définie sur ]0,I1[.

e Pour tout x€10,1[, on écrit : £(x) =g(x) +h(x), ol

1 X oo X
g(x)=xj; mdt; h(x)=xj: mdt.

e Sur [0,1], on minore 1+t par 1, ce qui fournit

1
vx€ 10,1 o<g(x)<x[ t *dt =ﬁ
(o]

e Pour tout x€R, la fonction tpx

au voisinage de +».

dont on déduit : lim g(x) =0.
x+0,%x>0

e Sur [1,+=[, on minore 1+t par t, ce qui fournit
+00
vx€10,1[ h(x) <xj t—x_ldt=1.
1

Soit l'application : hj :x+> I-h(x). On a

e £ ), -x~1 e !
hl(x)=le- (l 'm)t dt=le- W—dt.

En minorant & nouveau l+t par t, on en déduit :

e x-2
vx€]0,1[ 0<h;(x)<x t * %de =2
i x+1

et : lim h;(x) =0.
x-+0,x>0

e En conclusion : lim £(x) =1.
x+0,x>0

converge.

X
Existe-t-il lim(%f tf(t)dt) ?
X+t o]

X X
F:x -—rf f(t)dt et & :x -——>[ tf(t)dt sont des applications Cl de R+
0 o r‘*m
dans R, et on dispose de I= limF(x), oli I= f(t)dt
0

o
Soit f :R, — R une application continue, telle que f £(t)dt
°

m

X+t

Pour tout xER+, une intégration par parties donne

P9
O(x) =x(F(x) -G(x)), o G(x) =%f F(t)dt.
]

*
Pour tout xER+, on a :

1 X
G(x) —I=;f (F(t) -1)dc.
[¢]
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* *
Soit EER+. D'aprés (1), il existe aER+ tel que :
ve>a  |F(t)-1|<e/2.

Pour tout x=>a, on a donc :

d X
1 1 €
|G(x)-I|<;j; ]F(t)—Ildt+§-[a Zdt

et, en notant M=sup |F(t)-I| :
¢ )-ITG: Ha e
X T i -

2Ma
Il en résulte : |G(x)-I|<e pour tout x>max (a,T)

D'ol limG(x) =1I.
X->+oo
Comme : o) F(x) -G(x), on en déduit : lim @(x) =0.
X X
K-t
+o 2
3 - 2n ~t
2.1.4 1°) Existence et calcul de In= t e dt, n€N,

o
o
-t2
2°) Existence et calcul de J(z) =f e t cos zt dt, z€GC.
°

(On admettra f e dt = Jn/2).
o

1°) a) Pozur n€N donné, 1'e2xistence de In se justifie par la continuité

2n e_t ta o(1/t2) au voisinage de +w,
=2 _ 1

n 2n+l "n+l

A partir de Io =Jn/2, on en déduit par récurrence :

- (2n)!
2n+1
2 n

2°) a) Dans la suite, z€C est fixé. Pour tout tER , on a :

de t— t et par : the-—

b) Une intégration par parties donne : I

VnEN I
n

Jr.
!

|cos zt|2 = cos?Re (zt) +sh2Im(zt) <ch?Jm(zt)
-2 -2
et : le t coszt|<e tch.]m(zl:).

-2
D'oll : |e t cos zt| =o(1/t2) au voisinage de +=.
-2
Associé 3 la continuité de t+> e % cos 2t, ce résultat assure la con-
vergence absolue de 1'intégrale impropre J(z).
b) En utilisant le développement en série entiére de t — cos zt,
de rayon de convergence infini, on constate :
2 +co
-t
VtER e coszt=Zu (t)
+ n
n=0
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—_t2
ol : un(t) = (—l)ne t 22n tzn/(Zn)!

Pour A€R+ fixé, on a :
2n,2
sup Iun(t)l < |z|“"a Ty e2m)t
t€[o0,A]
Comme Z| zanAzn/(Zn)! converge, la série d'applications Zun converge nor-
malement, et donc uniformément sur [0,A] ; les u étant continues, et donc

intégrables, on a, pour tout AER+ :

A £
e cos zt dt = Zf (A), avec : e)]
n
o a=o
n 2n A _2
f :R, —C A-#(;)-—-— e r tzndt.
n + (2n)! o

e Le premier membre de (1) a pour limite J(2) lorsque A tend vers +=.

Etudions le second membre. On a :

sup |£_(A)] < |2°%|1_/(20)!

ASR
La régle de d'Alembert montrant que Zl zzn|In/(2n)! converge, la série d'ap-
plications an converge sur R non seulement simplement (ce qui est acquis)
mais encore normalement et donc uniformément.

Par ailleurs, pour tout n€N nous disposons de :
Limf_(A) = (-1 22" 1_/(20)!
Ao T n

Par le théoréme d'interversion des limites, on obtient 1l'existence de :

lim Zf (A)—Z)( nHo ZnIn/(Zn)!

At =0
n 2n n _2n
Dlod :  J(z)=p, LHE_ '(%ni, 1= fo_( 1 2
n=0 n= 4% .m:
-2
et enfin : J(2z) =‘,—2ﬂ e 2 /4.

1°) Soit £ :R_— R localement intégrable, monotone au voi-
sinage de +» (ce qui signifie qu'il existe A€k+ tel que la res::riction de £
a [A,+o[ soit monotone) et telle que l'intégrale impropre I=/ f£(t)dt con-
verge. °
* - I3
a) Montrer que, pour tout h€k+, la série Zf(nh) converge.
+o0
b) Vérifier : lim (h Zf(nh))= I. (n
h-»0,h>0 =u
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n
2°) Notant : g(x) = (1-x) f X -Log L,
n 1-x
n=1 1-x
oo 0 1
vérifier : lir g(x) =f e (—-——)dt (2)
-t t
x-+1,x<l] 0 l1-e

1°) a) Quitte 3 changer f en -f, nous supposerons f décroissante sur
[A,+[ ; le théor&me de la limite monotone montre l'existence de LER tel

que L= limf(t) ; la convergence de I exige 2 =0, ce qui entraine £(t) >0
tr+oo
pour tout t€ [A,+=[.

Soit hER: fixé ; associons lui MEN par Mh <A< (M+1)h.
Pour tout entier n>M+2, f est décroissante et positive sur [(n-1)h,nh];
on a :
1 nh
f(nh)<E[ £(t)dt <f((n-1)h) 3)
(n~-1)h

et, pour tout entier N>M+2 :

N 1 Nh 1 +00
; £(nh) <Ff f(t)dt(if £(t)dt
n=M+2 M+1)h (M+1)h

Les sommes partielles de la série Z f(nh), 3 termes positifs, admettent
n>M+2
ainsi un majorant commun ; la série est donc convergente, et il en est de

méme pour Zf(nh). a
b) Quitte 3 changer A, nous supposerons A>!. Comme f est intégra-—

ble, et donc bornée sur [0,A+1], nous disposons de K= sup |f(t)|.
t€[0,A+1]
A tout h€]0,1[, associons encore MEN par Mh <A< (M+I)h ; nous avons ici

M> 1. Nous aurons & utiliser :
+0 M e
h Z‘bf(nh) =h ) f(sh) +h Z £(nh).
n= n=0 n=M+1
i) Considérons la subdivision de [0,A] constituée de A et des nh,

O0<n<M ; le pas en est h ; on dispose de la somme de Riemann :
e}
S(h) =h f (nh) + (A-Mh) £ (Mh).
n-—.

A
On a : lim S(h) =f f(t)dt.
h+0,h>0 M 0
Soit ACh) =S(h) -h Zof(nh) = (A-Mh) f (Mh) 7 hf (Mh).
pe

On constate : |A(h)| <2Kh.

A
On en déduit : lim h i)f(nh) =[ f(t)de. (4)
h»0,h>0 n=i o
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ii) En reprenant (3), on constate, pour tout entier N2M+2 :

1 Nh =1
i f (nh) <F f f(t)de< z f(nh).
n=m+2 (M+1)h n=M+1

D'oll,, par passage 3 la limite (légitimé par les convergences de I et de

D (ah))

+on 1 +00 +00
; £(nh) <Ff £(t)dt < ; £(nh).
n=M+2 (M+1)h n=M+1

On en déduit :

oo +-00
f £(t)dt -h ; f(nh)|<2Kh
A n=M+1

$o0
et : lim h i f(nh)=f f(r)dt (5)
h*0,h>0  n2Mtl A
e (4) et (5) fournissent (1). a
n

n . .
2°) a) Pour tout x€10,1[, on a ~x au voisinage de +», dont on
n 1-x

et l'existence de g(x).

déduit la convergence de ;

l1-e t

Elle est continue, et peut &tre prolongée en une application continue

1 1-x -t 1 1 *
b) Soit f 1'application t s— e ( — -?) de R, dans R.

de R+ dans R (encore noté&e f) par la convention £(0) =1/2.
ef -1 1,1

* -—
1S 3 ' = ——
Pour t R+, on dispose de f'(t) =e ( srve e 4
l-e )

On a f£'(t) ~- e tau voisinage de +» ; il existe donc A€l+ tel que
£'(t)< 0 pour tout t>A, et donc tel que la restriction de f 3 [A,+=[ soit
décroissante (une &tude plus poussée montrerait que f est décroissante sur
R). .

Enfin £(t) ~e = au voisinage de +», ce qui, compte tenu de la continuité

oo
de £, garantit l'existence de f(t)dt.

o
c¢) En utilisant (1) avec h= -Logx, x€10,1[, il vient :

400 4+
lim (- Log x gf(—nLogx))= f f(t)de
x-+1,x<1 n= o

Comme lim (—Log x.f(O)) =0, on a encore :
x-+1,x<1

oo

j f(t)dt = lim 2(x) ; 2(x) = -Logxif(—nLog x)
o x-+1,x€]0,1[ n=

n

n

En utilisant les convergences de 2 et z X pour x€]0,1[,
~ n n
ol 1-x n=l
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on vérifie :

400 n
il x
8(x) - £(x) = (1-x+log x) ) X
n=1 1-x
On a, toujours pour x€ JO,!1[ :
n n
L S _x
n=| 1-x" I=x n=1 1+x+...+xn_1
Or : l4x+..+x n-1 > nx(n—l)/Z (comparaison de deux moyennes).
400 (n+l)/2
D'odl : L
l -x|
n=
et donc :
|g(x) - 2(x) | €|1-x+Log x| ~/x Lo x(l_Jx)
On en déduit aisément : lim [g(x)—!.(x)) =0 ; d'oii (2). [m]
x+1,x%x<l
1°) Etudier la fonction f : x > Log tdt
1
2°) Existence et calcul de J= Ll dt.
o Log t

1°) f(x) n'est &videmment pas défini pour x<0.
*
Soit x€R+\{l} ; on constate que t*—> 1/Logt est définie et continue
sur 1'intervalle compact I(x) d'extrémités x et x2 ; f(x) est donc dé&fini.

En utilisant la formule de la moyenne, on peut écrire :

tLogt
2

et : f(x) =E(x)[Log(Log t)]: =E(x) Log 2.

x
f(x) =E(x)f 1 dt, avec E(x)€I(x),
x

D'oli 1'existence de 1lim £(x) =0, et de lim f£(x) =Log 2.

x-0,x>0 x-+1, x#1
On prolonge f eng: R —R continue par g(0) =0, g(!) =Log 2.
2x 1 x-1

— Pour xER \ {1}, on dlspose de g'(x) = “Togx? Togx Logx"

D'oli 1'existence de lim g'(x) =0, et de 1lim g'(x) =1, et donc
x-0,%x>0 x+1 ,x¥#1
celle de g'(0) =0 et de g'(1) =1 ; g est ainsi C!. On a g'(x)>0 pour xER

g est donc strictement croissante.
— Pour xGR*\{l} on dispose de g'"(x) ~Logx- (x=1)/x
+ s (Log x) ‘

On a : lim g"(x) =+, D'autre part, de :
x+0,x>0
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-2 - - 2
g"(1+t) ~totf/2-e(iot) olr) | %+o(1)
t2 +0(t2)
on déduit 1l'existence de lim g"(x) =1/2, et donc celle de g"(1) =1/2.
x X+, %1

La restriction de g 3 R, est ainsi C2. En utilisant Log X<X-1, avec X =1/x,
*

on constate g'"(x) >0 pour xER+ ; g' est croissante sur R, ; g est convexe.

— Enfin de x Log 2<g(x) <x2Log 2 pour x>1, on déduit limg(x) = +eo.

D'oli le tableau : x

X 0 1 +

g'(x)] 0+ 1+ 4w

g(x) | 0__~—"Log2 —" +=

2°) J existe au titre de 1'intégrale de Riemann sur l'intervalle com-
4

pact [0,1] de g' : [0,1] — R, qui est continue. On a :

J=g(1)-g(0) =Log 2.
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2.2. INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE.

s * . . .
Soient aGR+ et g: [0,a] — R une application continue. Pour

*
tout xER+, on note :
a
G (x) =-}'€ e'a/xf et/ X g (ryat .
[

Existence et calcul de lim G(x).
x-+0,%x>0

Premiére solution. Pour tout x€R+, notons ®, 1'application continue de

(t a)/x

[0,a] dans R définie par Q, (t) =x , et calculons

J(x) =f (Ox(t)dt=[e(t a)/x]o - l__e—a/x )
o

Nous constatons qu'il existe J= 1lim J(x), et que J=1, (1)
. x-+0,x>0
e Ecrivons
a
G(x) =f @, (t) (g(t) -g(a))dt +g(a)I(x). (2)
o

Nous allons montrer que, dans le cas particulier oli g(a) =0, on a
lim G(x) =0. Il en résultera, compte tenu de (1) et de (2), que, dans le
x20,x>0
cas général :

lim G(x) =Jg(a) =g(a).
x-0,x>0
e Dorénavant : g(a) =0, ce qui entraine 1lim g(t) =0.
* t+a,t<a
Soit ¢€R_ fixé. Il existe a€ [0,al tel que :

vt€ [a,a]l |g(t)]| <e.
1 (a~a)/x

D'autre part p(x) = sup wa(t)l, qui est ol , vérifie :
t€[0,al
lim  p(x) =o0. (3)

x-0,x>0

On a donc, en notant M= sup |g(t)|

|G(x)|<Mu(x)j dt+e[ @ (t)dt

et : |6(x) | €Mau(x) +e, pour tout xER .
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*
D'aprés (3), il existe n€k+ tel que, pour tout x€ ]0,n[

Mau(x)<e, et donc [G(x)|< 2e. 0

Deuxi@me solution. On commence 3 &tablir par récurrence sur p que :

a
VpEN lim p (t)tPde =aP,
x20,00 Jo ¥
ce qui entraine, par lindarité :
a
VP € R[X] lim [q; (t)P(t)dt =P(a).
x+0,x>0 Jo X

On utilise ensuite le théoréme de Weierstrass du 1.2.2. Le détail des

calculs est laissé au lecteur.

Remarque. En reprenant la premiére solution, le lecteur constatera qu'il
est en mesure de résoudre tout exercice du type suivant :

Soient (a',a)€R2, a'<a, AcR, x €A, g:[a',al — R continue, et
(wx)xel\ une famille d'applications continues de [a',al dans R, qui converge

uniformément vers la fonction nulle sur tout intervalle [a',a] tel que
a'<a<a, lorsque x€A\ tend vers x_. On note :

) a a
J(x) =/ @ (t)de, et G(x) =f @ (t)g(t)de, (x€A)
al al

et on suppose qu'il existe J= lim J(x).
x—»xo,xEI\
Montrer que, dans ces conditions : lim G(x) =Jg(a).
x»xo,xEA

(Naturellement on peut remplacer [a',a] et [a',a] par [a,a'] et [a,a']).

e L'exercice qui suit est de ce type.

. . *
Soit g : [0,1] — R une application continue. Pour tout x€ER ,

on note :
1
- xg(t)
G(x) ]; vy s dt

Existence et calcul de lim G(x).
%x+0,x>0

((px)xa* est la famille des applications continues et décroissantes
+
x
tFﬁ';zﬁ?-de[o,” dans R.
* Pour tout a tel que 0<a<1, sup |@ (t)]|=—r.
X Xx“+a
1 . t€la, 1]
* =T_
\ (px(t)dt 5 Arc tg x.

On en déduit : lim G(x) =12'- g(0).
x 0, x>0



121

*
Soit f une application continue de R dans R. A tout A€ER_ on

associe 1'application f)‘ :R+ +— R déterminée par :

_ 1 . Tt
fA(x)— }“/; sin == f(x+t)dt .

1°) Montrer que la famille (EA)AGR* converge simplement sur R, lorsque
A tend vers 0, i.e. que, pour tout xGR+, il existe @(x) =1lim fx(x).
Ao

2°) Montrer que la convergence est uniforme sur tout compact [0,a],

a>0, de R+, i.e. que 1'application Ar—  sup lfk(x)—w(x)| admet O pour

limite lorsque A tend vers O. *€[0,a]

1°) La solution est basée sur :

A
*
VA ER I gin It g =2,
+ A A A L

*
— Soit x€R+. Pour tout )\GR+, nous avons :
A
2 1 . 7mt
£,(x) == £(x) =7j; sin 5= (£(x+£)-£(x))dt

et donc, en notant ¢ la fonction 2/w-f :

1
|f)‘(x)-(0(X) | Sy-i- sup | £(x+t)-£(x) | ()
]
Comme f est continue en x, on en déduit : lim fx(x) =(x). a
A0

2°) Soit a>0. La continuité& uniforme de f sur [0,a+1] permet d'associer

3 tout €¢>0 un a€]0,1] tel que :
V(u,u') € ([0,a+11)2  (|u-u'|<a) = ({£(u)-f(u")|<e).
En utilisant (1), on en déduit :

VA€ ]o,a]l Vvx€[0,a] Ifx(x)—cp(x)|<e. O

Soit g une application continuswet bornée de R_ dans R. A tout
(t)
dt.

*x€ER on associe l'intégrale impropre f(x) = It

Déterminer D = {xER | £(x) converge} et &tudier la continuité de 1'appli-

cation f : x > f(x) de D dans R.

Indication : La discussion fait intervenir la nature de l'intégrale £(0).

Nous aurons 3 utiliser le cours sur la continuité d'une intégrale dépen-
dant d'un paramétre. Nous notons : M=sup |g(t)|.

tQ+
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e A tout xER, nous associons les intégrales éventuellement impropres :
1 400
. « .. . . (t)
fl(x)-L -)?§'+—t2 dt fz(x) . i—zrtzdt.
a) Pour tout xER, t > g(t)/(x2+t?) est continue sur [1,+=[, et
+co
() M ( M
e

(Vt [1,+ef |fz;?2|<?z A\ . ?z-dt converge }.

L'intégrale f,(x) converge donc pour tout x€R ; on dispose de 1'appli-
cation £, : x > f,(x) de R dans R. Montrons qu'elle est continue.

. , .. R o(t)
— Soit (un)nal* la suite des applications x-—PJ; ;‘éﬁzdt de R dans R,

qui, d'aprés la définition d'une intdgrale impropre, converge simplement sur R
vers f,. On constate :
o
(sup |f2(x)—u (x)l <—[F i{z=-}!) A flim E=O\
<R n LY \n->+m n /
ce qui montre que la convergence est uniforme. Or, d'aprés la continuité de
(t,x) »— g(t)/(x2+t2) sur [1,n] xR, chaque u_ est continue. Il en résulte que
fo est continue sur R, m]
b) Pour x#0, f;(x) existe au titre d'intégrale, sur un intervalle
compact, d'une application continue. D; = {xGR | g1(x) converge} est donc R
ou R* selon que £,(0) = ! E%l dt converge ou non ; compte tenu de a), il en
est de méme pour D. o
e Dans les deux cas, on d&duit de la continuité de (t,x) v g(t)/(x2+t2)
sur [0,1] XR* que la restriction de f; & R* est continue ; ainsi :
ler cas : f,(0) diverge. Alors D=l*, et f :R* — R est continue.
2éme cas : £(0) converge. Alors D=R. On sait d&ja que f est continue
en tout point de R*. Pour prouver la continuité de f, il suffit de prouver
que f; est continue au point O, et, a fortiori, que f; est continue sur R,

ce que nous allons faire en montrant que f; est limite uniforme sur R de la

149
- . . .
suite (v )nE'N des applications continues x r—r 1 X +tzdt'..l
— Nous disposons de ®:]0,1]1 — R, telle que ®(t) = g—u(—gldu, Cl, de
1 t
dérivée t +— - , et donc, puisquef sSlzldu converge, de F :]0,1] — R

o
telle que F(t) = f g(u) S—>=du= f, (0) -@(t), de dérivée t +—> 5—(7':—)- F vérifie

lim F(t) =
t+0, 0
— Pour x€R et (n,p) € (N )2 fixés, on a (intégration par parties)

l/n 2
f‘ ;;:E?_ %ldt-l J avee :
1

/ (n+p)
2 1/n 1/a 2
= L?’tTczF(t)] 3 J= z%i—tzpl“(t)dt-

1/ (n+p) 1/ (n+p)
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2
Comme —-zt—2-<1, on peut majorer II[ par : ( ) IF( )

En appliquant a J la formule de la moyenne et en utllisant [2tx]| <x2+t2, on
constate qu'il existe £€ [1/(n+p),1/n] tel que :

1/n
[3] = IF(£)|[ ;;Lf—lz dt <n|F(&)|.
/ (n+p)

| t/n ) |
f/(+)x+t dc|<|1"()| lF(n—ﬂ,‘]|+ﬁ|F(§)|.
n .

*
— Soit EGR+ fixé. Il existe a€R_ tel que :

vt€10,a] |F(t)|<e/(2+m).

Ayant choisi un entier N, supérieur & 1/a, nous avons :

Vvn>N VpEN VxER |vn(x)—vn+p(x)l<e.

— La suite (vn) est donc uniformément de Cauchy sur R ; comme elle con-

verge simplement sur R vers f;, elle converge uniformément sur R vers f,. 0

oo
-t x- *
On rappelle T(x) =f e b ¥ ldt, x€R_. Vérifier :
o

* “+oo x . S0 i
VXER f E dt = r(x+|)z; -~ F(x+1)r(x+1) )
o] n= n

e -1

X

a) L'application f : t — t

* \ ] .. .
de R+ dans k+ (x fixé) est continue.
e -1

1
Au voisinage de O, f(t:)“'tx ! ; l'intégrale f f(t)dt converge donc si,
et seulement si x-1>-1, i.e. x>0. °

koo
Au voisinage de +», £(t) =o(t_2) ;f f(t)dt converge pour tout xER.
oo 1
*
Au total,f f(t)dt converge, si, et seulement si x€R+ .
0 *
e Dans ce qui suit, le réel xER_ est fixé.

b) Pour tous n€EN et t>0, on a :

X -t
()= S8 = kz;:"e Kty £(r)e PF (2)
l-e* = +oo .
Pour tout kEN , l'intégrale t¥e “tde converge, et vaut :
+o0 o
}lc”f uxe-udu=l‘,(:+l-l) .
k o k

D'oli, toutes les intégrales en jeu &tant convergentes :

+co 1 +oa —nt )
f £(t)dt =T (x+1) ki i +[ £(t)e - adt.
o] = kx o
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+oo
Nous allons montrer : limf f(t:)e'_nt dt=0 ; il en résultera la con-
n>+oJo i
vergence (d'ailleurs fournie par 1'étude de la série de Riemann) de ZT
et 1'égalité (1). w2l o

1
* . . . .
— Soit EER+ fixé. Commef f(t)dt converge, nous pouvons lui associer
*
n€R, tel que : ©

n
o<f f(t)de<e/2,
0
ce qui entraine :
n -nt
o< f(t)e dt<e/2 (3)
0
D'autre part la restriction de £ a [n,+=[ est continue et 1lim f(t) =0 ;
il existe donc M= sup £(t), et : e
b TELN, [ +eo
o<f f(t)e_ntdt<Mf e Mt dt=—:- . %)
1] o

On peut associer & € un NEN tel que %<% pour n2>N.
Au total, par (3) et (4) :
e -nt
va>N  0<| f(r)e "fdr<e a
(S

Remarque. Si x= 1, 1'application f peut &tre prolongée par continuité
a4 R, et la fin de la solution est simplifiée. La méme simplification s'ap-
plique dans l'exercice suivant.

Vérifier :

+o . £ -0
Vx ER sin xt _ X
f t £n2+x2
o n=1

e —1

. 3 - ] . *
La solution est laissée au lecteur. Il utilisera, pour kKEN :

+eo +oo .
sin xt e-ktdt =1Im e(_k+1x)tdt =—zx—2 .
o o kx

2.2.7 1°) Comparer les fonctions f et g de R vers R définies par :

_1y0 1 x-1 .
f(x) = 2()‘:1)1 s g(x) '—'f {-.._—t—dt
n= o

2°) Trouver un équivalent 3 f(x) au voisinage de +».

f(x) est défini pour tout xER\ (-N) ainsi qu'on le constate en utili-

. *
sant le théor&me des séries alternées ; g(x) n'est défini que pour x€ER,



125

Premiére solution. En utilisant :

-1

1 2 n-1 n-l nt
—_—=]-t+ -+ (- + (- —_— #* -
-ttt -1) t -1 FE* EF°hL

on obtient, pour tous xER et nGl :

x=1+n
g(x) = k}_’i( 1)[ e (- 1)[ e
_ (_]) - tx-l+n 1
g(x) Z. x+k _J; it 4t <%m -

En fixant x et en faisant tendre n vers 4=, on a : g(x) - £(x) =0.

. v . *
Les fonctions f et g coincident donc sur R+.

*
Seconde solution. Pour tout x€ER_, on vérifie :
EGerl) +£(x) =5 3 g(x+1) +8(x) = 5
0<f(x) <1/x (théoréme des séries alternées) ;

et : 0<g(x) <1/x (majoration de 1l'intégrale).

*
La fonction f-g est définie sur R, 2-périodique, et telle que :

lim (£(x)-g(x)} =0.
X-r+co

*
Elle est donc nulle sur R+.

= S (Gl D)

o .

2°) On a : f(x) - £(x+1) o) (vt )

Pour x>0,0on en déduit par le théoré&me des séries alternées :

O<f(x)-f(x+1)<1/x2

Compte tenu de f£(x+1) +f(x) =1/x, il vient f(x) ~?l£ au voisinage de +=.

2.2.8 1°) Montrer que l'application f :R2 — R définie par :

sin(xt) .

f(t,x) =t—(|—+—t'27 si t#0 ; £(0,x) =x

est de classe c”.
400
2°) Montrer que ©:x r—bf f(t,x)dt est de classe ¢! sur R.

3°) Montrer que la restriction de @ a R est de classe C2. Former une

equatxon différentielle linéaire dont une solution est la restriction de gp
+® sin Uge=T

u 2
)

4°) Exprimer o(x), ©'(x), @'(x) sans symbole d'intégration.

R (resp. R ) ; on admettra
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1°) Soitg :R — R telle que g(u) =Si'$ si u¥0, et g(0) =1. Cette ap-
plication est C” au titre de somme d'une série entidre de rayon de convergence
infini .

Pour tout (t,x)€ER?Z f£(t,x) = g(tx)-h(t,x) ; h(t,x) =x/(t+t2),

On constate que h :R2 — R est C . Comme (t,x) > tx est Cm,
(t,x) +=> g(tx) est €” au titre de composée d'applications c” ; enfin f est ¢
au titre de produit d'applications c”. 0

On calcule, pour tout (t,x)ER?Z :

of _cos(xt) 32f -t sin(xt)
(0¥ =Tz s gz(6R) = T -

2°) Compte tenu du 1°), on constate, en utilisant 1'&tude d'une inté-

*
grale dépendant d'un paramétre, que, pour tout n€EN , on dispose de :
n
un:R—>R x-—bf f(t,x)dt,

que 1'application u, est c” et que :

n n .oz
ut'l(x)=j; %(t,x)dt : u'l_'l(x)=-]:J %ﬁ(t,x)dt.

— D'autre part, t v f(t,x) et t H&(t x) sont intégrables sur [0,1]; en
1
outre : V(t,x)E [1,+] xR (If(t,x)"m) (la (t,x) | sz‘)

+c0
Comme l'intégrale[ 1352 dt converge, on en déduit la convergence, pour
tout xER, de :

4o +co 3f
p(x) =[ f(t,x)dt, et O(x) =f K(t,x)dt.
o o

On dispose donc des applications @ :R — R, et ®:R — R

C . *
— On constate ensuite, que, pour tous Xx€R et nEN :
+co

+o0
|“’(x)‘“n(x)l</; Tz dt s |ee-u! (x| < A et

P . " ' x . -
et on déduit que les suites (un)nEN et (un)nG'N convergent uniformément

sur R, vers ¢ et ® respectivement. En utilisant les théor&mes de continuité
et de dérivabilité d'une suite d'applications continues, on en déduit que

et ¢ sont continues et que ®=¢'. 0

* .
3°) a) Soit xER fixé&. En intégrant par parties, on constate que :

X _¢ sin(xt)
" (X)f —z(t x)dtf —liitl‘z-i—-d:, x>0,
[¢]

X 2
veerit ;L 3% s
s'éerit : cos(xX) -IT)EZ + j; st cos(xt)dt.
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—14¢2

On vérifie aisément la convergence (absolue) de K f a+seH? cos(xt)dt, et

on déduit de l'existence de lim yY_(X), i.e. la convergence de :
X>+oo

[* a2
v(x) = A W(t,x)dt.

— D'aprés la définition d'une intégrale impropre, Y est limite simple
sur R de la suite (u" ) d'applications continues.

— Montrons que la convergence est uniforme sur Ea=l\ lI-a,al, «>0

donné.

. *
Pour xG}:‘.m et (n,p)E (N )2, nous avons :
n+p o
(x) —u"(x) —z(t x)dt,
n+p a
et, en intégrant par parties comme ci-dessus, et en majorant convenablement :

n

[u n+p(x) u' (x)| |x| TinZ |x| f -—z-dt <8(n)

+m
oi 6(n) =L (——21[ +f —]zdt> vérifie : lim 6(n) =0
t+n 1+t
n n++o .
La suite (u;;) est uniformément de Cauchy, et R est complet. a

— De cette convergence uniforme résulte d'un part la continuité de la
restriction de ¢ 3 Ea’ d'autre part, compte tenu de la convergence de (u')

vers ¢' sur R, le fait que la restriction de ¢ 2 E(1 est la dérivée de la res—
triction de ¢' 3 E .

a
*
— Comme on dispose de a, on en déduit que Y:R — R est continue et
*
que, pour tout t€R : (t) =¢"(t). o

Remarque. Une régle d'Abel permet de traiter plus rapidement cette ques-
tion. '

* .
b) Pour tout x€R , nous avons maintenant :

- sin(xt) " t sin(xt)
o) = | T 00 ;g - [ et o

** sin( in(xt)
et donc : '(x) -(x) = —'f %x—t)dt=—f s——lg-tit—d(x':)-
o 0

et encore : @"(x) - @(x) =%sgn(—x) .
* . .
— La restriction de ¢ 4 R_ est une solution de y" -y= -1n/2 ; il existe
donc (A,u) ERZ tel que :

-X

* -
VxER,  @(x) =re"+pe Xaq/2 ; @' (x) =X - e

Nous avons : lim (x) =p(0), et donc A+pu+n/2=0.
x-+0,x>0
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D'autre part @' est bornée sur R ; en effet :
Ml
VxER | (x)|<f Wdt'
o

Ceci exige A =0, Finalement, pour tout x>0 :

-x

X .ophx) = -%e .

=Xti-e Xy : =T "

o(x) =5(i-e 7) 5 @' (x) =7 e

— Compte tenu de parit@s évidentes, pour tout x<O0 :
=T (o¥*- . @ =T X .=l X

‘«P(X) 2 (e 1) H (x) ) e HEY ) e .

— En outre : (0) =0 et ' (0) =n/2.

4o,
n . . . .
1°) Montrer que x i—zl—f_-’g%dt détermine une application
[+}

¢w:R — R de classe c3.
*
2°) Montrer que la restriction de ¢ & R, est de classe C* et qu'elle
est solution d'une équation différentielle linéaire d'ordre 4, & coefficients

constants.

3°) Vérifier : ¢(x) =% (I _e X2

cos x/JZ) pour tout x>0.

1°) On montre, comme dans l'exercice précédent, que f :R2 — R définie

par f(t,x) =—i—t?—itrt;% si t¥0 et £(0,%) =x est ¢”, et on calcule :
Af () =COS(XE) | 32f _ - tsin(xt)
ax: ? 1+t% * 3xZ 1+t
a3f(t )= -t2 cos(xt) . ahf(t )=t3 sin(xt)
a0 = T e () =T

On montre, toujours comme dans l'exercice précédent, que @ est c3 sur R,
- . - *
que sa restriction 4 R _ est c4, et qu'elle vérifie :

y(4)+y=1r/2. (E)

3°) Une solution de (E) sur R est : x> n/2. En considérant 1'équation
homogéne associée 3 (E), dont 1'&quation caractéristique r'+1 =0 a pour racines

(e+ie')/V2, on constate que la restriction de ¢ a R: est de la forme :

-x/J
X S+e x/ 2(A cos x/V2 +B sinx/V2) +ex/J2(C cos x/V2 +D sinx/V2)
1 | I +
De : < Xt 1
€ 0G0 | | o t(l+c“)dt +j; (et

on déduit que lim ‘p?({x—)—=0, et donc que C=D=0.

X-++o0
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En utilisant la continuité de ¢ sur R et ((0) =0, on trouve ensuite

A= -7n/2, puis, en utilisant :
s * 1 m
lim @' (x) =¢'(0) =f Tt = 575
%20, 3150 o 1+t 22
. . A B = _
on obtient enfin : 72-4-75 =575 et donc B =0. O

— Comme (¢ est impaire et comme @(0) =0, on dispose d'une expression de

Y(x) pour tout xER.

On se propose de justifier la formule :
™ sint - e-tx
VkER, [ wd”f Teez o o
o o
*
1°) a) Trouver les solutions sur R+ de l'équation différentielle :
y'+y=1/x (E)

b) Montrer que, parmi elles, la seule qui admette une limite finie

en +» est :
* int
sin
X — ——dt .
f t+x
o
+0 e—l’.x
2°) Montrer que x w—* Trczdt est définie sur R_ et que sa restric-
o
. s ok .
tion 4 R est solution de (E).

3°) Conclure.

1°) a) Les solutions de 1'équation homogéne associée a 1'équation li-
néaire (E) étant les X '— Acosx +pusinx, la méthode de variation des constantes
nous incite & chercher deux applications u et v de R: dans R, de classe Cl,
telles que x *— u(x) cosx +v(x) sinx soit solution de (E) et vérifie
u'(x) cosx +v'(x) sinx =0 pour tout x€k:.

- . - - . . *
On obtient ainsi la solution particuliére de (E) sur R+ :

¥ sint X cost
Y:xXt~> =-cosx ———dt +sinx ———dt.
p 1t

o it
- I e
Comme on connait la convergente de 1'1ntegra1e[ Tdt, et donc celles
1

4 +o
des intégrales C = f Egzs—tdt et S =f %ntdt, une autre solution de (E)
i 1

* .
sur R+ est £f:x 1> @O(x)+Scosx-Csinx. On a :
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+o . +00 ¢
f(x) =cos xf s—lt:EEdt -sin x[ cots dt (2)
o O X (t=x) L .
_ sin(t—-x . - sin
et : f(x) —f —_— dt, et : f(x) f e dt.
x o
* .
Les solutions de (E) sur R+ sont les f)‘ " sx —r f(x) +Acosx+ysinx.
»
b) Etudions f(x) au voisinage de +~, En intégrant par parties, et
-cost

. *
en tenant compte de l'existence de 1lim =0, on obtient, pour xER_ :

. o0 ot VX
1 cos t
£(x) T x j; (t+x) 2 de

1, [ 2
. <— . =%
et : l£¢a | x+j; ((:-i-x)cht x
On a donec : limf(x) =0.
K-+

D'autre part : lim (A cosx +yp sinx) n'existe que si (i,n) =(0,0). 0O

X0
-tx

2°) L'application h: (t,x) > T—-z— de Rz dans R est c” , et vérifie :
-tx

2 1
V(e ERY 0SSy &
b to X
Comme —1—+—t1-dt converge, on en déduit que g(x) = Wdt converge
0 o

pour tout XxER_ ; on dispose de l'application g :x > g(x) de R, dans R.
-t e—tx tz —-tx
_ . h! =
On a : hx(t,x) T+ H z(t X) = —T:Ez— .
— Soit aGR: fixé. On a, pour tout (t,x)GR+x [a,+=] :

I (e,x) ] <e™2F, e [nfy(e,x) | <e ?F.

Comme e 2t ar converge, on dispose des applications g; et g, de [a,+=[
)
dans R définies par :

400 4o
g (x) = f h}'((t,x)dt 3 82(x) =[ h;z(t,x)dt,
0 o

et (définition d'une intégrale impropre) g, g, g, sont limites simples sur
CO 1 .
[a,+=[ des suites d'applications (u )rEN (vn)rEN’ (w )IEN ave::‘l :
un(x) —f h(t,x)dt ; vn(x) hx(t,x)dc s wn(x) =f h;z(t,x)dt
o ) o
D'aprés 1'étude de l'intégrale dépendant d'un paramétre, u, v, et w sont

continues et : v o=ul s wo=up. "

En utilisant : lgi(x)-ut(li) (x)|< o e_atdt, i€{0,1,2}, on en déduit que
les convergences de (un)’ (ur'1)’ (u'r'l) vers g, g, 8y, SUr [a,+»[ sont uniformes.
I1 en résulte que la restriction de g 3 [a,+=[ admet g; et g, pour dérivées

d'ordre 1 et 2.
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— En jouant sur le fait que l'on dispose de aGR 40 On en dedu1t que la

restriction de g i R est deux fois dérivable, et que, pour tout ka :
+oa te—tx +oo 2 —tx
g'(x) = e dt ; g"(x) = —rdt
o
ce qui entralne :

+c0
g(x) +g"(x) =f e ae=1 o
[o]

1
X

3°) a) Etudions g(x) au voisinage de +=. En intégrant par parties, et
g

—tx

en tenant compte de l'existence de lim _—'Z‘ , on obtient, pour xER :

+co -tx trtoo x(1+£%)

1l 2t e
g(x) X % T+t dt,
0 e
1.1 2t 2
et : |g(x)|<;+;j; (—TTI-H: 3 dt = =
On a done : limg(x) =0.
X-+teo

»

. * * 1]
La restriction de g 3 R, est ainsi une solution de (E) sur R+ qui admet

X

une limite finie en +». D'aprés 1°) b) elle coincide avec f, et (1) est jus-
tifié pour x >0.

o, 4o .
- sin t
b) La convergence de f %&Edt entraine celle de f ——t——dt.
! o
il reste & montrer que cette derniére intégrale 3 pour valeur m/2 (résultat

classique, qui n'est naturellement pas considéré ici comme acquis a priori).
En reprenant (3), on constate que g est limite uniforme de la suite (un)
non seulement sur tout [a,+«[, mais sur R ; d'oll la continuité de g, et :
=g(0)= 1lim g(x)= 1lim f£(x)-
x-0,>0 %-+0,%>0

Revenons a 1'expression (2) de f£(x), (cf. 1°) a)). Nous avons :

400
lim (sinx[ cots t dt)
x-0,x>0 1

et, pour tout x€ 10,1[ :

1 1
0<sinx[ cotStdt<xf ldt=x|Logx|.
X X

I

o0
On en déduit : lim {sin xf cots tdt) =
x+0,x>0 X
D'ol : lim (cosx/ 51ntd ) % . O
x-0,x>0 X
m Ensemble de définition et continuité de la fonction de R vers R :

f:1x -——»/ cos(t )dt.
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1°) a) Pour x<0 fixé (resp. x=0), on a :

lim cos(tx) =1 (resp. lim cos(tx) =cos l) .
t->too t>+oco
L'intégrale impropre f(x) est donc divergente pour x<O0.

. *
On peut ainsi considérer f comme une fonction de R+ vers R.

* .
b) L'application (t,x) v cos (%) de [0,1] xR _ dans R étant continue,
1
*
on dispose de l'application continue g : x +—* f cos(tx)dt de R_ dans R.
o
Reste donc 3 étudier la fonction de R+ vers R :
+00
h:x— [ cos(tx)dt.
1 +00
Notons que 1l'intégrale impropre h(l) =f cos tdt est divergente.
1
c) Soit x>0 fixé. Pour tout T>1 nous avons :

T x P S1e1/x
cos(t )dt =— u .cos udu
1 * N

La nature de 1'intégrale h(x) est la méme que celle de 1'intégrale :

+m
©(x) =[ u_]+l/x.<:os udu
i

* .
d) Soit x€10,1{ fixé. A tout n€EN associons :

nr+mw/2
a =f u HI/x.cos udu
n na-n/2

Nous avons : n/2

Ia | =[ (mr+v)_lH/x cosvdv = 2(nn-1n/2)

n
-n/2

On en déduit que 1'intégrale impropre @(x) est divergente pour x€ ]0,1{ ;

-1+1/x

on a vu qu'elle est également divergente pour x=1.
Reste donc 3 &tudier la fonction ¢ de }1,+=[ vers R.
e) Soit x>1 fixé. Pour tout U>1, une intégration par parties per-—
U

-1+1/x
u / .cosudu sous la forme :

U U
+ (1-1/x) [ u—2+1/x.sinudu
i 1

On en déduit que, pour x>1, 1l'intégrale impropre @(x) converge et que :

u—2+l/x

met d'écrire
1

-1+
[u 141 /x

.sinu]

+

©(x) = —-sinl+ (1-1/x)¥(x) ; ¥ (x) =[ .sinudu

1
[l'intégrale impropre Y(x) est en effet absolument convergente).

e A ce stade, nous pouvons affirmer que 1l'ensemble de définition de la

fonction f est ]1,+=[, et que, pour tout x€ ]1,+=[

£(x) =g - 221y (;](“;]z)ll)(x)-
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2°) Nous allons montrer que l'application ¥ : ]Jl,+»[ — R est continue.
11 en résultera que 1'application f : ]1,+=[ — R est continue.
— Soit un réel A>1 fixé ; ¢ est limite simple sur [A,+»[ de la suite

_2H/x.sinudu.

(wn)ﬂ* des applications, v151b1ement continues, x -—rf
Pour tous x=2A et nGN on a :

‘oo 4
f u_2+l /x.sin udu <f u—2+] /Adu
n n

ce qui montre que § est limite uniforme de (wn) sur [A,+=[.

lvx)-y (=) =

— Il en résulte que, pour tout A>1, la restriction de ¢ & [A,+~[ est

continue, et donc que Y : ]J1,+o[ — R est continue. a

/2
Exprimer f(x) =f" irc_tg_gm_t_) dt, x€ER, sans utiliser
o

sint
1'un des symbolesfou Z

Soit g 1'application de A=[0,7/2] xR dans R définie par :
ge,x) =Aretexsint) o oo 0 000,x) =x.

sint ’
e Soit h l'application de R dans R dé&finie par :
h(u) =Ar_cutg_u pour u¥#0 ; h(0) =1.

On constate :

’ 3
1
Yu € h = dt.
RhG j; TraZe?

Comme (t,x) s+ ]—7—2 est une application ¢~ de [0,1] xR dans R, h est une
application C de R dans R, On va utiliser la composition des applications de
classe C .

On constate :
v(t,x) €A g(t,x) =xh(x sint)

On en déduit que g est c”.
Pour tout (t,x) €A on calcule :

—(t X) = -——z——z—l
1+x“sin‘t °
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n/2
e D'aprés le cours, l'application f :x + g(t,x)dt, de R dans R,
/2
est €l et, pour tout XER : f'(x) = %E—(t,x)dt.
o

On calcule aisément :
£' (%) =g—. ! , et, comme f(0) =0 :
VI+x2

¥XER  f(x) =% Arg shx. )

Remarque. Pour x€ ]-1,1[ donné, la série Zun d'applications continues

2n+1
de [0,%/2] dans R d&finies par u t i (—l)rl ;—nT sinznt: vérifie :
vt€ [0,7/2] |u ( <lx|20*!
t& o, ua (O] S -

Zun est ainsi normalement et donc uniformément convergente sur [0,n/2] ;

sa somme 'JJ , qui est continue, est définie par :

b (0) AR fEGsInt) oy pug g (0) =x.

sint

En utilisant le théor@me d'intégration d'une série d'applications, on
a donc :

2n+l n/2 2
vx€1-1,1[ f(x)= ;(-n) YIS f sin“"t dt.

En utilisant le calcul des intégrales de Wallis, et le développement en
série entiére de x > Arg shx, de rayon de convergence }, on en déduit :

vx € 1-1,1[ f(x) =%Arg sh x,

mais ce résultat est moins bon que (1).

[2.2.13 ] Soit f :[0,1] — R une application intégrable. Montrer :
lim Z( ? f wx{1=t) ¢ (1)de =o0.

X+t n=1

a) Ici xER_est fixé. A tout n€N on associe 1'application :

_ x(1-t)y
u :R — R t [_e____]
X,Nn n!

D'aprés le développement en série entiére de la fonction exponentielle,
pour tER, la série numérique Zux n(t) converge et a pour somme
exp(—ex(l—t)) . La série Zux n coz’werge donc simplement, sur [0,1] en parti-
culier, vers l'application : '

:[0,1] Rt exp[—ex(l_t)).

Cette convergence sur [0,1] est uniforme. En effet Iex(l_t)l <ele pour

tout t€ [0,1] : on a donc :
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| (t>|<enIXI
su u .
tE[Ol,)l] X,Nn n!

Or la série numérique enlxlln! converge.
— Comme f est bornée sur [0,1], la série Zux n'f converge uniformé-—
3
ment sur [0,1] et a pour somme @ .f. D'oll, d'aprés un théoréme du cours :
i ] 1
= t)f(t)dce.
n;j; w (E(E)AE @ (£)E(E)

o
La valeur commune des deux intégrales est notée I(x).

b) Il s'agit de montrer : limI(x) =0.
x>+
En remarquant que les applications @, sont positives et que f est bornée,

1
il suffit de montrer limJ(x) =0, ol J(x) =f apx(t)dt.
0

X->+o0
— Pour xGR+ donné, @, est croissante et (ox(l) =1/e.

Soit €€ 10,1/e[. Notons Jy(x) et J,(x) les intégrales de @, sur [0,a] et

fa,1], a=1-ec. Nous avons :
0<J2(x)<f|wx(l)dt=e.
En majorant cpx(t) parawx(a) pour t€ [0,a] :
0<J, (x) <fatpx(a)dt <g ().
On constate : loim wx(u) =0 ; il existe donc a€k+ tel que wx(a)<s

X+
pour tout x2>a, et donc 0<J(x)<2e pour tout x>a. O

2.2,14 1°) En utilisant 1'&tude des suites d'applications, calculer :

400
o - [ AR o cn.

2°) A titre de vérification, calculer directement £(1).

e Pour xER donné, l'application t > t—‘xﬂc—ééﬁ) de R dans R est conti-

nue, et donc localement intégrable ; la convergence de l'intégrale impropre

f(x) tient a :

t Arc tg(xt) b |t|
€ =
VLER l T+t 2 1+t?
4+

s t
et 3 la convergence de mf;dt.
)

e L'application impaire f :R — R est limite simple sur R de la suite

n
. . . t Arc tg(xt)
(fn)rEN* des applications fn Ix V> . —+—l+t dt.
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Comme ¢ : (t,x) +—> ﬂgﬁ—tﬁﬁ) et % sont définies et continues sur R2,
toute fn est C! sur R et :
£ (%) =fn -—z—éz———g—dt.
n -n (1+x%t9) (1+tt)
La suite d'applications continues (fx.l)neﬂ* converge uniformément sur R
00
vers 1l'application g :x +> ' —z-§2——¢ dt, ainsi qu'on s'en assure en
L (1+xft5) (1+c™)

vérifiant la convergence de 1'intégrale impropre g(x) pour tout x€R, et en

utilisant :
t= 2
- £ <
VxER Ogg(x) fn(x) <2 . —ITt-q- dt.
On en déduit (cf. Cours) que f est C! et que f' =g.

L[ *(x24e2  x2
e Calcul de g(x) =g (H-F' - sztz)dt-

— Par une décomposition en &€léments simples, ou par la méthode des rési-

dus : o
| de= L
1+t7 J2 "

—00

— Par le changement de variable t=1/u :

2 dt = " du =~
A T+t7 A at+1 VT 273

— On a donc g(0) =w/V2. Pour x#0, on calcule :

Ll
L=
j:m 1+xZ¢ dt_|x| .

D'oli, pour xER :
. 2,1~ = ]
8(x) = pramy (x2+1-92[x|) =5 THZ[R[*=2
e Compte tenu de f(0) =0, une intégration fournit :
\fxER+ f(x) =7 Arc tg(x/2+1) —12/4 (1

D'ol : VxER_ f(x) = - £(-x) =7 Arc tg(xvV2-1) + m2/4,

2°) Ecrivons : £(1) =2(I+J), avec :

! tArctgt e tArctg t
1=fo e 409 EALE

Par le changement de variable t=1/u :

i i
_ u(n/2-Arc tgu) , _ @ u _
J‘fo”‘;m"'g—d“'zfomdul

1 1
Yol : = u =T ] =I_.
D'ol : f(l) ™ OE:"*’_ldu 2‘/;"_"] dv 3
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La formule (1) donne :
£(1) =1r(Arg tg (V2+1) —11/4)

Comme Arc tg (V2+1) =37/8, on a encore : f(1) =72/8.

2.2.15 1°) Montrer que l'on dispose de 1'application :

4o -t
F:R+— C x-—»j; %t—eltxdt.

2°) Exprimer F i l'aide de fonctions usuelles (on admettra F(0) =J1r) .

3°) F est-elle développable en série entiére a l'origine ?

1°) Pour tout xER, la convergence de l'intégrale impropre F(x) résulte

et iex *

de ce que ¢ : t > e est continue et donc localement intégrable sur R,
de ¢(t) ~ \fl—t au voisinage de 0, et |w(t)| <e_t pour t=1.

e Par le changement de variable Vvt =u :
+w 2
-u
F(0) = 2[ e du =J7
0

(la derni&re égalité, qui peut s'obtenir par une considération d'intégrale

double, est justifiée au 1.2.18).

2°) F est limite simple sur R de la suite (Fn)nG'N* des applications de R

dans € définies par
n e b oitx
Fn(x) =j]‘ nf:'(t,x)dt ; £(t,x) =Jce .

L'application £ :R_xR — C é&tant c!, pour tout n€N, Fn est ¢l et on a:
n .
VKER  F!(x) =if e Sret™ae,

1/n
On constate que l'on dispose de 1l'application :

+o .
G:R —C xHif e_t\fteltxdt
o

.. . . '
et que G est limite simple sur R de la suite (Fn)nal*'
De : sup IG(x)—Fn(x)|<Kn,

x€R i /n N o,
ou 3 Kn=f e Jvtdt+ e Jtdt,
) n

-]
et de limKn=0 (conséquence de la convergence de [ e tue dt), on déduit
0

400
que (FE) converge uniformément vers G sur R ; d'aprés le cours, il en résulte

que F est Cl, de dérivée G.
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40 .
On a donc : F' (x) =if e Eure™at pour tout x€R.
o

En intégrant par parties sur [e,1/e], et en faisant tendre €€ ]0,1[
vers O, on obtient :
. S
2(1-ix)

L'application ¢ : x

VxER F'(x)= F(x) .

i - —x+i
2(1-ix) 2(1+4x%)
tions sur R de 1'équation différentielle linéaire et homogéne :

de R dans C étant Cm, les solu-

y' =(x)y (E)

o - a - .
sont C et constituent un sous—espace vectoriel de dimension 1 de (:n ; F est

celle d'entre elles qui prend la valeur V7 au point x=0.

Une primitive de ¢ est &:x > —%Log (1+x2) +1Arc tgx ; on en déduit

2
que les solutions de (E) sont les x +> X exp (Q(x)) et que :
VXER F(x) = Jm 2[c:os Arc2$x+i sinA—r%gﬁl. 4))]
Vi+x

3°) Fixons xER. D'aprds le développement en série entiére de 1'exponen-

-t ,. n
. cogs P . . z:e i
tielle,de rayon de convergence infini, la série d'applications —Jt—(—;;’l
* e b itx .
converge simplement sur R et sa somme est t — Jce .

A>1 étant fix&, cette convergence est uniforme sur [1/A,A]. En effet :

-t ,. n n
e  (itx) _ alxl)
S I vy N s -y
t€[1/A,A]
et la série numérique Zan converge. D'oli, d'aprés le cours :
A
-t . i . .n A
j;/A—f,t eltxd:=2)-——(“:3 f et 2, 2)
= : 1/A
e Le premier membre de (2) tend vers F(x) lorsque A tend vers +=,
;o\ A
e Pour xER fixé, la série 21 , od u_(A) =-(1+)- e bl l/zdt, con—
n’ ., o2 ! 1/A
verge sur [1,+=[, et sa somme est A+~ _e\_/T eltxdt.
1/A
On constate : sup ]un(A)| <bn.
tE[A, +el
n +o n
- _ x| -t n-1/2 _|x| 1
oi : bn— T . e t dt_T I‘[n+3_-].
® x|
on a : n+l _ Ix r'(n+3/2) _ | | n+l/2
) b n+l T'(n+1/2) n+l

n
Si x a été fixé tel que x€ 1-1,1[, la série En converge ; la série

Eu_l converge normalement et donc uniformément sur [1,+=[,
T
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Pour tout n€EN, il existe : limu (A) (1x) r(n+1/2).
A->+on
On peut appliquer le théoréme d'interversion des limites. D'oil :

.M
vx€1l-1,1[ F(x) = S (%,— r(n+1/2))x“
n= :

ce qui montre que F admet un développement en série entiére 3 1l'origine, de
rayon de convergence R=>1.
— Montrons que, pour x =1, la "série des modules " ZM est di-

vergente, ce qui entraine R=1. Notons an—I‘(n+1/2) /n!, En utilisant

F(x+1) =xI'(x), on constate :

o
ntl _n+l/2 _ 1 1
s " Twr ol
*
On en déduit qu'il existe kER+ tel que un~k/Jn au voisinage de +=, ]

Remarque. Si 1'on sait que T est croissante sur [1,+=[, on a, pour n=1 :

I'(n+1/2) _T'(n) _1 1 ..
——n,—)-> =0 Or ZH diverge. 0

*Autre solution. D'aprés (1), F est le produit de deux applications de R

-1/4

dans €. L'une x v Jr(1+x2) » admet un développement en série entiére de
rayon de convergence |. L'autre s'écrit exp .Y, oli ¥(x) =-§—Arc tg x.

D'une part, exp admet un développement en série enti&re de rayon de con-
vergence infini ; d'autre part, ¥ admet un développement en série entidre de
rayon de convergence 1, et vérifie ¥(0) = 0. Dans ces conditions, on mon-
tre que exp oY admet un développement en série entidre de rayon de convergence

R>1 (cf. par exemple le IV-3.1.2 de notre cours).

e Les trois exercices qui suivent sont relatifs d l'étude au voisinage
b
de +» d'intégrales de la forme 1(x) =f (f(t))xdt.
a

La méthode utilisée (dite méthode de Laplace) est générale, mais il nous
a semblé préférable d'en faire comprendre le principe par 1'étude détaillée
de deux exemples, suivie de trois autres exemples latssés au lecteur.

On considére comme acquis les résultats sutvants :

e La fonction gamma est définie sur R par :

+00
r(x) = f dt.

* VxER+ F(x+1) =xT(x).
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* YnEN I'(n+1) =n!

+w_ _ +m_2
*r(%)=[ t”zetdt=2f e ¥ du=vm.
[o] [e]

(la derniére égalité peut s'&tablir en utilisant une intégrale double ; elle

fait par ailleurs l'objet de 1'exercice 1.2.18).

o . , . . -t
1°) Soit £ 1 appllcatwnﬁ: — te de R _dans R.
*
Prouver la convergence de I(x) =f (f(t))xdt, xER+
o
2°) a) Montrer qu'a tout 8€ ]0,1{ on peut associer un A€ ]0,1[ tel que
1'on ait, au voisinage de += :

1+68
1(x>=f (£¢e))*de + (£())* 0 (&%) m
-8

b) Soit €€ 10,1[ fixé&. Montrer qu'il existe §€]0,1[ tel que, pour
tout t€ [1-6,1+8], on ait :

-1)2 ~1%2
- (tzl) (1+¢) <Log(f(t)) -Log(f(1)) < —(—tzl(l—e) (2)

¢) Pour k>0 et §>0 fixés, montrer :

§
f exp (- kxu2)du ~ Jm au voisinage de +w. (3)
o 2V kx
d) Montrer I(x)~e-x -zx—" au voisinage de +», (4)
3°) Montrer : T(x+1)~x" e ~V2ux au voisinage de +=, (5)

1°) L'application f : t s+ te © de R, dans R est c” et positive.

De £'(t) =e—t(1—t) on déduit le tableau de variations :

t 0 1 +o0
£e)] o —2"1 ~—_0

* -
— Etant donné xER+, 1'application t +— (te t)x est donc localement

intégrable sur R . En outre elle vérifie :
-t.x 2 e
(te ) =o0(1/t?) au voisinage de +«,
ce qui assure la convergence de I(x).

2°) a) On constate (ce qui est important dans les exercices de ce type)

que f admet un maximum strict au point t=1 et que §€ ]0,1[ &tant fixé&, on a,
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en notant M(§) = sup [f(t)l :
t€R+\[l—5,l+6]
M(8) =max (£(1-8),£(1+8)) <£(1).

— Prenons X tel que I(xo) converge, par exemple x°= 1. Pour tout x>1

nous disposons des majorations :

veer )\ [1-6,1+61  (£(0))* < (M())* L£(e)
1-8 +oo -1
et :f (f(t))xdt+/ (£(t))¥de< (M(8))* ' .1(1), et
¢} 144

1+68
0< I(x)—[ (f(t))xdt<(f(|))x _I(_‘)(M((s))x.
1

-8 M(8) \£(1)
En adoptant A =?$—f; , on obtient (1). ]
e L'existence d'un maximum strict de f au point t =1 permet donc de
148
"ramener" 1'étude de I(x) i celle de [ (f(t)]xdt, qui va @tre conduite par
1-6

encadrement au voisinage de t=1.
*
b) On dispose de l'application g : t v Log f£(t) de R, dans R ; on
calcule g' (1) =0 et g"(1) = - 1. D'oi le développement limité :
—1)2
Log £(t) =Log £(1) ~{51" (1+u(0)) ; Lim w(t) =0.
t+l

On en déduit (2) en associant 4 €€ ]0,1[ un 6§€10,1[ vérifiant :
veE [1-6,146] |u(t)]| <e.

c) Soit x>0 fixé. Par le changement de variable Vkxu=Vv :

8 ké2x -1/2 -v
exp (- kx u?)du = f v e dv-
(+] 2WVkxJo

(3) s'en déduit en faisant tendre x vers +», et en utilisant 1"(%) =Ju.

8
Remarque. Toute intégrale du type exp (-kx u“), a>0, s'étudie de la
o

méme fagon (en utilisant la fonction T).

d) Soient ¢e€]0,1[ fixé, 6€ ]0,1[ associé a4 ¢ et AE]0,1[ associé

i3 6 comme il a été dit en b) et a). Pour tout x>1 on a ainsi :
J(x) <I(x) <K(x)

R [ [1*¢ (t-1)2 I(1) ,x

ol @ J(x)=(f(l)) [ s exp (—(He)xT)dt-mA J

148 2
et : K(x) = {£Q1) x[f exp (—(l—s)x —(—t_—ll ).dr+ -I—(—l)— Ax] .
( ) 1-6 2 M(§)
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En utilisant (3) sous la forme :

1+8
[ exp(— kx(t:—l)z)dt~ E‘t_r_ .

-5 X
. J
on constate : lim i’% = /1—2}-
praves (f(])) €
et 1lim M_(l‘l; = —12—_“5: .
praery (f(l))
— Soit a€]0,1[ fixé. On dispose de ¢€]0,1[ tel que :

/27 /2%
Vit -o< TE< §<\/2n+a

et donc de X€ ]1,+o[ tel que, pour tout x=X :

\/ﬂ—a<\/£"](x) <\/§K(x) < VIr+a
() (m)*

ce qui entraine :

V- < 1) o ooy
(em)*
1

Compte tenu de £(1) =e , (4) en résulte.

“+co
3°) Pour x>0, I'(x+l) =[ e tdc fournit :
o

Ir'(x+1) = xx'H

I(x).
*
(5) se déduit ainsi de (4). En particulier pour x=n€N

al~nte 0 VZmn au voisinage de +» (Stirling).

2,2.17 ] Trouver un équivalent, au voisinage de +», 3 :

1
- _y2.tn
In-];(lte)dt.

1°) L'application f : t v 1-t2e® de [0,1] dans R est C . De

fl(t) = - t(2+t)et on déduit le tableau de variations :
t 0 1
()| 1T ~1-e

On constate qu'il existe un unique a€ ]0,1[ tel que f(a) =0. Comme visi-

blement sup |f(t)| =e-1, on va désormais s'intéresser i (-l)nIn=

0,1]

(t2et-1)"de.
[o}
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e Soit €€ ]0,1[ fixé. Comme dans l'exercice précédent on dispose de
§€]o,1-al tel que, pour tout t€[1-5,1] on ait (grdce i un développement

limite de t '~ Log|f(t)| au voisinage de t=1) :
3e 3e
- (1-t) [—e—_—l—+ c) <Log|f(t)| -Log(e-1) <- (I—t)(ﬁ—e).
On dispose par ailleurs de la majoration :

VneN Ve€[0,1-8] |£(¢r)|P< (e-1)"A"

ol : A=b2(_61) , avec M(8) = sup |f(t)l
t€[0,1-6]
*
D'oli, pour tout n€N , l'encadrement : < (-1 nIn<K“,

J )

: n

d Jn= (e—l)n[-/;_ﬁexp (-(Ez_e—l-i» e)n(l—t) dt—An]
1

et @ K“= (e—l)n[J;_dexp (—(e—3__e—l—e)n(l—t))dt+An]

8

Q
=}

On voit intervenirf
| o :
—- au voisinage de +w,

kén
exp( — knu)du =T<l;f e Vdv, qui est équivalent a
o

nJ(n) =( 3e + e)-‘

On constate : lim o

et (e—l)n

et : lim LRM) e _ 31
n e—-1
n>+o (e—1)

D'ol, en raisonnant comme dans 1l'exercice précédent

a (e—l)n+l

InN(_l) 3en

2.2.18 | Etablir les équivalences, au voisinage de +=,

w/2
et : [ e* cos tdt~\/—i—ex
o 2x

n
3.2.19] 1°) Etablir : lim ;',—f e ttndt=% )
Yo

n+ee

. k 1
2°) En déduire : lim e (; -E'— =3
n-rte K= b
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Laissé au lecteur qui traitera 1°) en &crivant :

n n+l 1
! e telar =2 f (te 5" de,
o]

n! n!
0

en montrant, par la méthode de Laplace :

1
(te t)ndt"‘% e " /_2;11 au voisinage de +w,
o
et en concluant en utilisant la formule de Stirling.



FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Les exercices concernant les formes différentielles et l'analyse vecto-

rielle sont proposés dans un autre tome de l'ouvrage.

3.1. CONTINUITE. DIFFERENTIABILITE

Soit E un e.v.n., I un intervalle ouvert de R, et £ : 1 — E

une application dérivable.

1°) Soit a€I. Existe-t-il lim £G-£(y)
(x,y)>(a,a),xty 7

On examinera, en particulier, le cas ol f' est continue en a.

2°) On suppose maintenant que f est continliment dérivable sur I, et on

étudie F: IxI — E définie par :

F(x,y) =f(x))‘:}f,( ) si x#y 3 F(x,x) =£'(x).
a) Montrer que F est continue.
b) Soit a€1I tel que £f"(a) existe. Montrer que F est différentiable

en (a,a).

1°) a) Notons que s'il existe une limite £, alors on a :

f(x)-f(a)
x-a ’

2= 1lim
x-+a,%X7a

i.e. 2=£"(a).

Ceci dit, il n'existe pas nécessairement une limite, ainsi que le montre le

contre exemple suivant :
E=1=R, f£(0)=0 ; £(t) =t2sin(1/t) pour t#0.

On constate que f est dérivable, avec en particulier, £'(0) =0. En no-
*
tant X = 1/(n/242n7) et Y= 1/2n%, avec n€EN , on constate 1'existence de :
lim f(xn)—f(yn)qkf'(o)
Nt X -y *
n’n
On remarquera que, ici, f' n'est pas continue au point O.
b) Limitons-nous maintenant au cas ol f' est continue au point a.

. * R : *
— Soit e€R+. Nous pouvons lui associer a€R+ tel que :
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€' (£)-£'(a) ll € € pour tout t€ I“, ol Iu =10 Ja-a,atal (1)

Pour tout couple (x,y) d'éléments distincts de I“, 1'inégalité des

accroissements finis appliquée 3 t — f(t) —tf'(a) entre x et y conduit &

l-—————f("i:f,(y) -£'(a) " <e. @)

On en déduit : lim £CIZEG) _ gy,
(x,y)>(a,a) ety ¥

2°) T admet des dérivées partielles du premier ordre continues, et est

donc continfiment différentiable sur 1'ouvert (IxI)\A de R2, od :
s ={(x,x) | x€R].

a) Reste & prouver la continuité de F en un point (a,a), a€I.
Soit eER:. Comme au 1°) b), associons lui aER: vérifiant (1).
Pour tout couple (x,y) d'éléments distincts de Ia’ nous avons (2), qui
s'éerit ici ¢ [F(x,y)~F(a,a)ll < ¢. : (3)
Pour tout x€ Iu, nous avons [ f'(x)-f'(a)ll < ¢ ; (3) vaut pour (x,x).0
b) Limitons—nous ici au cas ol f*(a) existe :

* *
Soit eER+. Nous pouvons lui associer BGR+ tel que
NE* (£)-£" (a)~(t-a)E"(a) || < e|t-a| %)

pour tout tEIB, oli IB=In]a—B,a+B[

On en déduit, pour tout couple (a+h,a+k) d'éléments distincts de I, :
a+k atk :
"f (£' (©)-£" (@)-(t-a)£" (a)) dt | <5f |t-a|dt
a+h a+h

D'od, aprés division par |k-h|, et compte tenu de f£'(a) =F(a,a) :
k
|u|du

h

lIF(a+h,a+k)—F(a,a)—%(h+k)f"(a)ll<e m—y
k-h

et, en majorant |u| par max (|h|,|k|) dans 1'intégrale :
I F(a+h,atk)-F(a,a) ——‘l,z(h-fk)f"(a) I<e max(lhl . |kI).

Cette derniére inégalité est également vérifiée pour tout (a+h,ath) €12,

ainsi que 1'on le constate en utilisant (4). D'oll 1l'existence de :

dF(a,a) : (h,k) 1= %(h+k)f"(a). o

Soient E un espace de Banach, U un ouvert convexe de R" conte-

nant 0, et £ : U — E une application c”. on suppose en outre qu'il existe un
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entier p tel que :

k .
= s = € wsp-11}.
f(0) 0E ; d £(0) oﬂk(Rz,E) pour k€ {1, ..,p-1} (n
Vérifier qu'il existe des applications Cm, u, :U — E, telles que
¢y @y
VxEU f(x)= u (x)x, " .x
a 1 n

faf=p

- . n
oil x=(xl,...,xn), a=(a1,... ,an)EN . lal oy + ot a -

e Dans le cas oll n=1, la proposition a fait 1l'objet du 3.2.21 de
notre tome I d'exercices d'analyse.

e Pour tout x€U, la formule de Taylor-Lagrange & l'ordre p-1, avec

reste intégral, appliquée & fsur le segment [0,x] donne, compte tenu de (1) :

1. P~
f(x)=f£—;_—f;—!—dpf(tx).xpdt
o

P
L dPE( P = ; o O P
avec : df(tx) .x . ru X)X W, o (ex) ,
ol|=p X, ... an

D'oll (2), avec

r 1 P
=& _ Pl 3 f !
u (%) (p—l)![ (1-t) B ag (X, s tx )dE.
0 axy axn

ce qui montre que u, est c”.
Exemple : $i f :R2 — R est de classe Cm, avec :
£(0,0) =£1(0,0) =£7(0,0) =0,
alors on peut écrire :

V(x,y) ERZ  £(x,y) =x%u(x,y) +2xy v(x,y) + yZu(z,y)

L]
oli u,v,w sont de classe C sur R2,

Remarque. En complément de l'exercice précédent, le lecteur pourra
montrer de fagon analogue que si f :R — R est C*, alors F :R2 — R, dé-
finie par :

Poxy) - £00EQ)

est également de classe c”.

pour x¥y ; F(x,x) =f'(x)

Soit f 1'application de R? dans R définie par :
2_,2
£(0,0) =0 ;5 £0x,y) =KL gi (x,5) % (0,0

Xty
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1°) Montrer que f est continfiment différentiable sur R2,

2°) f est-elle deux fois différentiable sur R2 ?

La fonction f est visiblement de classe C  sur 1'ouvert R2\ {(0,0)}

de B2, Seul le point (0,0) pose problé&me.
1°) On constate que les dérivées premiéres f)" et f;’ sont définies sur
R2 par :

f)'((o,o) =0, f;(o,o) =0, et pour (x,y)# (0,0) :

' _3x%y-y3 _2x%y(x2-y2) . _, _x3-3xy2  2xy? (x2-y?)
£ (x,y) ——xz%’;—‘j;;;;?{*r H fy(x-y) s s ML A

x%+y x4+y

En notant r = VxZ+yZ, on constate que, pour tout (x,y)€R? :

|£(x,y) | <22 ; |f;(x,y)|<6r ; If;(x,y)|<6r.
D'ol la continuité de f, f;‘ et f; sur R2, Elle entraine que f est continfi-
ment différentiable sur R2.

2°) En utilisant ; f;((o,y) = -y, et f;(x,o) =x, on constate 1l'exis-

tence de :

" = = ” =

fyx(0,0) 1, et fxy(o,O) 1.

Grdce au théordme de Schwarz, on en d&duit que f n'est pas deux fois diffé-

rentiable en (0,0).

L'entier n=>1 étant donné&, on note E 1'ensemble des (n,n)-
matrices réelles, muni de son unique structure topologique d'e.v.n. Montrer
que l'application A :Mi1~+ detM de E dans R est différentiable ; déterminer

sa différentielle.

Ecrivons MEE et sa comatrice, com MEE, sous les formes :

M= ] s com M=[B..]

e, .],. . .1,
ij7(1,)en2 ij7(1,5)eN2
2
Un isomorphisme d'e.v.n. permet d'identifier E 4 R" et de considérer
A comme une fonction polyndmiale, et donc différentiable, des n? variables
réelles a...
1]

— Soit (i,j)El;‘;. En développant suivant la i-iéme ligne, on a :

det M= 28“‘ aik
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et, comme, pour tout k€ {l, ..,n}, Bik ne dépendent pas de aij :

— La différentielle de A en MEE donne s'écrit donc :
dam) : [h ]H Z BLJ ij le(z ji 1_])
ol [Y ] désigne la transposee de com M.
On adonc : dA(M) :H — tr( (com M)H), oli tr A désigne la trace de

la matrice A.

Déterminer les applications différentiables de R? dans R véri-

fiant :

Y(x,y) ERZ x %E(x.y) +y —g—f,-(x.y) = (X"w‘y“)i (E)

e Soit g :R2 — B définie par g(x,y) = (x“+y“)} ; sa restriction i
B2\ {(0,0)} est manifestement de classe C! (existence et continuité de déri-
vées partielles).

En munissant R? de la norme (x,y) > max(|x|,|y|), on constate :
V(x,y) ER?  0<g(x,y) <V2 ll (x,y) 2.

On en dé&duit que g est différentiable sur B2 (le lecteur vérifiera i titre
d'exercice qu'elle est méme de classe C! sur R2),

Par ailleurs g est 2-homogéne. On dé&duit alors de 1'identité d'Euler
que g/2 est solution de (E).

e A toute application f :R2 — R, associons F=f-g/2 ; f est solution

différentiable de (E) si et seulement si F est différentiable et vérifie :

oF oF
V(x,y) B2 x = (x,y) +y 2y (*s¥) =0 (E1)
i.e. (toujours d'aprés l'identité d'Euler) si F est différentiable et
vérifie :
*
V(x,y) ER? VEER_  F(tx,ty) =F(x,y) ¢))

ce qui exige que F (qui est alors continue) vérifie :

V(x,y) €ER? F(x,y)= 1lim F(tx,ty) =r(0,0)
t»>0, 0
et soit donc constante.

e Toute application constante &tant différentiable et vérifiant (1),

les solutions différentiables de (E) sont les : (x,y) s~ %(x"+y'*)£+)‘, AER.
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* *
Soient n€EN , pEN , et f :R" — R une application p-positi-

vement homogéne et p fois différentiable en O. Montrer que f est une fonction

polyndme.

On peut appliquer la formule de Taylor-Young au voisinage de O : il

existe une application continue ¢ :R" — R vérifiant €(0) =0 et :

vxER" f(x)—ﬁ‘bl’k(x) =lx1Pe(x) m

ol Po(x) =f(0), et oli, pour kE {1, ..,p} :

R IPN L ) .
Pk(x) = T [in T(O)J , (puissance symbolique).

Notons que P, est un polynSme k-homogéne,

k
*
— Soit xE€R™ fixé. En remplagant x par tx, t€R_, dans (1), et en divi-

sant par tP on obtient :

* 2 k-
VEER, £(x)- ) t pPk(x)=llelpe(tx).

. k=

D'od : lim (f(x)-lgckppk(x))w,
t-0, 20 =

ce qui exige :

Po(x) = .. =Pp_l(x) =0, et f(x) =Pp(x). .|

Remarque. La démonstration vaut pour des fonctions 3 valeurs vecto-
rielles.

Déterminer les applications positivement homogénes, de classe
* s s tgs
€2, de R+2 dans R, qui vérifient :

2 9%f 32f
w2V *5zty) = -

*
V(x,y)€R+ "

e La fonction nulle n'est pas solution. Soient £ une solution et k son

2 2
degré d'homogénéité;-g;g et g—yg-sont (k-2)-homogénes, et donc k-2= -2, i.e.

k =0, ce qui permet d'écrire, en notant £(1,t) =g(t) :
£(x,y) =g(y/x)

*
avec g :R_—r R de classe C2,
On obtient :
32f a2f _

-2y Y y? ne¥y o, 1 neY
—a;z(x,y)—;;g(x) piv - Co I %% 8 (x)
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g est donc solution de 1'équation différentielle
(1+t2)y" +2ty' +t =0 (E)

*

e Inversement toute solution de (E) sur R+ conduit i une solution du
probléme.

e (E) est une équation différentielle lin€aire qui s'intégre sans dif-

ficulté, on obtient ainsi les solutions :

fk’u : (x,y) s+ X Arc tg(y/x) ~y/(2x) +u, (X,u) ER2,

Soit f :R — R ; de classe C!, vérifiant :
VtER |£'(t)| <k, avec k€ ]0,1[.

On définit F : R2 — R? par :
V(x,y) ER?  F(x,y) = (x - £(y),y-£(x))}.

Montrer que F est un Cl-difféomorphisme de R? sur R2.
[Indication : pour montrer que F est surjective, on pourra montrer que si

BcR? est bornée, alors F—I(B) est bornée, puis que F(R2) est fermél

o Notons d'abord que f est k-contractante.

e f étant C!, F, munie de dérivées partielles continues, est cl.

Soient (x,y) et (x',y') deux &léments de R? vérifiant F(x,y) =F(x',y").
Il vient : (x-x'=£(y)-£(y"))A(y-y' = £(x)-£(x")).
On en déduit : (|x-x'|<k|y-y'Da(|ly-y'|<k|x-x'])
d'oii : (Jx-x'| <k2|x=x'])a(]y-y' | <k2{y-y' ]
et donc, d'aprés k2<1 : (x,y) =(x',y").

F est ainsi injective.

e Le jacobien de F en (x,y) est : det JF(x,y) =1-£'(x)f'(y) >0.

Il en résulte, d'aprés le cours (cf. théoréme d'inversion locale), que
F(R2) est un ouvert et que F induit un difféomorphisme de BZsur F(R?).

e Il reste 3 montrer F(R2) =R2, I1 suffit donc de montrer que F(Rz)
est fermé ; en effet on a : F(R2) #¢ et R2 connexe.

— Soient (u,v) EF(R2) vérifiant Iul <M et |v| <M, et (x,y) =F_l(u,v).
On a : u=x-f(y), v=y-f(x), et donc : |x|<M+ |£(y)] et |y| <M+ |£(x)].
Par ailleurs : |£(x)|<|£¢0)| +k|x]|, et |£E(3)|<|£€O)]| +k]|y]|.

On en d&duit aisément (compte tenu de k2<1)
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) <HES G+ 1£00) [) 5 |yl STzl + £ ()

I1 en résulte que, si BcR2 est bornde, alors F~1(B) est bornée.

— Soit (un,vn)ﬂ une suite convergente d'éléments de F(R2), de
limite (u,v) E_l]l2 Ecrivons, pour tout n€EN : (un,vn) = (xn-f(yn),yn—f(xn)),
ol (xn,yn) =F (un,vn).

Etant convergente, la suite (un’vn)rﬂ est bornée ; il en est donc de
méme de la suite (xn’yn)neﬂ’ qui admet alors une valeur d'adhérence (x,y).
Par continuité de F, on en d&duit (u,v) =F(x,y), et donc (u,v) EF(R2).

F(R?2) est fermé. [u]

Autre preuve de la surjectivité de F. (a,b) €ER? &tant donné&, on cons-

tate que F(x,y) = (a,b) s'écrit G(x,y) = (x,y) avec :
G:R2 — R (x,y)-—-»(a+f(y),b+f(x)).

Munissons R? de la norme H(x,y)l=max(|x|,|y|). Pour tous (x,y) €ER? et

et (x',y') ER?, lIG(x,y)G(x",y') Il s'éerit :
max ([ £(y)-£ (") |, |[EG)-£x")|) <kl (x,y)-(x",y) I

G est ainsi k~contractante ; le théoréme du point fixe s'applique : il existe
P ppriiq

. 2 . _
un unique (xo,yo)ER tel que G(xo,yo) (xo,yo). [m]

Soit E un R-e.v.n. La norme est notée ||« || ou ®.

1°) Montrer que ® n'est pas différentiable au point OE.

2°) Ici E est préhilbertien réel de produit scalaire <,> ; @ est la

norme euclidienne, Montrer que la restriction de ® a E\ {0} est Cl.
3°) Ici E est R? ; ®©(x) =sup(|x|,|y|) ; ® est-elle différentiable ?

o . . -
4°) Ici E est le R-e.v. des suites réelles (an)ﬂ telles que Z]an|

converge et ®(x) = f ]anl ; @ est-elle différentiable ?
n=Q

1°) Fixons e€E, unitaire. Considérons l'application f : t +> ®(te) = |t|

de R dans R. S'il existait d®(0), il existerait f£'(0) =d®(0).e. m]

2°) V(x ,h) EE <D2(x0+h) -¢2(x°) =2<x_,h>+ ®2(h).
Pour X fixé, hv—s 2<x°,h>appartient a E’r et est continue 3 cause

de l<x°,h>| < tD(xo).(D(h) ; on en déduit que @2 admet cette application
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*
pour différentielle en LI ® est donc différentiable, et d®?EL(E,E ) est
x »—+ 2<x,+>. On constate que d®® est continue ; ®2 est Cl, Comme u +— Ju

. . * * o e -
est une application C! de R, dans R, , la restriction de @ a E\ {0} est cl,

3°) D; et D, désignant les droites y=x et y= -x, U=R2\ (D; UD,)
admet une partition en quatre ouverts dont 1l'un est Uy = {(x,y) |x>0
et ~x<y<x}. La restriction de ® 3 U; s'écrit (x,y) > x, elle est c” H
® est différentiable en tout x€U. On a vu que ® n'est pas différentiable
en (0,0). Montrons que ® n'est pas différentiable en un point de
(D; UD)\{(0,0)}, par exemple (a,a), a>0.

Ceci résulte de ce que %?(a,a) n'existe pas i cause de :

lim 2&,2)0(,3) _ | (x,a)0(a,a) _

— : lim o~
x-a x-a

x-+a,x>a

X-+a,x>a
4°) On va montrer par l'absurde que ® n'est différentiable en aucun
point de E. On suppose qu'il existe AEE en lequel ® est différentiable.
On a :

VHEE Q@(A+H) - @(A) =d®(A) .H+ IlHll e (H) (1)
avec lim ¢ (H) =0. Deux cas sont possibles :
H~»0

a) anoEl, Vn>n°, an=0. Soit (Hp)p>no' La suite définie par

= G = 1 = n %
Hp (hp,n)ﬂ, ol hp,n 0 si n<p, hp,n 1/27 si nzp.

ona:H €E, IH Il =) 1/2">0, O(AH ) -0(4) = IH_Il.
P P& P P
On écrit (1) pour H=Hp, p>n°, puis pour H= -Hp. On ajoute et on

divise par IIHp . D'od : s(Hp) +s(—Hp) =2, Contradiction puisque Hp tend
vers 0 lorsque p tend vers +o,

BR) VnOEN, 3n>n°, aniko. On procéde comme en u) avec ici

(Hp)p?o et hp,n=o si n<p, +l:?’n=

: H €E H = a |>0, ®QA+H ) -OA) = IH_1l.
ona:HEE, IHI nZ},'n'° (A+ ) ~0(8) = IH,

a_ si n2p.

En outre : ¢(A-2Hp) -®(A) =0. On-écrit (1) pour H=Hp puis pour H= -2Hp.

Dans les deux cas, on divise par [[H_ll. D'ol, en utilisant encore lim H_=0

IR P 4o .0 pre
lim TET =1, et 1lim _TH—IIB = 0. Contradiction. ]
p-H-m P p-)+w P
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3.2. PROBLEMES D'EXTREMUMS

3.2.1 Existence et calcul du maximum absolu de 1'application :

£ @)D R (y)

Xy
(x+1) (y+1) (x+y)

*
1°) L'application f est Cm, a4 valeurs dans R . De :

3(Log o £) ._y-x2 _ 3(log.f) o x=y%
==—=22="(x,y) “XGa D Gary) b 3y (x,y) yOy+1) (x+y)

. . *
on déduit que le seul point de 1l'ouvert (9..'_)2 en lequel f est susceptible de
présenter un extrémum relatif est (1,1) ; on a £(1,1) =1/8.

Par ailleurs on constate :
* 2 .
vV(x,y)E®R) 0 <f(x,y) <min{x,y,1/(x+y)) ()

On en déduit que f admet O pour borne inférieure (non atteinte).

2°) En posant f(x,y) =(—xm%m)pour (x,y) GR%\{0,0] et £(0,0),

on obtient une application f :Ry — R qui prolonge f, et est continue (d'a—

*
prés (1)). Pour tout a€k+, on a, d'aprés (1) :

V(x,y) €ER?  (max(x,y) >1/a) = (£(x,y) <a) (2)

ce qui entraine : lim T(x,y) =0.
max(x,y)-+e
— Fixons a€ ]0,1/8[, par exemple a=1/10. Soit P =[0,10] x [0,10].

D'aprés (2), la restriction de f & (R:)Z\P est i valeurs dans [0,1/10[.
D'autre part la restriction de f, qui est continue, au compact P admet une
borne supérieure atteinte y ; ona (1,1)EP et donc p>1/8 ; on en déduit
que tout mEP tel que f(m) =y appartient 2 (Ri':_)2 ; dtaprés 1°), un tel point
est donc nécessairement (1,1).

En conclusion, l'application f admet 1/8 pour maximum absolu, et ce

maximum est atteint en le seul point (1,1).

Soient E un e.v.n., U est un ouvert convexe de E, et

f :U -~ E une application convexe. On suppose qu'il existe un point a€U
en lequel f admet une différentielle nulle. Montrer que f admet un minimum

absolu en a.
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Soit x un point quelconque de U\{al . En utilisant le fait que U est
est convexe et ouvert, nous constatons qu'il existe un intervalle ouvert
de R, I=1]a,B[, tel que a<0<1<B, et une application g :I — E, 3 image
dans U, telle que :

g(t) =a+t(x-a).

Composée d'une application convexe et d'une application affine,
w=f o g est une application convexe de I dans R.
Comme g est dérivable en 0, et f différentiable en a=g(0), ® est

dérivable en O et :
@' (0) =df (g(0)) +g' (0) =0.
De la convexité de @ sur l'intervalle ouvert I, on déduit :

w(lz:g(()))(p'(o)’ i.e. f£(x)=£f(a). 0

Rechercher les extr@mums de l'application :

o
f:R? >R (x,y,2) o—+f e F(t3+xt24yt+2) 2dt,
[s]

. -
P - -t
a) Pour tout n€N, 1'intégrale impropre In= ’ e “t"de converge ;
o

en effet @ : t »=>r e_t t" est continue sur R+, et ©(t) =o(1/t2) au voisinage
de +=,
Un calcul par récurrence fournit In=n!

D'oii 1'existence de f(x,y,z) pour tout (x,y,z) €Rr3,

b) 1° méthode. Par développement, f(x,y,z) s'écrit :
24x2 + 2y2 + 22 + 12xy + 4xz + 2yz + 240x + 48y + 12z + 720,

Gl ~ ~
f est C, et un extrémum ne peut &tre obtenu qu'en un (x,y,2z) tel que :

3 £1(x,5,2) =0, i.e. 24x+6y+2z= -120 ;
n —;- f;’(x,y,z) =0, i.e., 6x+2y+ z= - 24 ;
';'f'z(x,y,z) =0, i.e., 2x+ y+ z=- 6 .

On constate que l'unique solution de (1) est (x,y,z) =(-9,18,-6). Posons :
g(h,k,8) = £(-9+h, 18+k,~-6+2) - £(-9,18,-6).

Soit directement, soit par la formule de Taylor pour le polyndme f, on a :
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g(h,k,2) =24h2 + 2k2 + 22 + 12hk + 4h4 + 2k2
= (R+k+2h)2 + (k+4h)2 + 4h?

ce qui montre que la forme quadratique g est définie positive, et que f
présente un minimum absolu en (-9,18,-6), de valeur 36.

La considération de g(h,0,0) =24h2, montre que f n'est pas majorée.

Remarque. Le calcul précédent équivaut i la réduction de la quadrati-
que de R® d'équation f(x,y,z) =0, la résolution de (1) montrant qu'elle
admet le point (-9,18,-6) pour centre unique.

2° méthode. On vérifie que, sur 1l'espace vectoriel R[X], on dispose
yoo
du produit scalaire <P,Q>=f e t:P(t)Q(t:)dt, et que (R[X], <,>) est un
o
espace préhilbertien réel.

Pour (x,y,z)ER3 fixé, f(x,y,z) est le carré de la distance du poly-
néme X3 au polyndme -xX2-yX-z. Lorsque (x,y,z) décrit R3, ce dernier dé-
crit le sous-espace R,[X] de R[X] engendré par (X2,X,1). On peut donc af-
firmer que f admet un minimum absolu, atteint en 1l'unique polyndme :

- xoxz-yox-zo qui est la projection orthogonale de X3 sur Ry[X]. On d&-

termine cette projection en écrivant que X3 - ( -xoxz-yox-zo) est orthogonal

3 X%, aXetial, cequi s'derit :
<X3+x X2+y X+z ,X2> =0
o o o
<X3+on2+po+zo,X> =0(1i.e. (xo,yo,zo) est solution de (1).
<X3+x X+y X+Z ,1> =0
o o o

Il est ici inutile d'étudier f au voisinage du point (-9,18,-6).

Dans B2 euclidien, on considére un triangle abc isocéle
(ab il = hacl).

Montrer que l'application £ :m — Ibmli+Ncmll - v3llamll de R2 dans R

admet un minimum absolu, atteint en des points que l'on précisera.

On utilise un repére orthonormal dans lequel a = (0,-a) avec a>0,
b=(8,0) et ¢ =(-B,0) avec R>0.

a) L'application f est continue, Par 1'inégalité triangulaire :

lbmll > Nlamll = Habll ; Nemll > lamll - Hacll .
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D'od : £(m) > (2-/3) hamll - 20 &bl
On en déduit que f n'est pas majorée, et qu'en outre si m n'appartient

>
pas & la boule fermée B de centre a, de rayon 4"2—53—%! , alors :

f(m)>2labll =£(a).

La restriction de f au compact B admet une borne inférieure p, atteinte
en au moins un point de B ; a€B entraine u<f(a) ; il en résulte que f
admet p pour minimum absolu sur R2. Comme f(x,-y)>f(x,y) pour y>0, on cons-

tate que f(x,y) =u exige y=0.

b) m étant su:cessivement a,b,c, on compose m r— Ilmo;ﬁllz, fpplication
c” de R\{mo} dans R_, avec u:—> Vu, application c® de R: dans R_ ; on en
déduit que la restriction de f i B2\ {a,b,c} est c” ; on constate que
grad f(m) = v+w-~-uw3, ofi, u,v,w sont les vecteurs unitaires des axes respec—-
tivement dirigés par afn), b;, cm.

D'aprés le cours, £(m) =u exige soit m€ {a,b,c}, et méme m€ {b,c} &
cause de -a<0, soit grad f(m) =0, i.e. v+w=u/3, ce qui s'écrit (en orien-

tant R2 de facon que le repére utilisé soit direct) :
(mé,m3) = (ma,mb) =en/6 (mod 21), c€{-1,1} "

Avec e= -1, (1) exigerait que (mg,mg) = -7/3, i.e., que m appartienne
34 un arc capable contenu dans le demi-plan y <0, ce qui est 3@ éliminer puis-
que f(x,y) =u exige y=0. Dans (1), on se limite donc & e = +l.

(1) est ainsi vérifié par le point d = (0,RV3), situé dans le demi-plan
y>0 et tel que becd soit équilatéral, et (1) s'écrit m€C; NCy, oii C) et Cy
sont les arcs capables d'extr2mit&s (exlues) ¢ et a d'une part, a et b d'au-
tre part, ces arcs contenant 1'un et l'autre le point d.

Si B#av3, C; et C, appartiennent 3 deux cercles distincts qui n'ont en
commun que a et d, et C; NCy ={d}.

Si B=av3, C; NCy est l'intersection T du cercle Q circonscrit au tri-
angle bcd et du demi-plan y>0.

On a : £(b) =28 ~V3VaZ+B2 ; £(d) =B -aV3.
et on vérifie : sgn(£(b)-£(d)) =sgn(aV3-8).

ler Cas : B<aV3, ou b€c<2n/3. Ici f(b)>£(d) ; u est atteint au
seul point d et vaut B -oaV3.

2éme Cas : B>aV3, ou b%ac >27n/3. Ici £(b) <£f(d) ; u est atteint aux
seuls points b et c et vaut 2B - V3 VaZ+g2,

3éme Cas : B =a\/_§, ou b/a\c =21/3, on a a€Q (cercle circonscrit & bed).



158

Ici £(b) =£f(d) =0. A tout point m de l'arc T de Q (faire une figure) on
associe n{p’, colindaire 3 cm et de méme sens, tel que IIm_EII =lmd I , de telle

sorte que f(m) = || cgll - V3 llamll . On constate :
(pgspg) = (mz’mg) =‘"/6 H (Cg,c-ﬂ)l) = (a]_;,a:_;)

et on en déduit que les triangles cbp et abm sont semblables. D'oii :

-+ >
IICEII - "bi" - 2—=\/§, et £(m) =0.
lamll liball 2a

Ici u est atteint en tous les points de l'arc T et en ses extrémités b et c ;

en outre pu =0,

Remarque. Le lecteur connaissant le théoréme de Ptolémée pourra 1l'uti-
liser pour montrer que f(m) =0 pour tout m€T,

Expliciter en fonction de a et b les extremums de la restric-
tion de

£ (x,y,2) > x3+y3423 a7 = {(x,y,z)€R3 | (x+y+z =a) A (x2+4y2+422) =b2}

Dans R? euclidien, T est l'intersection de la sphére (O,Ibl) et d'un
plan dont la distance 3 O est |a| /V3. On a T'=¢ si a2>3b2, §i a2=3b2, T
est réduit au point (a/3,a/3,a/3) en lequel f prend la valeur a3/9. Reste i
étudier a2<3b2, auquel cas I' est un cercle.

Les fonctions g) : (x,y,2z) '+~ x+y+z-a, gy : (X,¥,2) +— x2+y2+422-b2 et f
sont C sur R2, La restriction au compact T de la fonction continue f admet
une borne supé&rieure y et une borne inférieure p' ; compte tenu de ce que
les formes linéaires dg;(m) et dgo(m) sont visiblement linéairement indépen-
dantes en tout mET, u et p' sont atteintesen des points de T qui vérifient

(cf. multiplicateurs de Lagrange) :
3(A1,22) €ERZ df(m) =1y dgy(m) + Xy dga(m), m= (x,y,2)

i.e. 3(A;,A3) €R2 grad f(m) =A, grad gj(m) + 1y grad g,(m)

1 2

x
i.e. |1 yv ¥y
1 =z

X

2| = 0, ou (y-x)(z-x)(z-y) =0

2

z (cf. déterminant de Vandermonde)

Cette condition est vérifiée par six points de T', i.e., i une permuta-
tion circulaire prés (qui n'altére pas x3+y3+z3) par les deux points

Ci=(xi’yi’zi)’ i€1{1,2}, déterminés par :

[xi=y.

;= (a-2)/2) A ((a=2)2/2 + 22 =12)
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L'un des deux correspond donc nécessairement & y et 1l'autre a p' ;

z] et z; sont les zéros de Q(X) =3%X2 - 2aX +a? - 2b2, et f(Ci) =% P(zi), ot
P(X) = (a-X)3 + 4%3 = 3%3 + 3a%? - 322X + a3,
Il est commode d'effectuer la division euclidienne de polyndmes :

P(X) = (X+5a/3)Q(X) +R(X)

oft R(X) =§((3b2—a2)x—a3+5ab2), et d'en déduire :
(3b2—a2)zi—33+5ab2 at y6b2-2a2
£(C;) = 3 I e A

En convenant de ‘désigner par C; celui des points Ci dont 1la cdte est

la plus grande, on a p=£(C;) et u' =£(Cy).

Remarque. Le calcul vaut pour a2 =3p2 ; alors £(Cy) =£(C5) =a3/9, ce
qui fournit une vérification.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES

e Le premier sous—chapitre est consacré exclusivement auxr équations
linéaires ; les équations qui se raménent aux équations linéaires — Riccati,
Lagrange, .. se trouvent dans le second sous-chapitre.

e En général la variable est notée t, et la fonction inconnue est
notée y, ou s'il y a lieu (x,y,z) ; tl peut cependant se trouver que la va-

riable soit notée x.

4.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

4.1.1 [ Quelle condition doit vérifier 1'endomorphisme u de c" pour
que toutes les solutions R — c” de 1'équation différentielle (H) y'=u-y

soient bornées ?

(H) est une &quation linaire et homogéne. Ses solutions sont c .

Le polyndme caractéristique x de u, qui est scindé sur €, et le poly-
ndme minimal p de u s'écrivent :
mj ry
x(x) = (x—)\i) 3 nx) = (x—).i) . 1<ri<mi.
i=1 i=1

Ty n P

- = @
Le noyau N:L de ( )‘i Idc“) est de dimension m, et C 121 Ni'

On note ug 1'endomorphisme de N

{ induit par u, et on pose ¢

vi=ui-)\i IdNi.

A tout vecteur a = ag, aiE Ni’ de c® correspond une unique solution
=
@, de (H) telle que wa(o) =a, et, lorsque a décrit c“, 0, décrit 1'ensemble

des solutions de H. On a :

VtER wa(t)=i‘1¢a (),
1= i

oll wa est 1'unique solution de y:'L=u A telle que wa (0)=a

1 tu tu 1 1 i
De 4 e . u e 1 on déduit :
at i® ’ € :

_d_/tui \ - { tui\ ~ {tui,a)
i)

A A B Ny
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est nilpotent d'indice

r
Ait ry
wai(t)=e P, (£), ou P (£)= 5 vya

i i j=o

et enfin, comme vy

— La condition imposée & u est : lpa est bornée sur R pour tout aec”.
Elle équivaut 3 : tpa est bornée sur R pour tous 1ENP et aie Ni’
_ i
(Np‘(la,P})- ri_l r -1
- S . * € .
Soit i “p Comme vy 0, 11 existe un a, Ni tel que A\ ay
soit un vecteur non nul de Ni ; la fonction q;a correspondante vérifie :
i
)\it ri—l

v (t)~e t b,, b,#¥0, au voisinage de += et de -,
a1 i i

ce qui entraine qu'elle n'est pas bornée si la partie réelle de )‘i est non
>
nulle ou si L 1. )‘1‘:

Inversement si }‘i est imaginaire pur et si r =1, alors t +— e est

i
bornée, et pour tout a,€EN Pa est une constante, ce qui entraine que wa

s
est bornée. ' ' 1 i
— En conclusion, toutes les solutions de (H) sont bornées sur R si,
et seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :
i) Les valeurs propres de u sont imaginaires pures (&ventuellement
nulles) ;

ii) Le polynSme minimal de u n'a que des zéros simples, i.e. u est

diagonalisable.
dy _dz =
4.1.2 it = dt + V3x=sint
dz dx

Résoudre (L) : -— -

ac d—t-+\f3y= sint

dx _ dy =
it dt-n‘»/'3z sint

e Commengons par deux remarques :
a) (L) admet pour solution t +—> % sin t(1,1,1), ce qui raméne sa

résolution 3 celle du syst&me homog&ne (H) qui lui est associé.

b) Pour toute solution (x,y,z) de (H) la fonction x+y+z est nulle.

x 0 1 - 1 1 1
e Notons : X = |yj,U=]|-1 0 1f ,3=1[1 1 1
z 1 -1 0 1 1 1

On a : U2 =3-31.
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L'équation (H) s'écrit : U %+J3X=0.
Une difficulté se présente du fait que la matrice U n'est pas inver-
sible. Mais,d'aprds la remarque b), toute solution de (H) vérifie JX=0, et

done J g—}:=0, et encore :

ax
(U+3) S0+ V3X=0.

U+J étant inversible, ce dernier systéme s'écrit :

dX

SH3 (u+D"1x=0 ()

Premiére méthode. (laissée au lecteur). On commence par résoudre (H;),

ce qui est un probléme classique. On cherche ensuite celles des solutions de

(Hy) qui sont solutions de (H).

Deuxiéme méthode. (H;) nous permet de constater que toute solution

R — R3 de (H), qui a priori est dérivable, est en fait de classe Cm, ce qui

entraine qu'elle vérifie chacune des &quations :

d2x ax d2x dx
Uggz*Y3 q¢c=0 u? T3 U gp=0;

2 2
u? %-3x=o s (J-31) %-3x=o

2 2
et enfin : g—t§+x=o (en effet J %:%{40) .

Les seules solutions possibles de (H) sont ainsi les fA = Asin +B cos,

B

’

oli A et B désignent des matrices colonnes constantes.
Inversement, pour A et B données, fAB est solution de (H) si, et seu-

lement si:
UA cos — UB sin + V3(A sin + B cos)
est une fonction nulle, ce qui s'écrit :
(BV3= - UA) A (AV3 =1UB)

et aussi : (BV3 = -UA) A(U?A+3A=0) (1)
La seconde condition (1) s'écrit JA=0 et signifie que la somme des
éléments de 1a matrice A est nulle. Les solutions de (H) sont donc les fA,B
telles que :
a B-y
A= [B], B= -7z |Y-ols avec a +B+y=0.
Y a-B
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Les solutions de (L) sont les (x,y,z) telles que a+B+y=0 et :

x=(a+1/V3)sin+ (y-B)/V3-cos

y= (B +1/V3)sin + (a-y)//3°cos

z=(y+1/V3)sin+ (B-a)/V3+cos
On peut les interpréter, dans un espace affine euclidien rapporté 3 un repére
orthonormal (O;_i),_j',i), comme les mouvements A accélération centrale :

> > >
tr— O+ (A+K) sint + KA A cost,

>
ol K désigne le vecteur unitaire (_1>.+3"+—l:)/»/'3 et od A est donné, tel que KX=o0.

Les trajectoires sont des ellipses de centre O.

4.1,3| Soit 1'équation différentielle :
y" +a(t)y'+b(t)y=0 (E)

oi a et b sont des applications continues d'un intervalle réel J dans R.
On suppose connu un couple (u,v) de solutions de (E) sur J tel que

w=uv' -u'v ne prenne pas la valeur O.

1°) Montrer que la résolution de (E) se raméne & celle des :

u v
y' u' v'| =k, k€R (L)
1] ul' v||

2°) En déduire l'expression générale des solutions de (E).

L'équation (E) est linéaire et homogéne ; a et b &tant continues ses

solutions constituent un sous-espace de dimension 3 de C3 (J,R).

1°) L'hypothése faite sur w permet d'écrire (Lk) sous la forme :

—uv"+u"v _, | u'v"-u"y' k
y + y= o
w W w

yII +
ce qui montre que les solutions des (Lk) sur J sont, comme celles de (E), de
elasse C3,

Or, en utilisant u'"'+au' +bu= 0 et v'" +av' +bv=0, on constate que,

pour toute application y:J — R de classe C3:

y u v
_d_dE yl u' vl = w(y [11} +ayI+by) .
yll ull "t

On en déduit que l'ensemble S des solutions de (E) n'est autre que la

réunion des ensembles des solutions des diverses (Lk)'
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2°) Pour k donné, compte tenu de 1l'hypothése faite sur w, (u,v) est

une base de 1l'espace vectoriel des solutions de :

qui est l'&quation homogne associée & 1'Equation lin&aire (L,). On peut donc

intégrer (Lk) par la méthode de variation des constantes. On pose
y=Au+nuv, avec A'u+pu'v=0,

En faisant, au premier membre de (Lk)

yl=xu|+uvl ; yll=xu“+uvll+xlu|+ulv|
on obtient : A'u'+u'v'=k/w,

-

qui, associé & : AM'u+p'v=0 fournit :

A= —kv/w? ; u'=ku/w2.

L'application £ ul a t€J associe :
PP ki,ko,k

t
Kju(t) + kov(t) + k[ - u(t)f (T dr +v(t)[ uE:)l

ol tOEJ est arbitrairement fixé, engendre 1 ensemble des solutions de (L, ),

k fixé, lorsque (k;,kp) décrit R? ; elle engendre S lorsque (kj,ks,k) décrit R3.

On étudie 1'équation différentielle :
t2y" + t A(t) y' +B(t)y =0 (E)
oli A et B sont les sommes de deux séries entiéres réelles données, Za t" et
2b,"
bnt , de rayons de convergence non nuls.
1°) Discuter l'existence de solutions de la forme :
+00
:10,R[—R ¢t t* c, tn, r€ER, ¢ #0.
n=o °
On fera intervenir le "polynSme caractéristique'" T(X) = X(X-1) +aox+b .
2°) Utiliser cette méthode pour résoudre :
t(l-t)y" +3(1-2t)y' -6y=0 (E1)
et : t2(1-t)y" - t(l+t)y' +y=0. (Ey)
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* *
(E) et linéaire et homogéne. On l'étudie séparément sur R_et sur R_.

1°) On constate par identification que, pour qu'il existe une solution

de (E) du type @, il est nécessaire que l'on ait, pour tout n€EN :

n
(n+r) (ntr-1 )cn + pZ:l;((pﬂ')an_p +bn_p) cp =0.

Compte tenu de c0¢0, cette condition s'éerit :

(T(r) =0) A (VnGN* ¢ T(r+n) +o =0) (3)
ol : T(X):_}l((x—l) +a°X+b°,
et : Gn=[;((P+r)an—p+bn—p)cp' n=1.

Nous nous limitons au cas ol les zéros sur € de T sont réels. Soit r

un zéro de T.

*
ler cas. On suppose T(r+n) #0 pour tout n€N (condition remplie si r

. . o . . n P A,
est le plus grand des zéros de T). Ici la série entiére cht est déterminée

de maniére unique, 3 un coefficient multiplicatif prés ; si son rayon de con-

vergence n'est pas nul, on a des solutions de la forme t — cotr Z‘byntn sur
un intervalle ]O,R[. n=

Si la différence des zéros de T n'est pas un entier, on peut utiliser
la méthode & partir de chacun des zéros, et, sous des réserves de convergence,
on a toutes les solutions de (E) sur un intervalle JO,R[, R>o0O.

* .
2éme cas. On suppose que les 2&éros de T sont r et r+m, mEN . Ici

(3) fournit ¢, - ,c en fonction de ¢ , mais, si o_#0, on ne peut aller
127 ' m-1 o m
plus loin et la méthode est en échec (on peut cependant reprendre le calcul
précédent 3 partir du plus grand zéro de T).
En revanche, si crm=0 on peut obtenir les s n>m, en fonction de cy
Sous une réserve de convergence on obtient des solutions de la forme :
- +00
n
t — c tF E y tt+e tf Zyt
o n m n
= n=m
et, en fait, toutes les solutions sur un intervalle ]O,R[.

3éme cas. On suppose que r est zéro double de T. Le calcul du ler cas

fournit (sous une réserve de convergence) une solution u sur un intervalle
JO,R[. On effectue le changement de fonction inconnue y =uz. Nous verrons

un exemple au 2°).

2°) a) Résolution de (E;). Sur un intervalle inclus dans ]0,1[, les

solutions de (E;) sont celles de (E) avec
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+c0
3(1-2t) _ _ay .0
a(r) =20228 250 % -e”,
n=1
6r <=
et B(t) = l_=Z 6):“, (les rayons de convergence sont | et 1).
n=
Ici : a°=3 °=0. D'oll T(X) =X(X+2).
On adopte r= -2 et, comme T(r+2) =0 on se trouve dans le second cas

du 1°), avec m=2. En utilisant (3), on calcule d'abord : cy =0.

On vérifie ensuite que la condition g, =0 est remplie, ce qui permet
de poursuivre. Pour n>3, on constate que, dans g il suffit de faire varier
1'indice p de 2 & n-1, les an—p étant alors &gaux 3 -3, et les bn—p a-6,

si bien que :
=1
g, = —3chp, n=3,
p=2 n=1

D'ol : n(n-2)c =3ch n>3 ; i.e. c3=2cH et :
a p=2 p’ ’ .
n(n-—2)cn= (n—l)(n—3)c:n_l +3(n—l)cn_], n=4,

D'oli : (n—Z)cn=(n—l)cn_1, n=3.
Par récurrence : cn=(n—l)c2, n=2.

On obtient les solutions éventuelles :
+o0

t r—»—g+—§ Z(n-l) =—:—‘\ + ¢y z;)(n*l)tn
n=

P ‘s P n n
Les séries entiéres obtenues, et les séries Zant et ant ayant 1
pour rayon de convergence commun, ce sont effectivement des solutions sur

]10,1{. On constate qu'il s'agit des restrictions & ]0,I1[ des :
. A u
fA,u't'_'_tY+ t-1

et on vérifie que celles-ci sont toutes les solutions de (Ej) sur tout inter-—

valle ne contenant ni 0, ni 1I.

2°) b) Résolution de (E;). Sur un intervalle inclus dans ]0,1[, les

solutions de (E,) sont celles de (E) avec :

A(t) = %= -1 +2(—2)t“,
=

+00
et B(t) =ﬁ= Z}cn, (les rayons de convergence sont | et 1).
a=

Iei : a =-1etb =1.D'il T(X)=(Xx-12.
On adopte r=1, et on se trouve dans le troisidme cas du 1°).

On calcule : -90; =0, 3 ~g,=-0. + (2n—1)cn_l, n=2.
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*

2, = . 02 = —132 + (2n- = €
1%ec, ¢, i ne (n—-1) € -1 (2n l)cn_l,et ¢, =c, pour tout n€EN .

On obtient les solutions éventuelles t i— et tn, qui sont effecti-

=
vement solutions sur ]0,1[, et méme sur ]-1,+1[. Il s'agit de restrictions
A . . . .

des fA HES4 —l—_Et-, qui sont d'ailleurs solutions sur tout intervalle ne conte-
nant pas 1I.

— Sur un intervalle I ne contenant ni 0, ni 1, on peut effectuer le

changement de fonction inconnue y=—l§t- z. Le lecteur constatera qu'il conduit

a:
tz" +2'=0 ; z' =% ; z=ulog |t]| +2A.
Les solutions de (Ep) sur I sont donc les :

. t
By, P E (uLog |t| +1) L

Remarque. Des cas particuliers classiques sont les équations d'Euler,
dans lesquelles A et B sont des constantes, et les équations de Bessel,
dans lesquelles A(t) =1 et B(t) = t2-22,

1°) Soit 1'équation différentielle : t(y"-y') +py=0, pell* (Ep)
a) Montrer qu'il existe un unique polyndme P qui soit solution de
(Ep) sur R et vérifie P'(0) =1. dp_l .
Trouver une relation simple entre P et f : t +—> -d—tF_—‘(e tp) ; en déduire
que P admet p zéros a;, simples et positifs, avec a =0.
b) Montrer que (E_) admet sur R+ (resp. R':) une solution de la forme:
u

t
t > etQ(t) +P(t)f 3—-du (1
o
oli Q est un polyndme que 1'on exprimera au moyen de P et des P'(ai).

Résoudre (Ep) .

*
2°) Résoudre : t(y"-y)-py=0, pEN . (E_p)

(Ep) est linéaire et homogéne. Ses solutions sur un intervalle I ne con-

tenant pas 0 constituent un sous-espace de dimension 2 de Cm(I,l) .

1°) a) La somme de la série entiére E:ntn, de rayon de convergence R>0,

est solution de (Ep) sur ]-R,R[ si, et seulement si :
*
(c0=0) A [n(nH)cnﬂ = (—p+n)cn pour tout nE€EN )
On obtient les polyndmes, de degré p, c,P, avec :

P(t) =£ (_l)n—l C.n—l _t_n_
= p—-1 n!

qui sont solutions de (Ep) sur R. On constate : P'(0) =1. ]
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— En appliquant & t = e—ttp la formule de Leibniz, on constate :
1 t
P(t) =F e f(t) .

Il n'y a pas de probléme si p=1, P s'écrivant alors t ~ t. Supposons donc
y P

(p-1) avec g(t) =e_ttp

p>2, et écrivons f=g
P . . -t
Chacune des dérivées successives de g est le produit de t:— e par

un polyndme de degré p, et admet donc au plus p zéros. On a :

-t

g'(t) = -e tp—l(t—p)

et : gh'(t) = et tp_z(t—p +/p) (t=p~/p).

D'oii 1'idée de vérifier qu'est vraie pour tout i€ {1, ..,p-1}, p»2, 1l'asser-
tion :

(i)

(Ai) Les zéros de g sont O d'ordre p-i, et i zéros simples 3 avec :

<a., <.<a. ..
0 al,l <a].,1

La proposition 3 démontrer en résultera pour i =p-1.
— (Ay) est vraie d'aprés 1'expression de g'(t).

— Soit i€ {1, .. ,p~2} pour lequel (Ai) a été vérifiée. Au titre de déri-

vée de g(l), g(”]) admet O pour zéro d'ordre p-i-l. D'autre part, en utili-

sant lim g(l)(t) =0 et une extension du théoré&me de Rolle, on constate que
£t

g(lﬂ) admet au moins un zéro dans chacun des (i+l) intervalles

. Lyt O édui . ie. O
]0’31,1[’ wsla i.i-10 3, 1[ ]a i’ [. On en déduit que (A;,)) est vraie

b) Nous pouvons, sous réserve de nous limiter & un intervalle I ne
contenant aucun des zéros a; de P, faire dans (E ) le changement de fonction

inconnue z=y/P, qui condult i 1'équation 11nea1re et homogéne :

L]
z"+(2§ —l)z'=0

dont les solutions sont les z' =A@, avec @(t) =er'/P2(t). On en déduit qu'une
base de 1'espace vectoriel des solutions sur I de l'équation linéaire et homo-
géne (Ep) est (P,F), ol ® est une primitive arbitrairement choisie de ¢ sur I,
et ot F=PQ.

— Décomposons en éléments simples la fraction rationmnelle 1/P2. La par-
tie entidre est nul&e ; la partie polaire associée au pdle double a; est de

la forme m al

Par la formule de Taylor, en notant P'(ai) = Pi*o et P"(ai) =_P'].: :

1 1 1
PZEPTI(RK-a. )2 =
P2 P02 " Q;(%a))
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ol le polyndme Qi(Y) s'écerit

P! 2 P!
[I+E%Y+...] = 1 +P—,Y+...
- i

Une division suivant les puissances croissantes fournit :

B,=1/P'2 ; ¢, = -p"/p'3,
1 1 1 1 1

On avu P'(0)
N_pry P "o_ 1y : _
De ai(Pi li) 0 on déduit Py =P; pour i€{1,..,p-11}.

et et = 1 et et
e(e) =3z + (p=1) T*E 717 (Tt—-z.‘)‘z ‘?-—af)-
1= 1 1

Comme : et —e—t= - d t n peut adopter :
) (t-—a )2 t-—ai t- a} on p P .

t u
F(t) =pP(t{/. ——-dU"e —T? S. ([)
o

1 ; on calcule P"(0) = —p+l}.

D'ol :

oi a€1 est arbitrairement fixé, et ol Si est le polyndme quotient de P par
X-a..
t C i * *
En fait, si a>0 (resp. a<0), F est définie sur R+ (resp. R_), et on
vérifie aisément que F est solution de (E) sur cet intervalle ; (P,F) est
* *
donc une base de 1'espace vectoriel des solutions de (E) sur R+ (resp. R_)
On peut naturellement remplacer F par %F qui est de la forme (1),

avec 3

te]
1

1 P O
77550 S Txa

1
Q=__.
P 0 i

-
i

2°) Pour toute solution y de (E ) sur un intervalle I, la fonction

Yyt — e lll( t) est solution de (E_ ) sur -1. En effet, pour tout t€-I,
t(u)lll(t)— 1('3)) - pb,(t) s'éerit :

- et[(‘t)(lll"(‘t)'lll'(—t)] + py(-t)], qui est O.

* *
Sur R, (resp. R_) on a donc les solutions indépendantes de (E-p) :

t ~u
t 1+ etP(-t), et t v— Q(-t) *'e':}’(--t:)j;3 E—U—-du .

*
Etant donné (a,b,c) ER xR xR, résoudre 1'équation différentielle:
(t242bt+c)?y" —ay =0 (E)

On précisera la dimension de 1l'espace vectoriel des solutions sur R lorsque

b2=c.
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Indication : On effectuera le changement de fonction inconnue y'/y =z,

et on cherchera des solutions particulidres de 1'équation transformée.

1°) Résolution de (E) sur un intervalle I qui ne contient aucun zéro

du trindme T:t +— t2+2bt +c. Les solutions de (E) sur I sont les solutions
- . NI . a .

sur I de 1'équation linéaire et homogéne y" -TZy= 0 ; elles constituent un

R-espace vectoriel QL de dimension 2, dont nous allons chercher une base.

Au risque d'oublier une solution qui prendrait la valeur O sur I, posons

y'/y=2, ce qui conduit 3 1'équation de Ricatti (R) :z'+z2=a/T2,

Celle-ci admet ts— (t+k)/T(t) pour solution sur I si, et seulement si
(k-b)2=b2 +a-c.
ler cas : b2+a-¢>0. On dispose de deux solutions de (R) sur I qui,

compte tenu de 2(t+b) =T'(t) s'écrivent :
TP T -p N v ey
a7ty et g~ T avec p= bc+a-c.
On pourrait donc ramener la résolution de (R) & une quadrature. Il vaut

mieux remarquer que toute solution de 1l'une ou l'autre des &quations :
p.y _I' p

y.r',p.y T p

y 2T T*y 2T T
est solution de (E) sur I. C'est le cas pour ITI epF et \/’W e—pF’ ol F est
une primitive sur I (arbitrairement choisie) de la fonction continue 1/T, et
il s'agit visiblement de deux éléments linéairement indépendants de ¢I dont

une base est ainsi
VTIT P, VTI] 7PF).

28me cas : b2+a-c<0. Si 1'on considére y"—%2y= O comme une équation

différentielle & 1'inconnue yEcI, 1'ensemble des solutions est un C-espace
vectoriel donc une base est, avec q=\/—b2—a+c et p=iq :

AR etaf , VTl e—qu)
et dont une autre base, formée de fonctions réelles, est :

(V' 1T] cos(qF) , V 1] sin(qF)) .

Revenant a notre probléme, d.‘:I admet ici la base :

(V' IT]| cos(qF) , V |T| sin(qF)) .

3éme cas. b2+a-c=0. On ne dispose iei que de la solution T'/(2T)
de (R), qui fournit la solution V |T| de (E) sur I.
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En effectuant dans (E) le changement de fonction inconnue y=\/ [T! ¥,
on est ramené (quel que soit le signe, fixe, de T(t) sur I) 3 TY"+T'Y¥' =0
dont une solution est F (primitive arbitrairement choisie de 1/T sur I).

Dans ce cas, ®; admet la base AR W |T| B).

2°) Si T n'a pas de zéro réel (b2-c<0), 1'étude faite au 1°) vaut pour
I =R, et on a donc dim QR=2 ; si T a un ou deux zéros réels, il peut arriver
que l'on ait dim ¢R¢ 2, ainsi qu'on va le constater en étudiant le cas parti-
culier ofi T a un zéro double.

Un changement de variable affine raméne alors (E) 34 1'une des formes :

thy"-y=0; thy"+y=0.

* *
a) Résolution de ty" -y =0. Pour I=R, (resp.I=R_), on est dans

le premier cas du 1°) ; QI admet la base (®,¢¥) ol : @(t) =te—1/t ot
v = e/t
On a : lim (t) = —= ; lim (t) =0.

t~0, t<0 t-+0, 0

On vérifie : 1lim ¢'(t) =0 ; lim ¢"(t) =0. On en déduit que f, définie
t-0, 0 t~0, 0
par f(t) =@(t) si t>0 et £(t) =0 si t<O0 est C2, et on constate qu'elle est

solution de t“y" -y =0 sur R.

Il en est de méme pour g définie par g(t) =y(t) si t<0 et g(t) =0 si
t>0, On vérifie que toute solution de (E) sur R coincide avec une Ap sur Rt
et avec une uy sur R':_, si bien qu'elle est de la forme Af +ug. On en déduit
que (f,g) est une base de QR’ et que dim QR =2,

b) Résolution de t'*y" +y =0. Les solutions sur I=R: (resp. I=Rt)
sont les restrictions a4 I des fonctions h)"u it — t()\ cos (1/t) +usin (l/t)) .
Toute hA,u se prolonge par contipuité & R pour la convention h)"u(o) =0.

Mais aucune h)‘ ,» sauf h n'est dérivable 3 droite ou 3 gauche en 0. Ici

s U 0,0
& = (o},

Remarque. A titre de complément, le lecteur pourra discuter la dimen-
sion de 1'espace des solutions sur R de : (t?-1)2y" -ay =0.

[ Résoudre : (t-1)y" + (1-2t)y' + ty =0. (E)

(E) est linZaire et homogéne. A cause du coefficient de y", on 1'&tudie
d'abord sur I =]}-= 1{ (resp. I=]1,+=[ ; les solutions constituent un sous~es—
pace de dimension 2 de Cm(I,k).

Comme ¢ : t v— et est visiblement une solution de (E) sur R qui ne prend

pas la valeur O, on peut effectuer le changement de fonction inconnue y =@z,
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ce qui conduit & :
(t-1)2" -2'=0 (Ey)

dont les solutions sur J-«,1[ (resp. 11,+=[) sont les restrictions i cet
intervalle des applications de R dans R

f st — A(t-1)2 + .

A0 (e-1)“+u

En fait les f}\ sont solutions de (E;) sur R, et, 3 cause de

sl
= " =
f}\’u(l)—u et fA,u(l) 2x

il n'est pas possible que des solutions f)\

L Sur ], 1[ et fA',u' sur ]1,+[
"'se raccordent en 1",si (A,W)#(',u").

En conclusion, sur tout intervalle de R les solutions de (E) sont les :

t — et()\(t—l)2+p).

Résoudre : 4ty" -2y' +9t2y =0 (E)

On recherchera une solution développable en série entiére.

(E) est linaire et homog@ne. A cause du coefficient de y", on 1'&tudie

* *
d'abord sur I=1?.+ (resp. I=R_) ; les solutions constituent un sous—-espace de
dimension 2 de Cm(I,R).

. n P ‘s .
e Soit Zant une série entiére réelle, de rayon de convergence non
nul R ; sa somme f est ¢” sur ]-R,R[, et on constate que f est solution de (E)

sur ]-R,R[ si, et seulement si la série entiére :

- 2a; +ha,t +Z((zn+3)(zn+a)an+3 +9a ) (0+2

a ses coefficients tous nuls, ce qui se traduit par l'existence de AE€ER tel

que, pour tout pEN:

_1\P . = =
a3p— -/ @2p)! a3p+] a3p+2 0.

—_13yP
En notant § la somme de la série entiére é_&_l%.'_ C3P , de rayon de convergence

infini, on peut affirmer que les Ay, AER, sont solutions de (E) sur R. On a:
Pour t=0 : y(t) =c(t), ol c(t) = cos t3/2.
Pour £<0 : y(t) =C(t), ol C(t) =ch(-t)>/2.

e L'analogie entre les fonctions sin et cos (resp. sh et ch) nous invite

pr

introduire 1'application continue ¢ :R — R dont les restrictions 2 R _ et
3/2 3/2

R_ sont respectivement s :t 1 sin t et S :t »— sh(-t)

[+ Y
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* * oo
On constate que, sur chacun des intervalles R+ et R_, pest C et
verifie (E).
En outre ¢ est dérivable sur R, et

3,002, 302
2

cos t si t=20 ; @'(t) = -%(‘C)]/Z

@' (t) = ch(—t)3/2 si t<o0.

Mais ¢' n'est dérivable ni 3 droite, ni a gauche en O ; n'étant pas deux fois
dérivable sur un intervalle qui contient O, ©® n'est pas solution de (E) sur

un tel intervalle.

e On en déduit qu'une base de 1l'espace vectoriel des solutions de (E)
* *
sur R_ [resp. B_] est (c,s) [resp. C,S], et que les solutions sur R constituent

un espace vectoriel de dimension | dont une base est .

Etant donné «a €ER, développer en série entidre a l'origine :

f:R—>R o+ (I+t2)u/2cos (a Arc tg t)

et g:R—R t > (I+t2)“/zsin(uArctgt).

. L P L.
— Les fonctions f et g sont C sur R. On les étudie conjointement en
introduisant 1'application h=f +ig de R dans € qui s'écrit :
h= cos_a(p-elmp

 dh
dy

, avec @(t) =Arc tgt.

' Ldo_
En calculant h' : T

l—uw . el(a—l)w

dh .
cos?yp e’ °n obtient :
h' =ia cos
- - *
D'old (récurrence), pour tout n€EN :

h(n) = ina(u-l) w (a=-n+1) cosn_aw -ei (u—n)&p.

I1 en résulte que si h admet un développement en série entidre i 1'o-
rigine, celui-ci est nécessairement la série de Mac-Laurin :

.n

=1) .. (a-n+l

l+§atn, avec a_=iglal) '(u )
S1'n n n!

qui admet 1 pour rayon de convergence (régle de d'Alembert appliquée 3 la
série des modules) si a¢N, et +o si o €N,

— Soit t€R, tel que |t]<!. Pour tout naturel n>a-l et tout réel x
appartenant au segment d'extrémités O et t, on a :
n+l-a i(a~n=1)@(x) | <1

|cos o(x) - e

et donc : Ih(n+l)(x)|<(n+l)!|an+l|.
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Par Taylor-Lagrange, on en déduit, pour tout naturel n=a-1 :
n

k n+l
-i- <
lh(:) i .E—lakt \\lanﬂt .
Comme 1lim |a thﬂl =0 (terme général d'une série convergente), il en résulte:
n++ew n
h(t) =1+ » a t".
n
fi=

— En revenant 4 f et g, on obtient les développements en série entiére

de rayon de convergence | si a¢N, et +» si a €N :

+oo
_ _¢+P afa=1) .. (a=2p+1)  2p
f‘”‘“pz,( b @1 t
- = _iyP ala=1) .. (a=2p) 2p+l
et g(t) :L:O( 1) ——-—P——(zpﬂ)! t .

(f et g sont des fonctions polyndmiales pour o €EN).

4.1.10| Etant donné a€R, résoudre 1'équation différentielle :
(1+t2)y"—2(a—l)ty' +afa-1)y=0 (E)

On montrera qu'elle admet pour solutions les fonctions f et g introduites a

l'exercice précédent.

(E) est de la forme y" +a(t)y' +b(t)y=0, ol a et b sont des applications
de classe C~ de R dans R. L'ensemble § des solutions de (E) sur R est un R-espace

- - . - 00
vectoriel de dimension 2. Ces solutions sont C ,

a) Montrons que f et g sont des éléments de S.- Posons h=f +ig, et

Pt (1+t2)h"(t) - 2¢a~-1)th' (t) +a(a~1)h(t)

En utilisant les expressions de h, h', h" (cf. exercice précédent) on constate:

] =u(a—1)cos_u£p . el(u-])w ( —e My sinw+e“p)

ce qui montre que ¢ est l'application nulle de R dans C. u]

b) Cherchons si les Eléments f et g de S sont lindairement indépendants.

Le wronskien w=fg' - f'g de (f,g) est Im(f-ig)(f'+ig'). D'od :

—ia -2a

W= Im(cos_acp . e clq cosl_aq) .e! (a-1 )CD) = ia Im (c.osl (p-e_up)

2(l—u)w

. -1
et : W= acos , 1.e. w(t) =m(l+t2)(1 .

— Si a#0, w ne prend pas la valeur 0 ; (f,g) est une base de S.

—8ia=0, f:t+— | et g:t > O sont des é€léments liés de S . Ici (E)
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P d
s'écrit : E((ch)y') =0,

et S est l'ensemble des t ~— A+pArctgt, (A,p) ER2Z,

Montrer que 1'équation différentielle :
y"—2y'+y=l/\/t (E)

- ‘- * - - - »
admet une unique solution sur R, susceptible d'@tre prolongée en une applica-
tion C! sur R, , s'annulant ainsi que sa dérivée au point O.

Notant f cette solution, calculer limf(t)/(t et).
tortoo

(E) est linéaire. Les solutions sur R: de 1'équation homogéne associée
constituent un espace vectoriel dont une base est (@,¥), avec Y(t) =et et
y{t) =t et.

On en déduit les solutions de (E) sur R: par la méthode de variation
des constantes, en posant y =u@+vy, et en assujetissant les nouvelles fonc-
tions inconnues 3 la condition u'@+v'yp=0.

On constate que u' et v'

sont données par :
(u' (£) + ev' () =0) A (u'(£) + (e+I)v' () = /i)
i.e. par : (u'(t) = -'e-t\/t) A [v'(t) =e_t/Jt).

En utilisant e_t/\ft:"' 1/J/t au voisinage de O (pour t>0), on constate

t -7 vt _.2
que l'intégralef e\[—rdr converge pour t>0 ; elle vaut 2[ e ' dr.
o o
On a

Je 2
v(t) =u +2f e ' dt, et (intégration par parties) :
o vt 2
.—t -T
u(t) =1 +e Jt—f e dr.
o

*
Les solutions de (E) sur l+ sont donc les f)\ l‘,(A,u)Glz, avec :
L]

t e[Vt -2
f (t) = (A+pt)e +\ft+(2t—l)e[ e dt.
Asu o

— Directement, ou en utilisant y' =u@' +vy', on obtient, pour t>0

t e [Vt g2
f'' (t) = (A+ptpt)e +Jt + (2t+l)e e dr.
A,U o
D'oll : lim f)‘ (£ =2 3 lim f;‘ () =A+y.
t+0,0 ¥ t»0,0 “°F

— Pour {),y) donné, on convient f)\ u(O) =1, et on prolonge ainsi fA
> ]

en une application continue R — R. Celle-ci admet une dérivée en 0, & savoir

lim fi (t) =r+u ; elle est C! sur R,.
t-0, >0 ’
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Le probléme posé& admet donc 1'unique solution f=f0 0" On a :

t e g2
lim f (e)/(te )=2f e dt =vn
tr+ 6,0 o

Il va de soi que le prolongement de f n'est pas solution de (E) sur R,.

Soit £ 1'application 2-périodique de R dans R qui coincide

avec t — |t| sur [-1,1]. Montrer qu'il existe une seule solution sur R, ¢,
de :
y"+y=£(t) (E)
vérifiant : (p(0) =0} A {0'(0) =0). m
Pour tout tER, expliciter @(t) sans utiliser les symboles | ou Z;
donner une valeur décimale approchée de @(100).

Montrer que les solutions de (E) sur R sont bornées.

e L'application f :R — R étant continue, (E) admet des solutions sur R,
toutes C2, dont l'ensemble constitue un espace affine de dimension 2. D'aprés
le théoré&me de Cauchy-Lipschitz une, et une seule de ces solutions vérifie (1).

e En utilisant la méthode de variation des constantes, on obtient :
@:t — u(t) sint-v(t) cos t, avec :

et t
u(t)=f f(1) cos tdt; v(t) =[ f(t) sintdr.
o o

Comme u, v et @ sont respectivement impaire, paire et paire, il suffit de les

étudier sur R, . On pose :
t .
w(t)=u(:)+iv(t:)=f £(r)e"tdr
o

(~t+n/2)i

et on constate que @(t) est la partie réelle de e w(t).

Sur [2k,2k+1], KEN, on a I(t) =t-2k et t »— f(t)e" " admet la primitive:

o, :t—> [l - (t—2k)i)eti.

K
Sur [2k-1,2k], KEN, on a £(t) = - t+2k et t+— £(t)e'’ admet la primi-

tive - Pour tout n€N, w(2n) s'écrit donc

- ao(O) +an(2n) +;Luk_l(2k—l) + a.k(Zk—l) - Zuk(Zk)]

ot _ l+e2n1 +2 z(e(Zk—l)l_eZkL]

Il intervient la somme d'ume suite géométrique. On a :
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2.4\ i_
w(2n) =(I—e"nl) el
e +]
et donc : w(2n) =2 tg%-sin nee™ .
On en dé&duit : (2n) =2tg-‘],z-sin2n, et pour n=50 :

©(100) =0,075 216 +5.10 .
— Expliciter @(t), t€R+, équivaut 3 expliciter @(2n+x) et @(2n-x),
(n,x) ENx[0,1]. On constate que w(2n+x) s'éerit :
w(2n) +o_(2n+x) —a_(2n)
n n

et : 2 tg—;—-sin nee™ 4 (l-xi)e(zn'*x)1 —ezm.

(=20-x4n/2)i et en prenant la partie réelle :

En multipliant par e
@(2n+x) =2 cg-;—-sin nesin(n+x) + x - sin x.
On obtient de la méme fagon :
@(2n-x) =2 tg%-sin n*sin(n—x) + x -sinx.
e Des expressions précédentes on déduit :

VEER  |o(£) | €2 +2tg(1/2).

¢ est donc bornée sur R, et il en est de méme pour toute solution

A sin+yucos +¢ de (E). g

4.1.13 | Résoudre 1'équation différentielle :
t(t-1)2y" + 2(2-1)y" -~ 2(t-2)y = (t-1)2. (E)
On précisera la dimension de 1'espace des solutions sur R, sur ]-«,1{, sur

10, +e=[.

Indication. On vérifiera que t »— (t:-l)_2 est solution de 1'équation

homogéne (H) associée & (E) sur des intervalles convenablement choisis.

(E) est une équation lindaire et non homogéne. Pour tout intervalle I
de R ne contenant ni O ni !, 1'ensemble FI des solutions de (E) sur I est une
variété affine de RI dont la direction est 1'ensemble OI des solutions sur
I de :

t(t=-1)2y" + 2(t2-1)y" - 2(t-2)y =0 (1)

a) Résolution de (E) sur un intervalle I qui ne contient ni O, ni 1.

Ici : dim FI=2. Aprés avoir vérifié que t +~> (t=1)"2 egt solution de (d) sur
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]-=,1[ et sur ]l,+=[, on effectue dans (E) le changement de fonction inconnue

y = (t=1)"22, qui conduit i 1'équation lindaire du premier ordre en 2' :
tz" - 2z' = (t-1)2.

On en déduit que les solutions de (E) sur I sont les restrictions 3 I des

fonctions fA v (A, u) ER2, telles que :
£y, (0) = (e=1)72(0(r) + a3 + 1) m
L 3

avec (L) =tT Logltl +t2 —-% si t¥#0, et Y(0) =0, cette derniére conven-

tion &tant destinée i rendre ( continue sur R, ce qui sera utile pour la suite.

b) Raccord des solutions au point t=0. On a, pour t#O0 :

2
©' () = t?Log | t| +5'3—+2t--12— ; (p"(t)=2t:Loglt|+%E+2.

On constate d'abord qu'il existe @'(0) = = 1/2, et on en déduit que @ est
¢! sur R.

On constate ensuite qu'il existe @"(0) =2, et on en déduit que ¢ est €2 sur R.

D'aprés (1), il en résulte que, pour tout (A,u) ER?, f)‘ u est C2 sur
3
]-=,1[ et sur 11,+=[. On constate que :
f 0)=yu ; £} 0)=2u-1/2 ; £ (0) =6
A,u() T A,u() n-1/2 ; A.u() u
sont indépendants de A et que :

o.f'):’u(o) - Zf;"u(O) +4f2\,u(o) =1.

a . = v 3 .
Il en résulte : F]—w’][ {g)")‘.’u I (AW ER J' avec :
g)\,A',u(t)=fA,u(t) si t<0 ; gk,k'.u(t)=f>\',p(t) si 0<t <],

f +la+ AR +uy

On a : g)")‘,’u= 0,0

avec Y(t)=(t—l)'2 H
a(t) = (e=1)"2¢3 si £<0 ; a(t) =0 si 0<e<1 ;
B(t) =0 si t<0 ; (L) =(t-1)"2t3 si 0<e<1.

® ; di =3.
1=, 11 admet (a,B,y) pour base ; dim F]—m’][ 3

¢) Raccord des solutions au point t=1. Pour étudier f)‘ y au voisinage
L]

de 1, posons t=1+u. Pour tout u€ ]-1,1[\ {0}, f)‘ u(l+u) s'écrit
H]

+00 n
3f lz;_ L S DR S B
_z_(l:u) \)‘+3n=(]) n)+W+2u+l+u2




179

(A+u+lz] %2+(3)‘+_l6l (-‘l;+l+l;- +n23nun

: -t L 3,3 1
avee : 2 =(-1)" - 3(-Trnr -

Pour que lim f)\ u(t) existe, il faut et il suffit que :
t->} '

(A+pu+1/2=0)A(32+11/6=0)

i.e. que : (A=-11/18)A(n=1/9).

On prolonge f—ll/18,1/9 par continuité& en lui attribuant la valeur O
au point | ; on obtient ainsi 1a seule solution possible de (E) sur ]O,+=[ ;
en remarquant que la fonction prolongée est C sur 10,2[ au titre de

;zan(t:—l)n et que ses dérivées d'ordre 1 et 2 au point | sont respectivement
0 et 2a, ; on constate qu'elle est effectivement solution. D'ol :

— D'une part : F]O,_m[ ={f-ll/18,|/9}’ espace affine de dimension O.

— D'autre part : Fp = {hk | xER}, avec :

h)‘(t)=f (t) si t<0 ; h)‘(t)=f si t=>0.

2,179

On a : h. =h_ + \a, avec :
A o

-11/18,1/9

a(t) = (t-1)~2¢3 si £<0 ; a(t) =0 si O<t.

Qx admet (a) pour base ; dim Fl=l'

* .
m Trouver toutes les applications dérivables f :R_— R véri-

fiant :

vtell: £7(t) = £(1/t). n

On déduit de (1) que toute solution f est deux fois dérivable, que :
VEER,  £"(t) = (-1/t2) - £'(1/t)
*
et que f vérifie sur R, 1'équation différentielle d'Euler :
t2y" +y=0 (E)
PP * A
Le changement de variable t=e*, l&gitimé par tER_, conduit 3 :
dz)zr dy
dx —dx+y=0'
Les seules f :R: — R susceptibles de vérifier (1) sont donc les
fA,u st — Jt (AC + uS)
oli C et S désignent cos (%Log t) et sin (!;Log t).



180

] *
e Inversement, pour tout (A,u) ERZ, f est dérivable sur R, , et on a :

A,u

1
SRR ((x +w3)C+ (u-A3)s)

En utilisant : f)\ u(’/t) =7!E (AC~uS), et l'indépendance linéaire de C et S,
’

on constate que les applications cherchées sont les f telles que A =u/3,

Au
i.e. les :
3 ™
g fEv kvt (cos[TLog t-¢ ]), k ER.
4.1.15] Résoudre l'&quation différentielle :
y(l‘) +5y" + 4y = | sin 2t] (E)

On montrera qu'il existe une solution %—périodique, que l'on exprimera

sous la forme de la somme d'une série trigonométrique.

-

a) (E) est lindaire, d& coefficients constants ; le second membre est
une application de R dans R paire, %-périodique, continue, cl par morceaux.
Les solutions de (E) sur R sont donc C“’, et méme C5 par morceaux,

Les solutions de 1'&quation homogéne associée & (E) sont les :

t+> Acost+Bsint+Ccos2t+Dsin2t.

-

I1 reste donc 3 trouver une solution particuliére de (E) ; la méthode
de variation des constantes s'applique, maic elle donne lieu 3 des calculs

fastidieux.

l;) Nous allons procéder par identification 3 partir du fait que
t 1 |sin2t| est la somme de sa série de Fourier qui conve.rge normalement
sur R, et qui est une série de cosinus de la forme :

a—2°-+p;1 al‘p cos 4pt.
g (/4 . 4 1

On calcule: alap'_—? -]; cos 4pt sin 2t dt = R TIE

e Supposons que (E) admette une solution f : R — R, 1/2 périodique.
Comme f est C* et CS5 par morceaux, les f(k), k€ {0,1,2,3,4} admettent des
séries de Fourier qui convergent uniformément sur R, et elles sont les sommes

de ces séries. On a :
o

Vt €ER £(t) =-5°— + Z(al‘p cos 4pt+84p sin 4pt) (1)
p=

On en déduit que f(4) (t) +5£"(t) +4£(t) s'éerit :
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~+00
4_9002 ;
2+ Az (64p*-20p°+1) (011‘p cos 4pt+64p sin 4pt)
p=l a
En identifiant & T°+ i a[‘p cos 4pt, et en utilisant 64p"’ -20p2 +1#0
p=1
pour tout pEN, on constate que la seule application m/2-pé&riodique de R

dans R susceptible de vérifier (E) est la somme ¢ de la série :

1 z cos 4pt
TS (4pZ-1) (4p?-20pZ+1) *

Inversement, on vérifie que cette série et les séries dérivées jusqu'a 1l'or-
dre 4 convergent normalement, et donc uniformément sur R, et on en déduit

que @ est effectivement solution de (E).

4.1.16 ] 1°) Soient J un intervalle de R ; a et b des appllcatlons
respectivement c® et C de J dans R. Quelle relation doit lier a et b pour
que :

y" +a(t)y' +b(t)y=0 (E)

admette deux solutions u et v telles que v=ulogu ?

2°) Résoudre : y"—2(t2+1;)}"+t“}'=0'

1°) (E) est linéaire et homog&ne ; a et b &tant continues, toutes
*
les solutions de (E) sont donc C2. Pour y:J—R, 2, et z=yLlogy :

- 12
z" +az'+bz=(y"+ay'+by) Logy+y" + yy—+ ay'

12
et, si en outre y vérifie (E) : 2" +az'+bz=2L- - by.

I1 s'agit donc d'derire que (E) et (Ep) : y'2 ~b(t)y2 =0 ont une solu-
tion commune u=J — R:.

(E;) fait apparaltre la condition nécessaire : b>0, qui est supposée
remplie.

ler Cas : b=0. Tci (Ep) est y'=0. Pour tout kGR: les applications
u:t—>k et uLogu sont solutions de (E) sur J.

28me Cas : b>0 et b#0. Supposons qu'il existe u:J — R solution
commune a4 (E) et & (E;) sur J.

Par la continuité de l-), i1 existe un intervalle Ic<J, d'intérieur non

vide, tel que b(t) >0 pour tout t€I.

1
L'application t :— —Eﬁ:)— de I dans R est continue, 3 valeurs dans
‘ u(t) Vb(t) .
{-1,1} d'aprés (E;). Elle est donc constante, et il existe e€{-1,1} tel que:
VtET ullt) e VB(E).

u(t)
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*
I1 existe ainsi e€{-1,1}, a€1 et AER_ tels que :

[
VEET u(t)=2Aexp (e/ V(D) d‘r) .
o

Comme u est solution de (E) sur I, on a nécessairement :

VtET eVb(D = _%%%%;_)_a(zt)

t
et : VEET u(t) =)\(b(t))_1/6 exp (-f a(1) d-r) .
a

2

e Inversement, pour tout intervalle Ic<J tel que :
veer  (b(r)>0) a ((b'(t) +2a(t)b(t))2 =16 b(t)3) (0
on vérifie aisément que deux solutions de (E) sur I sont ¢ et YLog®, avec
- -1/4 [ [ am .\
p(t) = (b(t)] exp \" Td‘r}, e€I, et que ces solutions sont linéai-
a
rement indépendantes.

Notons que si I admet une borne toeJ\I telle que b(t ) =0, on a

lim @(t) =+ ; les solutions ¢ et ¢ Log ne peuvent donc étre prolongées
t+t g, €1
a un intervalle de J qui contient t,.

2°) Tei : a(t) =-2(t2+1/t) ; b(t) =t4, On constate que la condition (1)
* *
est remplie par I=R+ (resp. I=R_), et que deux solutions (indépendantes)
de (E) sur T sont u et uLogu avec u(t) =exp(t3/3). Les solutions de (E)

sur I sont les :

£y it nted)exp(t?/3), (A,n)ER?.

4.1.17 Soient J un intervalle de R, a et b deux applications conti-~
nues de J dans R et ¢ : J — R une solution autre que la fonction nulle de

1'équation différentielle (E) : y"+a(t)y'+l;(t)y=0.

1°) a) Montrer que si J est compact, 1l'ensemble ﬁ‘p des zéros de @ est
fini.

i)) En déduire que dans le cas ol J'est quelconque, l'ensemble &w
est dénombrable.

2°) On suppose que 8‘0 a au moins deux &léments et on considére deux
z8ros consécutifs a et b de  avec a<b.
Soient ¥ : J — R une solution de E indépendante avec @ et & 1'ensemble

de ses zéros. Montrer que a (resp. b) n'appartient pas & &\ll et que &\ll a un

élément et un seul dans Ja,bf.
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1°) a) On raisonne par 1'absurde en supposant 8w infini. On sait que

1'on dispose alors d'une injection de N dans 8w et, puisque J est compact,
on peut extraire de cette suite une suite convergente. Au total on dispose
d'une suite (an)ﬂEN d'éléments de Ew, convergente de limite L€ J, vérifiant
en outre : Vn¥m a_#a -
n m
Notons que puisque {nEN I an=!l.] a au plus un élément, quitte 3 tron-

quer la suite (an), nous pouvons Supposer :
VnEN a_#2.
n

Comme :J — R est de classe C2 on a, en particulier :
@(a )-o(L)
p(e) = limcp(an) =0 ;3 @'(L) = 1lim =0.
n->+o n>to

an—l

D'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, (E) admet une unique solution
qui au point £ de J prend pour valeur O ainsi que sa dérivée, et cette solu-
tion est l'application nulle de J dans R. Comme ¢ n'est pas la solution nulle,
1'hypothése Ew infini est absurde. 0

b) Tout intervalle J de R est une réunion dénombrable d'intervalles

compacts : J =nltJu Jn; puisque @ : J — R est une solution de (E) qui n'est
pas la solution nulle, sa restriction 3 tout .]n est une solution qui n'est
pas la solution nulle, et donc l'ensemble des zé&ros de ¢ qui appartiennent

a Jn est fini ; &‘-w est ainsi une réunion dénombrable d'ensembles finis. 0O

2°) Remarquons tout d'abord que 1°) prouve que les zéros de @ sont
isolés dans J ce qui permet, lorsque &¢3 a au moins deux éléments, de dispo-
ser de deux zéros a et b consécutifs, avec a<b.

Comme ¢ et ¥ sont deux solutions indépendantes, le wronskien
wiJ — R, wit) =@(t)p'(t) -¢p(t)p'(t), ne s'annule pas. En particulier :
w(a) = -y(a)y' (a) #0,d'old a¢8w ; de méme bQ&w.

e Raisonnons par 1'absurde en supposant que ¥ ne s'annule pas sur
Ja,b[ ; nous disposons alors de 1'application @/} qui est de classe C2, et
dont la dérivée est — w/y2.

Comme w ne s'annule pas, w est de signe constant donc @/} est stricte-
ment monotone sur [a,b], ce qui est incompatible avec (@/y)(a) = (w/Y)(b) =0.

Ainsi ¢ admet un zéro sur Ja,b[, et il est clair en permutant les

roles de et § que ce zéro est unique. ]
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1°) On considere les &quations différentielles (E;) :
y" +ai(t)y=0, i€ {1,2}, ob les a; sont des applications continues d'un in-
tervalle réel J dans R, telles que aj <a,. Soient ) une solution de (E;)
(autre que la fonction nulle) admettant au moins deux zéros, et a, B(a<B)
deux zéros consécutifs de @;.

Montrer que toute solution de (E;) a au moins un zéro dans la,B].

2°) Soit (E) :y" +a(t)y=0, oli a:J — R est continue.
a) On suppose qu'il existe tOEJ et mER tels que 0 <m<a(t) pour
tout t>to et que ]to,t°+ﬂ/JmJ cJ.
Montrer que toute solution de (E) a un 2é&ro dans ]t:o,t0 +7n/Vm].
b) Soient a et 8 (a<B) deux zéros consécutifs d'une solution

(non nulle) de (E), tels que 0<m<a(t) <M pour tout t€ [a,B]. Montrer :

/ML ~a<7w/Vm.

Toutes les solutions considérées sont des applications C2 de J dans R.

1°) Faisons 1'hypoth&se (H) : il existe une solution ¢, de (E5) qui
ne prend la valeur 0 en aucun point de la,B].

Quitte 3 remplacer ¢, par -y, et/ou ¥, par -¢, (ce qui n'altére pas
les zéros) nous pouvons supposer (en utilisant la continuité des solutions

d'une équation différentielle) que : 9, (@) =0, ¢, (B) =0, et :
¢, (t)>0 pour t€ Jo,Bl ; @(t)>0 pour t€]a,B] 5 @r(a)>0.

La fonction w=(p;q)2 -(plcpé a pour dérivée (32'31)W1¢2>0, et est donc crois-

sante sur [a,B]. On a w(a) <Sw(B) avec :

w(a) =@} (@), (@) ; w(B) =@} (B)p,(B).

. © (t)
Or (pi (a) = lim —£—>0, et méme (p; (a)> 0, car, d'aprés le théoréme de

ton, Pa e
Cauchy-Lipschitz, la fonction nulle est la seule solution de (E;) telle que

y(a) =0 et y'(a) =0. De la méme fagon : w] () <0.

I1 en résulte w(a) 20 et w(B) <O0. (H) conduit 3 une contradiction. 0O

Remarque. De méme, toute solution de (E;) sur J a au moins un zéro
dans [a,B[.

2°) a) On applique 1°) avec a; : t v~ m et ap =a. Une solution non nulle
q 1 2

de (Ej) est ¢, : tr> sin(Jm(t—to)) ; deux zéros consécutifs en sont to ‘et

t +w/Jm. (]
[o]
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b) L'hypothése B —a>w/vm conduirait (en faisant t, =qa) 3 une con-
tradiction avec le résultat de a).
e Appliquons le 1°) avec a; =a et ap : t1— M. Une solution de (E;) est
@y it e sin(\/}-‘l(t—a)) dont deux zéros consécutifs sont a et o+ w/V/M. On

doit avoir o+ m/VME Ja,B], i.e. ®/VM<B -a. a

e Les deux exercices qui suivent utilisent les résultats préeédents.

4.1.19 ] On considére 1'équation différentielle de Bessel :

t2y" + ty' + (£2-32)y =0, A€ER (8,)

1°) Montrer que, pour A<1/2, toute solution de (BA) sur R: (resp. lt),
4 valeurs dans R, a au moins un zéro dans tout intervalle ]to,toﬂr], ol
to>0 (resp. t°+1r<0) 3 on pourra poser y=z-|t|.—”?.
2°) On se limite ici & AEN. On connait la solution sur R :

2 (- (/)"

3y st e/ alA+n) !

A

Montrer que J

n=

) & au moins un zéro dans tout intervalle ]to’to + (A+1)7],

ol to et to + (A+1)7 sont de méme signe.

Indication. On cherchera une relation entre J et HQE(J/\/':A)' :

A+l

1°) En utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on constate que les

solutions considérées sont C j; comme t 1—> |t|_1/2 est une application C~ de
R: (resp. Rt) dans R:, pour toute solution y, nous pouvons poser y=z-[t|_l/2,
ce qui nous raméne i 1'étude des solutions de :

z" +a(t)z=0, ol a(t) =1+ %-)ﬁ)zlz- (EA)

Pour A<1/2, le 2°) a) de 1'exercice précédent s'applique i (EJ\)’ avec
m=1 : toute solution ¢ de (EA) sur R: (resp. R’_') a au moins un zéro dans
tout intervalle ]to,toﬂr], ol t°>0 (resp. t ot <0), et il en est de méme

pour la solution correspondante (p-ltl_llz de (BA)' ]

2°) Pour AEN, la fonction t— Jk(t)/tx est dérivable sur R, au titre
de somme d'une série entiére de rayon de convergence infini. Sa dérivée au

point t est 0 si t=0 ; si t#0 elle est :
2n-2

0 Lo (_l)n(t/2)2n—l 1 (e A+l 4o (—l)n_l(t/2)
o & eeDTGRT 7 T2, ‘; DT+ !
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On en déduit 1'égalité d'applications de R dans R :

R | (i)

A+1 dt A
Il en résulte par le lemme de Rolle que si a et B sont deux zéros consécu—
tifs de méme signe de J?\’ il ex:l.ste au moins*un zéro de JM-I dans la,Bl.

e Soit I—]t ot +(A+1)7n] CR ' (resp. R_). D'aprés le 1°), Jo a au moins
un zéro dans chacun des 1ntervalles ]to,toﬂr], ..._]t°+7\1r,t0+(}‘+l)1r] ; ces zéros,
au nombre de A+l,sont distincts. On déduit de ce qui précéde que J; a au moins
A 2zéros (distincts) dans I, et, par récurrence, que Jk a au moins un zéro
dans I. ]

Soit ® : R — R une solution (autre que la fonction nulle)
de 1'é&quation différentielle (E) :y" +ety=0.

1°) Montrer que 1'ensemble &w de ses zéros est infini, dénombrable.

2°) Montrer qu'il existe une surjection strictement croissante n > a
q n

b . P .
de N sur &wﬂk+. Montrer 11man=+°°, et trouver un équivalent a a, au voi-

sinage de +«. n

1°) 8(0 est dénombrable (pas nécessairement infini) d'apré&s 1'exercice
4,1.17 .

D'autre part on a : ef>1 pour tout tEl+. Considérons 1'équation dif-
férentielle y" +y =0 dont une solution non nulle est t »—> sin t . Deux zéros
consécutifs de cette solution sont nm et (n+1)nm, n€EN. En utilisant 1'exer-
cice 4.1.18, 1°) (avec J—R ) on constate que ¢ a au moins un zero sur tout

intervalle ]lnw,(n+1)7], n€N, et donc une infinité de zéros sur ll .

*

2°) Pour n€EN , 8 N[0,nr] est un ensemble fini, dont le cardinal est
noté a s visiblement : an>n et a ., >a. "+ 1. Hous disposons donc d'une bi-
jection strictement croissante e de {1, .. ,u } sur &wn[o,nw] ; pour tout

entier m>n, en est la restrlctlon de 6 Y {l - ,an}.

Pour tout pEI » A ={n€N| p<a } est non vide ; soit a_la
valeur commune des Bn(p), nGAp. Il est clair que p ap est une bijection

*
strictement croissante de N sur & NR,. ja|

D'aprés Log(l +l) ~% au voisinage de +», il existe Noeftel que :

Vn?No —<Log[l + )<

4n 2(n+l) O
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Soient n>H° fixé, et Jn =]21Log 2n, 2Log2(n+1)].

Pour t€J , nous avons : (2n)2<et<(2(n+l))2

D'aprés 4.1.18a2), @ a un zéro sur ]2 Log 2n, 2Log2n +2—1L] intervalle
inclus dans Jn d'aprés (1), et donc au moins un zéro sur Jn.

D'aprés 4.1.18b), deux zéros consécutifs de @ sur Jn sont 3 une dis-

tance au moins égale 3 W:TTTIT . Comme, d'aprés (1)

L
2Log 2(n+1) - 2 Log 2n<2 FICTID)

© a au plus deux zéros sur Jn.
e Soit Mo le cardinal de l'ensemble fini &'xwﬂ [0,2 Log ZNO]. En utili-

sant ce qui précéde, on a, pour tout n>N° :

aMo-i-(n—No) <2 Llog2n<a

Par changement de notations on a, pour tout n>M0 +1

MO+2 (n—No)-H

2 Log (n-—Mo+2No-l) <an< 2 Log 2 (n—M°+N°) .

24k . n
On en déduit : lim 5w——— =1,
o 2Logn
i.e. an~2 log n au voisinage de +=. n]

*
4.1.21 | Soient p :R,— R une application continue telle que
+
*
f t|p(t)|dt converge, et ¢ R, — R une solution de (E) :y" +p(t)y=0.
1

1°) Montrer que t »— @(t)/t est bornée au voisinage de +=» .,

2°) Montrer qu'il existe limg'(t).
£+

Par le théoré&me de Cauchy-Lipschitz relatif aux équations linéaires,

on sait que @ existe et est de classe C2,

*
1°) Pour tout t€ER_, nous avons :

¢ £ ©(u)
e'(t)-@' (1) = | ¢"(u)du= ~ up(u) = ==du 4))
1 1
— Soit t=>1. Nous avons, par (1)
t (] £ Y(u)
lo' ()| <ot () |+ | |5~ lupu)|du (2)
1
Or, ¢' &tant continue, nous disposons de sup [¢'(x)|, et cette borne est
[1,t

atteinte en un xoe[l,t]. D'oili, par (2)
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xX
wp_Jor Gl <l )] + [ 129 jupu s
x€[1,¢] 1

t
<o’ (0| +f |22 up (u) | du. @)
1

— Soit maintenant t=2. Nous avons :

lw(t) | < |ﬂD(t)l < lkp(l) |+ I(D(t)-w(l) |

et : lgﬁt—)|<|w(1)| ' e ]Iw' ()|

et (ef. ) : |28 <c +f |28 | |up () | au

ol : c= o) + o' )] flw(u)llp(u)ldu.

En utilisant le 4.1.13 de notre tome I d'exercices d'Analyse (lemme de

Gronwall), on en déduit :

t
vt =2 ]-‘-Egtt—)l <c exp (f lup(u) |du)
2

et a fortiori, grice & la convergence d'une intégrale impropre :

400
vt >2 |Ltt)| <c exp (f {up(u) |du). O
2
©(u)
u

2°) D'aprés 1°), l'intégrale impropre[ up(u) du est absolument
1

convergente, et, compte tenu de (1), il existe :

+c0
lim @' (t) ="' (1) -f p(u)y(u)du. O
4o 1
40
Soient p :R_ — R, continue, telle que [ |p(t)|dt converge,
o

et w:k+ —> R une solution de (E) : y" +y -p(t)y=0.

Montrer que (¢ est bornée.

La continuité de p fait que @ est c2 ; @ est solution sur R+ de :
y"'+y=p(t)e(t) (E})

En résolvant (E;) par variation des constantes, on constate qu'il existe

(A,B) €R?  tels que,. pour tout tER_

t
@(t) =Acost+Bsint +f sin(t-u)p (u)yp(u)du
o

t
lw(:)|<c+f l@Cu) | |pu) |du, ¢ =|a| +|B].
[o]
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En utilisant l'exercice 4.1.13 du tome I (lemme de Gronwall)
t
VtER, lo(t) | <c exp (f |p(u)|du>
o

4o
et donc : Vt€l+ ltp(t)| <c exp (f Ip(u)ldu). m}
o

*
4.1.23 Soit p :lil+ — R, c!, telle que @
*
3A€R, ve>a  (p()>0) A (p'(£)>0)

*
Montrer qQue toute solution ¢ :B.+ — R de (E) : y" +p(t)y =0 est bornée

au voisinage de +w.

De ce que p est Cl, on déduit que @ est C3.
12
On dispose de l'application ¢ =¢? +wT de [A,+~[ dans R,_; on calcule
¥v'= -p'@'2/p? et on constate : Y' <0 ; |y est ainsi décroissante, et on a,
en particulier :
ve2A  p(t) <y(a),

ce qui entraine :

VE=A  @2(t) <y(A). (m]
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[} ]
4.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES

Dans les deux premiers exercices de ce sous chapitre, on étudie des

méthodes de résolution approchée d'une équation différentielle.

Soit D un ouvert de B2, et £ :D — R une application de classe
cl. On lui associe 1'équation différentielle : y' =f(x,).v) (1)
Soit P={a,b] % [yo—r,y0+r] <D. On suppose qu'il existe (k,t-‘l)tE(ll‘:_)2 tel
que :
(i) Y(x,y)EP |f(x,y)|<M ;
(ii) V(x,y) EP  V¥(x',y")EP [E(x',y") ~£G, )| <k(fx=x'| + [y-y']) ;
(iii) b-—a<r/M.
On considére la solution ¢ de (1) sur [a,b] telle que @(a) =y,-

*
Soient n€EN , h=(b-a)/n, et, pour tout i€ {0, ..,n}, xi=a+ih.

1°) Montrer qu'il existe une unique application ¢ : [a,b] — R continue,
_ .. o <<
telle que cpn(a) ¥, et que la restriction de @ a chaque [xi’xi+l]’ 0<i<n-1,

soit affine, de dérivée f(xi,(pn(xi)).

2°) Montrer que la suite (q)“)neu converge uniformément vers tp‘sur [a,b] ;
on explicitera un majorant de |tpn(x) -@(x)| pour x€ {a,b] .
En déduire une méthode de résolution approchée de 1'équation (1) (dite

"méthode d'Euler" ou méthode de la tangente).

3°) Soit ¢ la solution de (x2-4)y' +xy=2 sur ]-2,2[, qui vérifie
©(0) =0. Calculer une valeur approchée de @(1) par la méthode précédente.

Vérifier en calculant exactement ©(1).

e Notons que, d'aprés le cours, P est un "cylindre de sécurité" de
1'8quation (1) : f est k-lipschtzienne sur P, donc k-lipschitzienne en y.
L'existence et l'unicité de ¢ en résultent. Notons pour la suite, que pour
tout x€ [a,b]l, [©'(x)|<M ; ¢ est donc M-lipschitzienne sur [a,b].

° Y, étant donné, considérons la relation de récurrence :

y =yi+hf(xi,yi), et soit (A’.i) 1'assertion : <€ y; est défini, et

1+1
. r . T . .

. € -1 = - . . .

v [yo i=, yo+1 n]>> ("to) est vraie. Supposons (.1('.1) vraie, avec

0<i<n-l. Il en résulte (xi,yi)GP,donc Yis oSt défini. D'autre part

+1
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b-a_r
IYi+l —yol < IYi+] _yl.l +1|:Yi-y°| . Or |Yi+l —y:i_l = Ihf(xri’yi.)l<n n <; H
d'autre part lyi—y°| <i o et donc |yiﬂ —yo| <(i+1); 3 (_A-,iﬂ) est vraie.

Ainsi Y » s, sont définis.

1°) De toute évidence, ®, est 1'unique application continue affine par

morceaux vérifiant wn(xi) =y; pour tout i€ {0, ..,n}. 0

2°) Notons €;= sup l(p(x)-cpn(x)l, (e _=0).
xG[xo,x.] 0

i
Pour x€ ]xi’xi+l[’ ona : @' (x) =f(x,(p(x)) et tpt'l(x) =f(xi,;'i)-
D'ol : @' ()= Ge)| <k(x-x, | + [@(x)-y, |).
Or : loG)-y, | < [oCx)=00x,) | + [00x, )0 (x) | <Mh+e,,
et donc : |y’ (x)—(.pt'l(x) | <kh + k(Mh+£i) .

Par application des accroissements finis, il en résulte :
|o(x) -0 (x) | <k(M+1)h2 +khe, + |0lx,)=0_(x.)].
D'oli

vx € [x.,x,
i

is1]  |0(0)-0 ()| <k@+1)h? + (1+kh)e,,

relation qui est encore vraie si x€ [xo,xi]. On en déduit— :
€l a1 <k(M+1)h2 + (l+kh)ei.
Une simple récurrence donne, compte tenu de €, =0 :
ci<k(M+l)h2[I + (1+kh) +.. + (1+kh)i_1]
D'ol finalement :
e < (M+DR[(1+kn)" - 1],
En utilisant 1+t<et, tER, et nh=b-a, on obtient :
V€ [a,b]  |ox)~0_(x)| < o) (X P2y ke (2)
La convergence uniforme de (pn vers ¢ sur [a,b]l en résulte.
e ¥ est une solution approchée de (1). Concrétement les couples

(xi,yi) (0<1i<n) donnent @, sous forme tabulée, l'incertitude étant majorée

(uniformément) par (2).

Remarque. Le majorant (en 1/n) fourni par (2) n'est pas tré@s petit. On
constate effectivement que le procé&dé indiqué ici converge lentement. Il
existe de bien meilleures méthodes (cf. exercice suivant).

3°) 11 s'agit ici d'une &quation linéaire, ce qui assure l'existence
et 1'unicité d'une solution ¢ sur ]-2,2[ vérifiant ©(0) =0. Nous nous intéres-—

serons ici 3 la restriction de ¢ a [0,1]. P est de la forme [0,1] x [-r,r].
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Pour (x,y)€P on a : |;2(—;§%| <—2—;£. Nous devons donc choisir r et M de telle
sorte que : Z—;r<M<r. C'est possible avec : M=r=1.

L'existence de k résulte de la continuité de f)" et f}" sur P, et 1l'on
peut choisir k >max[sup|f;((x,y)|, sup|f}"(x,y)|). Le lecteur vérifiera qu'ici
k =1 convient. P P

*

e NnEN é&tant choisi, on adopte h=1/n et on définit la suite
(yo, ,yn) par y. ., =y, +hf(xi,yi). On prend y, comme valeur approchée de
(1), avec ici, d'aprés (2) :

_ oy 13,44
|yn (1) | <2(e-1) S<=s
Un calcul pour n =100 donne : Y100 ~ - 0,602 644,
Le lecteur vérifiera que les solutions sur ]-2,2[ de 1'équation pro-

posée sont les :

x r—> [)\ -2 Arc sin-’zi]/ Vi~x2
Arc sin(1/2)
J3

©(1) = =n/3V3 = -0,604 600+5.1077,

et que la valeur exacte de (1) est -2 , soit :

Remarque. Nous n'avons pas cherché & évaluer l'erreur sur le calcul
(ou erreur de chute") dans 1'itération ci-dessus. L'importance de 1'er-
reur sur la méthode ne la rend pas nécessaire. Par contre, pour de plus
grandes valeurs de n la question peut se poser. Expérimentalement on peut
constater : Y1000 =~ 0,604 403, 10000 ~=0,604 580 ; il ne semble pas y

avoir propagation excessive des erreurs sur chaque y.. Il n'en est pas tou-
jours ainsi. C'est le probléme de la stabilité, que nous n'aborderons pas
ici.

1°) Soient I un intervalle de B, ¢ : I — R une application de
classe €2, x €I et 0€ J0,1). Déterminer (a,B8) ERZ tel que
W(X°+h)‘l9(xo)
h

soit un infiniment petit d'ordre maximal lorsque h tend vers O.

= (o0 (x) + 8O (x +6h))

2°) En déduire une amélioration possible de la méthode utilisée dans
1'exercice précédent (on ne demande pas de majorer l'erreur); Expérimenter

les cas 8=1/2 et 86 =1 sur 1l'exemple.

1°) Au voisinage de O : [tp(x°+h)-(p(xo))/h =0 (x ) + (h/2)9"(x ) +o(h),
et : ay' (xo) + B’ (x°+eh) = (a+B)ep" (xo) + B8 hcp"(xo) +o(h).
D'oli la solution : (a,B) = (l - 1/(20),]/(26)) .
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2°) Reprenons 1'équation différentielle y' =f(x,y), et la solution @
telle que (.p(xo) =y, 3 f étant supposée de classe c!, ¢ est de classe €2 au
voisinage de X,

L'idée de la méthode précédente était de remplacer sur [xo,x°+h] la
courbe représentative de ¢ par sa tangente au point d'abscisse X puis d'i-
térer le procédé en x; =x°+h, etc .. . Autrement dit on approchait
(tp(xo+h)-v.p(xo))/h par @' (x ).

Le 1°) nous conduit & utiliser maintenant l'approximation :

((p(x°+h)—(p(xo)) /h=ap' (x,) + B’ (x_+6h)
avec ' (xo) =f(x°,y°). Mais ¢’ (x°+eh) =f[x°+6h,q)(xo+6h)] n'est pas connu. On
peut songer a 1'approcher par f(xo+8h,yo+eh f(xo,yo)) (c'est—i—dire a évaluer
tp(xo+eh) par la méthode de la tangente). Cette approximation comvient car,

comme le lecteur le vérifiera :

f(x°+eh,yo+6h f(xo’yo)) =iz ,¥,) + ah[f)'{(xo,yo) +f(x°,yo)f;(x°,y°)] +o(h)
=" (x,) +0hg"(x ) +o(h)

et ainsi le développement effectué au 1°) reste inchangé.

Application. On obtient les algorithmes suivants :

. Cas 8=1/2 (Méthode dite de la tangente améliorée) : a=0, R=1. Iei:

y =yi+hf(xi+h/2, yi+(h/2)f(xi,yi)).

i+l

. Cas 6 =1 (Méthode dite d'Euler—-Cauchy) : a=8=1/2, Ici :

Yiep =Yt (DIECG ) + £(x;, 5y +hECxy.)) .

Exemple. Avec l'exemple de l'exercice précédent on trouve, toujours
pour n =100, et alors que (1) = ~0,604 600 +5.1077
(6=1/2) Y(1) =~-0,604 594 ;
(e=1) (1) ~-0,604 607 .
C'est nettement mieux que (1) =~ -0,602 644 trouvé au 4.2.1.

Remarque. Si on applique la méthode d'Euler-Cauchy & 1'équation y' =£(x),
on retrouve la méthode des trapé&zes pour le calcul approché& d'une intégrale.

Sans chercher 3 résoudre l'équation différentielle :
4yy' -4y +t=0 (E)

construire les graphes des solutions. On remarquera que t«— t/2 est solution,

*
et on étudiera d'abord les solutions d& valeurs dans R+.
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Nous remarquons que si  est une solution sur un intervalle I, alors
t > —-@(~t) est solution sur -I. D'autre part nous constatons qu'une solution
ne peut s'annuler qu'en t =0.

Nous chercherons donc d'abord les solutions 3 valeurs dans l:. Les
solutions & valeurs dans Rt s'en déduiront par symétrie du graphe par rap-
port 4 l'origine ; enfin pour obtenir les autres solutions, nous chercherons
a raccorder des solutions déja obtenues, le raccord ne pouvant se faire

qu'en t =0.

*
1°) Etude pour (t,y)ERxR+. L'équation (E) s'écrit :
y' =1-t/(4y) )

et le théoréme de Cauchy-Lipschitz s'applique.

Considérons alors une solution maximale @:I — l:, I étant un inter-
valle de bornes a et b,((a,h) €R2?, a<b). D'aprés le théor2me de Cauchy-Lips-
chitz, si w(to) =to/2 pour tOEI, alors ¢ est la solution t 1= t/2 (et I =R:).

Nous E&carterons désormais ce cas ; il en résulte que @(t) - t/2 garde
sur I un signe constant (non nul).

Faisons quelques remarques préliminaires.

(P1) @ est une fonction concave.

En effet, de : @'(t) =1~ t/(lokp(t)) on dédiuit que @ est de classe C2 (et

méme C par récurrence). On calcule :
4o(E)@" () + (20" (£) - 1)2 =0.

D'od : @'(t) <0 pour tout tEI ; @' est ainsi décroissante. O

(P3) Si a (resp. b) est fini, et si ¢ admet en a (resp. b) une limite

finie celle-ci est nécessairement O.

En effet, supposons par exemple b<+x, et £= 1lim @(t), avec !Z.ER:_
b, t<d
On a, d'aprés (1) : lim ¢@'(t) =1-1/(42). Appliquons le théoréme
t-+b, t<®

de Cauchy-Lipschitz au point (b,%) ; il existe une solution définie sur un
voisinage de b, et se raccordant avec ¢ en b, en contradiction avec le fait

que @ est solution maximale. a

(P3) Si ¢ est croissante sur I, alors b=+=, et lime¢' (t) = lim we) )

r 2
t-rtoo t-r+en
En effet, soit toGI. Comme ( est croissante et concave, on a (' (to) 20

et :

VEET  o(t) <ot ) + (t-t o' (t)) 2)

Si b était fini, @ serait croissante et majorée et admettrait une limite,

. * . .
nécessairement dans R+, en contradiction avec (P3). On a donc b =+,
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Puisque ' est décroissante et positive, il existe 2= lime'(t), !,Ell+.
tote

D'aprés un exercice classique, on en déduit : limy@(t)/t =2, et, compte tenu
t>+o

de (1) : ¢#0 et 2=1=1/(42) ; d'ot 2£=1/2. a
(Py,) Pour tout t€1I, ' (t) et @(t) - t/4 sont de méme signe.

* Ces préliminaires acquis,distinguons deux cas suivant la position de
© par rapport a t ~—» t/2.

— En utilisant (1) et @(t) >0, nous constatons ¢'(t)>1/2 pour tout t€I
(ce qui entraine ¢"(t) <O strictement) ; @ est strictement croissante.

— Soit tOE I. Par concavité :
VEET  0<o(t) <@(t ) + (t-£ )o' (£ ), (0 (t)>0).

On en déduit a>-= (sans quoi on aboutirait 3 une contradiction en faisant
tendre t vers -=). Comme p est croissante et minorée, il existe 1lim (t),
.. . t+a,t>a

et cette limite est O d'aprés (Py). *

De @(t)>t/2 résulte alors a<0. Supposons a =0 ; comme ¢' est décrois-

sante, il existe £= 1lim ¢@'(t), LER,; d'oli, par application du théoréme des
+
t-+0, 0 (t)
accroissements finis : £= 1lim wT’ et, comme ci~dessus, 2=1/2, ce qui

40, £0
exige @' (t)<1/2 pour tout t€ I, en contradiction avec ' (t)>1/2. On a donc

a<o0.
— Comme @ est croissante,on a, d'aprés (P3) :
b=+ ;3 1lim@'(t) =1/2 ; lim@(t)/t=1/2,
t->+oo L4
Etudions la branche infinie,ce qui revient a &tudier &8(t) =¢(t) - t/2.

Nous aurons : &(t)>0, 8'(t)>0 et 1lim8'(t) =0, ce qui entraine 1l'existence
t-r+oo
. *
de limé&(t) =2, avec LER .
t-r+eo "
Supposons R.ER+. Comme on vérifie aisément

VEET  25(e)8"(t) +t8'(t) - 8(t) =0,

il vient : 1limté'(t) =2. En posant y(t) =t8(t), on constate que
-+

PT(t) =t8'(t) +8(t) vérifie limy'(t) =22, et que lim E’(—t)-=29., en contra-
t>+w 4o
diction avec 1limé(t) =¢, et 2¥0. On a donc 2 =+=,
tr+oo

*
En conclusion : toute solution maximale ¢ de (E) i valeurs dans R+, telle

que Q(t)>t/2 pour tEI, est définie sur un intervalle I = Ja,+~[, avec.a<O0 ;

elle crolt de O 3 +» ; elle est concave ; sa courbe représentative présente

une branche parabolique de coefficient directeur 1/2.
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—On a a0 et @' (t)<1/2 pour tout t€1I (ce qui entraine u)"(t)<0] .

Comme ' est décroissante et majorée, il existe 1lim ¢'(t) ; en utilisant
t+a,t>a

w(t) =t/4(l—tp'(t)), on en déduit qu'il existe 1lim «(t) ; cette derniére

- 5 t+a, t>
limite est O d'aprés (P3). a,t-a

Si 1'on avait a>0, il en résulterait, d'aprés (1) : 1lim @'(t)= -=,
t-+a,t>a
en contradiction avec la décroissance de ¢'. On a donc a=0.
De a=0 et lim (t) =0, on déduit, en reprenant un raisonnement déja
t+a,t>a
rencontré : lim @'(t)= 1lim @(t)/t=1/2,
t-0, 0 t+0, 0
— La fonction @' ne peut 8tre positive, sans quoi, d'aprés (P3), on
aurait : b=+» et 1lim®'(t) =1/2, en contradiction avec : @' est décroissante
oo
et @' (t)<1/2 pour tout tE€EI,

I1 existe donc toG I tel que w'(to) <0. En utilisant 1'inégalité de
concavité (2), on constate b<+» ; ' &tant décroissante, on d @' (t) <0 pour
tout t€ [to,b[ ; ¥ est décroissante et minorée sur [to,b[ ; il existe donc

lim @(t), et cette limite est O d'aprés (P2) ; en utilisant (1), on en
t»b, t<b
déduit : lim @' (t) = - =,
t-+b, t<b
Strictement décroissante sur 1 (5 cause de tp"(t)<0), ¢' a un zéro
unique t).

En conclusion : toute solution maximale ¢ de (E) i valeurs dans l*,
de A valeurs dans R

telle que @(t) <t/2 pour tout tEI est définie sur un intervalle I=]0,b[, avec

b>0 ; elle est concave et on a le tableau de variation :

t 0 t1 b
o' (t)]|1/2 + 0 - -~

o(t) O/tlll\_o

* . a ]
e Nous allons montrer qu'é&tant donné a€R_, il existe une unique solu-

5 *
tion de (E) définie sur ]a,+=[ a.valeurs dans R+, admettant O pour limite en a.
— I1 ne peut exister deux telles solutions ¢; et {3 sans quoi (Cauchy-
Lipschitz) on aurait ) (t)*cpz(t) pour tout t€ Ja,+=[ ; d'oii par continuité

-

(quitte a transposer @, et gpz) : sgn(wz—q)l) =1 ; comme :

@3 (6)=} (1) = ooy (G2 (- (1)

on aurait (p;‘;_(t)—(,pi(t) <0 pour tout t€ la,0[, en contradiction avec

@ ()~ (£)>0 et lim (@a(t)=py (t)) =0.
t+a,t>a
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7

— Supposons qu'il existe une telle solution ¢ ; celle-ci, qui est C2 et
PP q

strictement croissante, induit un difféomorphisme de ]a,+o[ sur ]O,+=[ ; le
difféomorphisme réciproque @ ! est solution €2 sur ]0,+»[ de :

dt _ 4y
d_y.—/oy—t: (2)

et vérifie : 1lim ¢ l(y)=a.
y»0,y>0
Inversement, il existe un ouvert D de B? contenant (a,0) sur lequel

(t,y) — zT;—XE est C!, Il existe donc un n>0 et une unique application :
¢ :1-n n[ — B qui soit solution de (2) sur l-n,n[ et vérifie y(0) =a. On
constate que ¥ est C2 ; on a $'(0) =0, et, pour y€ 1-n,n{ :

(by=2 ()" () + (4= (N )" () = 4.

En particulier : ¢"(0) = -4/a>0. Quitte 3 modifier n, on peut (par conti-
nuité) supposer ¥"(t) >0 pour tout t€ ]-n,nl, ce qui entraine ¢'(t) >0 pour
tout t€10,nl ; ¢ induit donc un C2-difféomorphisme de 10,n{ sur un intervalle
la,a'[, a'>a ; le difféomorphisme réciproque noté 6 vérifie (1) sur la,a'[ ;
par Cauchy-Lipschitz (to,e(to)), toe la,af[, définit une solution maximale @
de (E) 3 valeurs dans R:, dont 0 est une restriction ; en utilisant 1'étude

précédente, on constate que @ est définie sur Ja,+=[, m]
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*
e On montre de la méme fagon qu'étant donné hEk+, il existe une unique

. N *
solution de (E) définie sur ]0,b[ i valeurs dans R, admettant O pour limite en b.

2°) Revenons a 1'équation (E). En utilisant la symétrie par rapport a
0, nous déduisons du 1°) les solutions & valeurs dans B _.
Les autres solutions s'obtiennent en prolongeant et en raccordant en t=0:
— une solution sur J-b',0[, b'>0, 3 valeurs dans Rt, et une solution
sur JO,b[, b>0, & valeurs dans l: H
— 1'une de ces solutions et la solution t+— t/2,

*
Courbes isoclines. Pour tout (t Y, JERxR donné, la solution du pro-

bléme de Cauchy admet une dérivée m telle que on m- 4y e =0. La "courbe
isocline", ensemble des points de Rx R par lesquels passe un graphe de solu-
tion admettant une tangente de coefficient directeur m donné est donc

Am\{ (0,0)}, ot Am est la droite d'équation 4(m-l)y+t=0 ; en particulier

Ao et A sont les droites d'équations y=t/4 et t=0.

e La figure représente quelques graphes de solutions de (E).

Remarque . En fait on sait résoudre (E) au titre d équation homogéne.

Les graphes des solutions 3 valeurs dans k (resp ) autres gue t > t/2
sont inclus dans les supports des arcs parametres R, , ®ER", avec :

fa:u — (t=uue , y=a(u+l)e /2).

*
4.2.4 | Etant donné w€R_, on &tudie 1'équation différentielle :
y"+wl siny=0 (E)

1°) Vérifier que les solutions maximales de (E) sont définies sur R.

2°) Soit ¢:R — R une solution. On suppose qu'il existe (to,k)elxl
tel que (p(to) =kn. Montrer que le point (to,kn) est centre de symétrie du
graphe de .

3°) Ici @ désigne la solution de (E) sur R déterminée par : ¢(0) =Y,
et W'(0)=y(; , ol (y ,y')Ell.2 est donné. Vérifier

VEER  ©'2(t) - 2w? cosP(t) =y 2 _gy? cosy (1

Donner 1l'allure du graphe de . On fera intervenir 4 = yc;z - 2uw? cos Y - w2,

(E) est 1l'équation différentielle du pendule simple.
1°) L'application y +— ~w? siny de R dans R est w?-lipschitzienne ; en
raisonnant comme pour les &quations lindaires (cf. IV. 5.1.1, 2° de notre

cours) on constate que les solutions maximales sont définies sur R en entier,
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2°) On constate que ¥ : R — R définie par y(t) = 2km —(.p(2t°—t) est solu-
tion de (E), et que lll(co)=®(t°). W'(t°)=‘9'(t°) ; d'ol Yy =0o. =

3°) De ¢"(t) +w?2 sin@(t) =0 pour tout tER, on déduit, en multipliant
par 2@'(t)

agt—[cp'z(t) -2uw? cos (p(t)) =0 pour tout tER.

¢'2 - 202 cos P est donc une constante, dont la valeur s'obtient en faisant
t=0. @]

Premier cas : A>0. Posons A=2w2a2, a>0. Il vient :
VEER ©'2(t) = 2w? cos w(t) + 202 (14a?) > 20202 > 0.

@' ne prend pas la valeur O, et garde donc un signe fixe. En remarquant que
- est la solution de (E) associée 3 (-yo,—y‘; ), nous pouvons supposer

y;>0 ; ainsi :
VEER @' (t) Zwav2.

¢ croit strictement de — 3 +~, Comme @ prend toute valeur knm, k€Z, le graphe
de @ admet une infinité de centres de symétrie (cf. 2°))

Soit (to,tl)ER2 déterminé par : Lp(to) =0, o(ty) =27,

Compte tenu de ¢'(t) >0, (1) fournit : l.p‘(to) =¢'(ty). On constate que:
¢ : R — R définie par p(t) = - 27 +w(t+t1—to) est solution de (E) et que
w(t°)=0='~0(to), ¢'(to) =£D'(t1)=£0'(to) ; d'oit Y=, et ainsi :

VIER Q(t+T) =@(t) + 27, ol T=t) - £,

D'aprés le 2°), le point de [to,tl] en lequel @ prend la valeur T est
(to+t1)/2.
y La restriction de @ i [to,t0+T/2]
(resp. & [t°+‘1‘/2,t1] est concave (resp.
convexe) ainsi qu'on le constate grice
a sgny"(t) =-sgn(sin&p(t)) . D'oii le
P2, { O graphe de la restriction de 9 3 ["-o.tll
celui de ¢ s'en déduit par les transla-
tions Ti+ 27] (cf. figure 1).

Du point de vue cinématique, le pendule

tourne toujours dans le méme sens et son

mouvement admet la période T.

AU by.

—

[=]
-
-

fig. 1
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Remarque. ¢ est un Cm—difféomorphisme de R sur R, dont la détermination
se raméne a celle de ¢!, lui-méme dé&fini par :

y 1
y— du .
V4 12 _ 902
Y, V2u cosu+y'S-2w’cosy
En particulier :
1

2
1- f
o V2w?cosu+ yc"z - 2w’ cos Y,

du.

Deuxiéme cas : A<0. Nous allons exhiber une famille de solutions de (E)
sur R, et nous vérifierons ensuite que ¢ figure parmi elles.
A<0 s'écrit : cos Y, —y$2/(2m2) > -1. Comme cosy, —y(;2/(2w2) <1, il

existe un unique A€ [0,n[ tel que : cosf =cos Y, —y(;2/(2w2), et (1) s'écrit:
VEER  ¢'2(t) = 202 (cos (L) - cos 8) (2)

e Si =0, c'est-d-dire si : (l-cosy°)+y(;2/(2w2)=0, ou encore si
y°=2k1r (k€EZ) et yc:=0, alors ¢ est 1l'application constante t +— Yo (le
pendule est au repos).

e Supposons maintenant A€ JOo,m[. Nous inspirant de la remarque précé-

dente et de (2), considérons 1'application ¢ : ]-8,8{ — R définie par :
y 1
y — du.
o wV2(cosu~cosf)

Nous constatons que ¥ est impaire,Cm, a3 dérivée strictement positive ;
¥ induit donc un Cm—difféomorphisme croigsant de 1-6,8[ sur }-T,T[, ol 1'on

a posé :

]
1
T =f .
o wVi(cosu - cos Q)du (intégrale impropre convergente).

Notons ®: ]-T,T[ — ]-A,8[ le difféomorphisme réciproque, qui est c.ona:

vt€ 1-1,T[ ®'(t) = w V2[cos ®(t) - cosh) 3

D'od : vt€ 1-1,T[  @'2(t) = 202 (cos®(t) - cosh)
et donc : 20'(t)®"(t) = - 2w’ (t) sin O(t).

Compte tenu de ®'(t)# 0 pour tout t€ 1-T,T[, ® est solution de (E) sur
l-T,T[.

D'autre part, par construction : lim &(t) =6 ; d'aprés (3) et (E) :

t+T, t<T
lim ®©'(t)=0 ; 1lim ©"(t)= -w2?sins.
t+T,t<T t+T,t<T
On en déduit qu'en posant @(T) =6, et, par imparité, O(-T)= -6, on

prolonge @ en une application C2 sur [-T,T], et, on constate que celle—ci

est solution de (E) sur [-T,T].



201

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que l'on peut prolonger @
d'abord i [-T,3T) en posant ®(t) = - ®(t-2T) pour t€ ]T,3T], puis, par pério-
dicité, 3 R tout entier, l'application ainsi obtenue, encore notée P, admet-

tant la période

K 1
414 f S
o wV2(cosu-cosh)
Son graphe (cf. figure 2) se construit aisément (la restriction & [0,T] est
concave d'aprés ®(t)€ [0,n] pour t€ [0,T]).

— Remarquons maintenant que, pour tous tOER et kKEZ :

Qto,k 1t~ d>(t°+t) + 2knm

est solution de (E) sur R.
— Nous allons enfin montrer que l'on peut choisir le couple (to,k) de

fagon que : @ (0) =y et @ (0) =y', ce qui permettra d'affirmer que 1'ap-
t L,k t ,k o

(o]

plication @ correspondante n'est autre que .

to,k

Pour fixer les idées, supposons y(;?o. De cosf =cos Y, -y‘;zl (2w?), et

donc cos A< cos ¥, » on déduit 1l'existence de KEZ tel que Y, ~2kn€[-8,8];
d'oll celle de tOG [-T,T) telle que Q(to) =y, - 2kr. Pour le couple (to,k) ainsi

déterming : _ _ o o - S lone v —cnaf)=v'
¢t k(0) ¢(t°)+2k1r Y, i @t 'k(O) d (to)— m\/2(c05y° .:ose)—éo

o’ o
(Avec yc;< 0, on aurait effectué la construction ci-dessus avec (—yo,-y(;),
et on aurait eu @Y= - @ ).
to,k

Du point de vue cinématique, le pendule oscille et son mouvement a pour

période 4T. v

\

fig. 2 fig. 3
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Troisiéme cas : A=0. Ici (1) s'écrit :
VEER  ©'2(t) = 4w? cos? (w(t)/2),

y
Considérons 1'application ¢ : ]-m,n[ — R dé&finie par : y l—>f L du.

o 2w cos u/2
0
Nous constatons que ¥ est un C -difféomorphisme croissant de J-m,n[ sur R.

Soit & = w_] . Nous avons :
VEER  ©'(t) = 2w cos (@(t)/2)

et nous en déduisons (comme ci-dessus) que ® est solution de (E) sur R,

— Pour tous tOER et kKEZ, d)t k'’ t — ¢(to+t) + 2kn est solution de (E)
1]

[+
sur R.

— Supposons encore y(;>0. Soit kEZ tel que Y, -2kn€ [-w,n]. Comme A=0
Yo=~2km

— -

Si yOG'rr+2‘rrZ, alors y(; =0 et @ est l'application constante t Y, (le

décrit ysz = 4w? cos? (y°/2), on a : y(; = 2w cos

mobile est au repos).
Sinon on a y - 2kn€ l-m,m[. Soit t ER tel que ®(t )=y -2kr. Pour le

couple (to’k) ainsi déterminé :
o(t
) - ]

2 " Y

= [ ) =
o, ’k(o) O(r )+ 2kn=y

. ' = t =
o ¢t ’k(o) ] (to) 2w cos
o o

et donc q)=<!>t

[¢]

x L'interprétation cinématique est immédiate.
’

Remarque. Dans ce dernier cas, on peut expliciter les solutions. On a:

v(y) =ul—) Log (tg LZX) : ®(t) =4 Arc tg (th %)

Le graphe de ® fait l'objet de la figure 3.

Soit e un réel tel que 0<e<1.

1°) Montrer qu'il existe une unique application continue f de R dans R

vérifiant f(0)=0, et tg f(x)= VI-e tgx pour tout xF vZ + /2.

2°) Montrer que cette application peut &tre définie par :

) e X de
VxER =f
o V1 - ecos’t Jo V1 -esin?t

1°) Le lecteur vérifiera qu'une solution est f : R — R dé&finie par :
f(x)= Arctg(VI-etgx) si x€ J-n/2,n/2[ ; f(n/2)=7/2 ;

f(x+mn) = f(x) + mn si x€ ]-1/2,1/2] et mEZ.
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Soit f) une autre solution. L'application @w=1"1(f,-f) de R dans R est
continue ; du fait de tgf,(x) =tgf(x), elle prend une valeur entiére en
tout x¢ 7Z + /2.

Pour tout kE€Z, 1l'intervalle Ik= Jkm~w/2,kn+w/2[ est un connexe de R ;
la restriction de ¢ a Ik étant continue, (p(Ik) est un connexe de Z (d'aprés
ce qui précéde) ; la topologie de Z étant discréte, ce conmnexe est un point ;
la restriction de ¢ a Ik est donc constante, & valeur entiére ; par conti~-
nuité, @(km+n/2) est un entier. Ainsi ¢ :R — R est i valeurs dans Z.

En reprenant le raisonnement précédent (en remplagant I, par R), on
constate que ( est constante sur R, et donc nulle puisque ©(0) =0. On a

ainsi £y =f.

2°) Pour x€ nZ +1/2 on dispose [cf. expression de f(x) du I°)) de

t _ Vi-e
£1(x) 1-e sinZx
2 102
i - P22 1 = tgex _ , _esin“f(x)
Mais 1 —e sin“x 1 eT:%-g—z; 1 =6 cosZ£ (%)
et : (1 -e sin?x) (l—ecoszf(x)]= 1-e.

On en déduit que, pour tout x¢ 7Z+ n/2, on dispose de :

f'(x)=V1-ecos?f(x) / V1 -esin®x.

On a : lim £'(x) =1/V1<e . D'ol l'existence de £'(n/2) et la
. x>n/2,x%n/2
continuité de £' en 7/2, Finalement, f' est Cl.

— On constate que f est une solution sur R de 1'équation différentielle
a variables séparables :
1 ' 1
-y =0 (E)
V1-esin?x Vi-e cos?y
Associons a4 (E) la forme différentielle de degré 1, de classe c” sur B2 :
1 1
(x,y) T w(x,y) = ————— dx ~ ————— dy.
\/l - esin’x Vi —ecoszy

I1 s'agit manifestement d'une forme différentielle exacte et 1'on dispose de :

F:R2Z —R (x,y) — A(x) - B(y)

avec

X | y 1
A(x) =] ——————dt, et B(y) =] —————dt
oV!-esin?t oVl -ecos?t
qui est de classe C et vérifie w=dF.
Considérons 1'application ¢ : x —> F(x,f(x)) de R dans R. Par composi-
tion, elle est de classe cl et 1'on a, pour tout x€ER :
$r(x) =dF(x, £(x))+ {1, £' (x))
=w(x,£(x))(1,£'(x)) =0
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Y est donc constante ; on a : Vx€R  A(x) —B(f(x)) =0,
Comme 1'application B :R — R est de classe Cm, a dérivée strictement
positive, elle établit un Cm—difféomorphisme de R sur B(R), qui est égal 3 R

d'aprés lim B(y) =+» ; B~! désignant le C ~difféomorphisme réciproque, on a

yr+o
£(x) = (B~1 o A)(x) pour tout xER, O
2 _
Résoudre : xy' —y=§—Lx e y/x By
et représenter graphiquement les solutions.

(E) est une équation différentielle homogéne. A cause de e—y/x' on doit
P . . - * * . -
1'étudier séparément sur R, et sur R_, ce qui rend licite le changement de

fonction inconnue t =y/x, lequel conduit & 1'équation & variables séparables:

dt t2 -t
&-:xh—l)e (8

Pour tout (xo,to) tel que x09‘=0 et t°=f=1, (S) admet (d'aprés le théo-
réme de Cauchy-Lipschitz) une unique solution maximale ¢ telle que w(xo) =t°.
Si t0=0, cette sol:tion :St nulle, ce qui correspond au fait que les appli~-
cations nulles de R, et R_ dans R sont solutions maximales de (E). Si :o¢0,
¥ n'est pas nulle et, d'aprés Cauchy-Lipschitz, elle ne prend pas la valeur 0;
elle ne prend &videmment pas la valeur I, et donc y' ne s'annule pas et a un
signe constant ; | est détermine par son application réeciproque donnée par :

dx _t=1 t
= -gzre dt
et qu'elle s'écrit y~! =1y, avec :

(,p(t)=exp(et/t) 3 A=x_exp (—eto/t )#0.
o o

On a : g—f(t) =w(t)-t—t—21— et. D'oll le tableau :

t —a 0 1 +
o(t) 1\0 "M\ee/-roo

On constate que  induit trois Cm—difféomorphismes ©1,P2,93, de 1-=,0{,

00

10,1[ et }1,+=[ respectivement sur I, =]0,1[, Iz=]ee,+°°[ et I3=1I,. On

en déduit que les solutions maximales non nulles de E sont les :

*
O 5 1AL, >R x—r x&p;l(x/)‘) ; i€{1,2,3)}, 2€R .

- * - - .
Leurs représentatiors graphiques constituent les courbes I‘)‘, AER , définies

paramétriquement par : x =Ai@(t), y=2Ate(t), tER\{0,1}.
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Les I‘k se déduisent par les homothéties (0,A) de Iy, que l'on cons-—
truit en utilisant x=@(t), déja étudiée, et y =typ(t), qui fournit :

%%ﬂ@(!_’-)-u(t), u(t) =1 +c;tlet.

2
to—t+ . . *
On a u'(t) =—T:-§—|et, ce qui montre que u est croissante sur R et

*
sur R_ , et qu'elle admet un unique 2éro a€]0,1[. D'oli le tableau :

t +o 0 a 1 4o
x | IS0t N8 8] 5T
y 1= Tolte v ~Tsll 64

e

On calcule les valeurs approchées : s=e
B~ 18,782 913 ; vy = 12,378 805.

I'; admet une asymptote d'E&quation x =1, et deux branches paraboliques

o 15,154 262 ; a =~ 0,659 046 ;

dans les directions Ox et Oy. La seule difficulté du tracé (laissé au lecteur)

est une question d'unité.

[3.2Z.7] Trouver toutes les solutions €2 de 1'équation différentielle :
y'2+2yy" -y'2=0 (E)

et les représenter graphiquement.

I1 est évident que toute fonction constante ¢n particulier la fonction

nulle) est solution de (E) sur R.

1°) a) Recherche des solutions C3 de (E). Soient I un invervalle de R,

et § une solution c3 de (E) sur I. En utilisant :
d 1 t
TR 2e2yyt-y'2) = 2y " (y+y")

on constate :
VXET ™ (x) (¥(x) +¥"(x)) =0.

Supposons - hypoth&se (H) - qu'il existe xOEI tel que "™ (x°)¢0. Puisque
¢'" est continue, il existe un intervalle J tel que {xo}CJCI sur lequel ¢'"
ne prend pas la valeur O ; y est donc solution sur J de 1'équation y+y" =0,
et il existe (A,u) ER? tel que

VxE€J Y(x) =i cosx+yusinx.

En écrivant que ¢ vérifie (y+y")2=y2+y'2 sur J, on obtient A2+u2=0 ; en
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d'autres termes ¥ est nulle sur J, ce qui est contradictoire avec

y™ (xo)#&o. L'hypothése (H) est donc absurde, et ¢" est nulle sur I.
Les solutions C3 de (E) sont donc les solutions de y™= 0 qui véri-

fient (E), i.e. les x +» ax? +bx+c, (a,b,c)ER3 et 4a? +4ac-b2%=0.

On obtient les solutions maximales, définies sur R :

*
gy:x 1> v, VER ; £ x> A{Gu)? 1), (L) ER xR,

Les représentation graphiques des gy dans un plan affine rapporté a un
repére (0;-{,}) sont les droites dirigées par Ef ; celles des f)‘ sont les
paraboles de direction asymptotique (0’-_]?) qui coupent 1'axe (O:%) en deux
points dont la différence des abscisses est 2.

b) Montrons que toute solution C2 de (E) est nécessairement C3,

Soit @ une solution C2 de (E) sur un intervalle I. Pour tout xOEI tel que

(w(xo),(p' (xo)) #(0,0), il existe un intervalle J tel que {XO}CJCI sur

lequel la fonction — 9 __ est définie et continue ; comme, d'aprés
Vit +p'
(y+y")2=y2+y'2, (E)

cette fonction prend ses valeurs dans {-1,1}, elle est constante et on a :

VXET @"'(x) = -@(x) +e VEZx)+' 2 (x), e€{-1,1}.

On en déduit que @ est C3 sur J, et plus généralement sur tout sous-inter-
valle de I sur lequel @? +¢'2 ne prend pas la valeur 0 ; sur un tel sous-
intervalle, @ coincide donc avec une 8, v#0 ou une fA,u'

— Soit ¢: 1 — R une solution C2 et non nulle de (E). Montrons par 1'ab-
surde que A = {tE I | (2+'2) (t) =0} est vide, ce qui entrainera que ¢ est C3.
Supposons qu'il existe a €A. Comme A+*1I, on dispose de BEI\A avec, pour fixer
les idées, B<a. On note J le plus grand intervalle inclus dans I\A et conte-
nant B ; majoré par @, J admet une borne supérieure y, et y €A (sans quoi on
aurait y<a et on pourrait prolonger J par continuité). Sur J=[g,y[, © est
d'un type B, v#0, ou f)"u. En faisant tendre t€J vers y, on décéle dans les
deux cas une contradiction avec (@2+p'2)(y) =0.

2°) Autre méthode. L'équation (E) est homogéne en (y,y',y"). Les solu-
tions €2 de (E) qui ne prennent pas la valeur O sont les solutions C2 de 1'é-

quation différentielle
ny\2 " 1\2
(y_) +2 v__(y_) -0 (E1)
y y y
que le changement de fonction inconnue y'/y =2 transforme en :
(2'+1422)2 = | + 22,

Le nouveau changement de fonction inconnue z=sh¢@ (i.e. ¢ =Argsh z) raméne

a la recherche des solutions C! de:
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Pour chacune de ces solutions, g—:‘:-#chtp est une fonction continue, &
valeurs dans {-1,!}. Les solutions C! de (E») sont donc les solutions (auto-
matiquement C!) de 1'une et de 1'autre des équations 3 variables séparables:

d d
(N L= -cho-1; o= -cho+1 (2)

La fin du calcul est laissée au lecteur.

Trouver les solutions C! de 1'équation différentielle

y=xy'2+y'3 (E)

On discutera le nombre des solutions du probléme de Cauchy en (xo,yo).

(E) est une &quation de Lagrange dont les solutions affines sur R sont
X 1= 0 et xv— x+1,

Pour (xo,yo) donné, toute solution du probléme de Cauchy en (xo,yo) a
pour dérivée en x  une des racines de m3 +xom2-y0 =0, équation incompléte

du troisiéme degré dont la discussion (classique) fait intervenir (cf. fig. 1):

Y

fig. 1

1

A={(x,y) | yly-4x3/27)>0} ; B={(x,y) | y(y-4x3/27) <o}

c={(x,y) | y-4x3/27=0} ; D={(x,y) | y=0}.

L'équation m3 +x0m2—yo =0 admet une racine simple si (xo,yo)GA, trois
racines simples si (xo,yo)GB, une racine simple (x°/3) et une racine double
(—2x0/3) si (xo,yo)EC\{(O,O)} , une racine simple (-xo) et une racine double

(0) si (xo,yo)ED\((0,0)}, enfin une racine triple (0) si (xo,yo) = (0,0).
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a) Soient (xo,y0)¢(0,0) et t  une racine simple de m3+xom2—

¥, =0,
o
ce qui implique 3t§ +2xoto¢0 s l.e. to¢{0,—2x°/3}. Par application des théo-
rémes des fonctions implicites et de Cauchy-Lipschitz, on constate qu'il
existe, au voisinage de x ,une unique solution C!, @, de (E) qui vérifie
&p(xo) =y, et (p'(xo) =t  ; en fait cette solution est C? et en dérivant (E),
on obtient :
1 - to
1 _
¢ (xo) T3t +2x
o o
Eliminons t, = 1, auquel cas @ est une restriction de x r* x+l.
De ' (xo) #0 et (p"(xo)4=0, on déduit que @' induit un Cl-difféomorphisme
d'un intervalle V, xOEV, (que 1'on peut supposer assez petit pour que ' n'y
prenne ni la valeur O ni la valeur 1) sur un intervalle W, toEW, et que la

restriction de ¢ 3 V est fournie par :

(y=xt2+t3) A (y" =t) A (LEW)

. = xt24e3) (9%, 2 __ 3t
et par : (y=xt +t)A(dt+t_‘ = A (tEW)

Oou encore par :

(D=g}‘ of;l , x€EV, avec :
<} o

avec :
1 A . 2 a2
fx(t)_ t 7+zt_]52 B g)\(t)"' _2 +(t_152 (1)

et Ao = (x°+to+l/2)(t°—1)2, étant entendu que f;; désigne 1'application réci-
proque de la bijection de W sur V induite par f)‘.

On voit intervenir les courbes algébriques r, de R2, représentées para-
métriquement par (1), le graphe de la restriction de ¢ & V &tant ici inclus
dans I‘)‘ . o
o b) Inversement soit AER ; f)‘ et B)» données par (1),sont C sur
R\ {1}, et :

£y(t) = -1 —(t—z%g ;8 (£) =t £y(E).
A

Soit J un intervalle ne contenant ni 1, ni t=1 -\3/ﬁ H f}‘ induit un
Cm—difféomorphisme de J sur I=fA(J), et, l'application réciproque étant notée
f;l, on vérifie aisément que v=g o f;l est solution de (E) sur I ; le graphe
de ¢ est inclus dans I‘A.

¢) Ceci vaut, en particulier, si 0€J ; on constate alors (en sup-
posant A¥#1/2) que T
u=A-1/2#0.

En utilisant y=xt2+t3, on a y ~ ut? au voisinage de t =0 ; on en dé-

) est tangente 4 D en un point que nous notons (p,0) avec

duit que la concavité de Ty en (u,0) contient B.
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Les restrictions de ¢ 3 T' ={x€ I | x<y} et 3 I"={x€T | x>u} sont
solutions ; on peut raccorder en u chacune d'elles & 1'autre, mais aussi a
la solution affine x +— O. Retenons que, pour tout (xo,O) tel que xoi‘:O, le
probléme de Cauchy en (xO,O) admet une solution de dérivée -x, et de dérivée

seconde - (l+x°)/x°, correspondant 3 A = (xo+1)2/2 et une infinité& de solutions

de dérivée 0, dont une correspond i A =x + 1/2 ., La figure 2 correspond &

fig. 2 fig. 3

d) Reprenons b) en supposant que J admet T =1 -\3/2_)\ pour extrémité
gauche (en supposant A#0, sans quoi on aurait t=1). Notons (£,n) le point
de I‘A qui correspond 3 t=T j; ona E= -37/2, n=-13/2 et donc (E,n)EC.

On constate fi(r) =g;‘(r) =0, ce qui montre que (E,n) est un point sta-

tionnaire de I‘)‘. Au voisinage de t =1, on calcule (pour A#1/2, et donc §#0)
9 3
x-E "~ ZFG(C'T)Z 3 y-n ~--2—;—3(t—r)2,

ce qui montre que (£,n) est un point de rebroussement de Ty» en lequel 1la

tangente 43 I', a pour pente T.

La solﬁtion P=g, e f;l de (E) sur I peut &tre prolongée en une solution
sur TU{g} par la convention @(£) =n, qui entrafne 1'existence de ' (£) =T.
I1 va de soi que le méme raisonnement vaut pour un intervalle J qui
admet T pour extrémité droite. Retenons que, pour tout (xo,yo) tel que
Yo =4xg/27 et xoaﬁo, le probléme de Cauchy en (xo,yo) admet une solution de
dérivée x°/3, de dérivée seconde (3-xo)/(9xo),et deux solutions de dérivlée
—2x°/3 (dont les graphes sont des arcs de T,, avee 21 = (1 +2x0/3)3, qui

aboutissent au point de rebroussement). La figure 3 correspond a X, =2,
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e) Pour A =0, on a fo(c) = -t-1/2 et go(t) =-t2)2 ; I‘o est la
parabole d'équation y =¢(x), ot ®(x) = - (x+|/2)2/2, et Y est solution de (E)
sur R, Ce qui a &té dit en c¢) est valable : ¢ peut se raccorder avec x'—+ 0O
au point X, = - 1/2, qui correspond au sommet de r.. Ici T, n'a pas de point

de rebroussement, mais elle est tangente & C au point (~3/2,-1/2).

fig. 4

f) Reste 3 étudier le cas A =1/2, pour lequel d) s'applique avec
T=E=n=0, 3 ceci prés qu'au voisinage de t =0 on calcule :

X ~ -:211:2 sy~ t3
ce qui montre que (0,0) est point de rebroussement de premiére espéce de
I“/Z, la tangente en (0,0) &tant l'axe des x. On dispose de deux solutions

de (E) sur des intervalles admettant O pour extrémité gauche et droite res-—

pectivement. Chacune d'elles peut &tre raccordée en 0 avec la solution x'—+ 0.
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Le probléme de Cauchy admet en (0,0) une infinité de solutions, toutes a
dérivée nulle en O.

e La figure 4 représente quelques graphes de solutions.

1°) Soient a,b,c trois applications continues d'un intervalle
ouvert J de R dans R, telles que l'on connaisse deux solutions sur J,§; et ¥,

de 1'équation différentielle
y' =a(x)y? +b(x)y +c(x) (E)

Résoudre (E).
2°) Résoudre : (x2-1)(xy'-y) = 2(y2-x?) (F)

et construire les graphes des solutions.

1°) (E) est une équation de Riccati. Elle s'&crit y' =F(x,y), oi F
est continue sur JxR et y admet une dérivée partielle par rapport 3 y continue;
le théoréme de Cauchy-Lipschitz s'applique : deux solutions distinctes de (E)
sur J (en particulier ¢; et §5) ne prennent la m@me valeur en aucun point de J.
a) Ceci justifie le changement de fonction inconnue y =¢) + 1/z,
qui raméne la résolution de (E) 3 1la recherche des solutions ne s'annulant

pas de 1'équation linéaire :
z' + (Za(x)wl(x) +b(x))z +a(x) =0 (L)

dont on connait la solution 1/(y5-¢1).

Les solutions de (E) sont y; et les applications I — R de la forme :

- Yot
ga-wl*ﬁm , aER,

oi w est une solution non nulle, arbitrairement choisie, de :
z' + (2a(x)y) (x) +b(x))z=0

et oii 1'intervalle I<J est choisi de sorte que la fonction | +a(ys-¢;)w ne
s'annule pas sur I.
b) Voici une autre solution, dans laquelle ¢; et ¥, jouent des rdles
plus symétriques.On constate qu'ad toute solution y de (E) sur J distincte
de ¥, et y,, on peut associer l'application (.p=u1- de J dans R, que celle-ci
U '}] Yoy
ne prend ni la valeur 0, ni la valeur |, et que : Y= o1 °

Une dérivation logarithmique donne :
1 1

@ _w'-vi_p'-y
[V S T Y—-y2
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De plus, ¥ et is i€ {1,2}, étant des solutions de (E) :

vi-vl = (atusy) +b) (4-v)) .
D'od : & =alv1-v2).

Soit u une solution non nulle, arbitrairement choisie, de :
z' = a(x) (v1 ()92 (x)) z.

Il existe un réel A¥0 tel que Y=2iu, et 4,:__‘22._‘?_“:“_; .

*

— Inversement soient A€R_ , et ICJ un intervalle sur lequel la fonc-
: Auyo— *
tion fA=——M1 est définie (i.e. sur lequel u ne prend pas la valeur 1/X).

Au-1
- Au~1 P .
On a : f)‘ =¢2+1/9A, ot 6)‘ =E‘;T‘P1_' On vérifie que SA est solution sur I de :

z' + (Za(x)wz(x) +b(x))z +a(x)=0 (L2)

et, ane prenant pas la valeur O, on en déduit (cf. 1°) que fx est solution
de (E) sur I.

2°) Notons que ¥; : x+— x et Yo = —¢; sont solutions de (F) sur R.

a) L'étude du 1°) s'applique avec a(x) =x—(x27——l)' Pour tout inter-

valle de I de R ne contenant ni 0, ni 1, ni -1, les solutions de (F) sur I
*
sont les restrictions de ), de Y3 et de celles des fA’ A€ER , qui sont dé-
finies sur I, avec :
(x+1)2 +A(x=1)2 . *
= e -
fA(X) Xm-)lz si A€ER\{1};
£1(x) = (x2+1)/2.

En fait, les f)\ sont définies sur R, sauf celles qui correspondent a

*
A€R+\(l}, et qui admettent deux points de discontinuité EA et ”EJ\ avec
_ A+l .
SNy ey
b) Les f)‘ sont toutés définies aux points 0,1,-1. On calcule :

f)‘(l) =1 ; fi(l) =1 : fl(—l) =13 fi(—l) = -1
£,(0) =0 et £1(0) =1x si A#1 ; fl(o):% et £1(0) =0.

On en déduit que, pour tout A€R , il existe un intervalle ouvert con-
tenant O (resp. 1 ; resp. —1) sur lequel f)‘ est solution de (F). En outre :
— En O une solution ne se raccorde (ainsi que sa dérivée) qu'avec

elle-méme ;
— En I, toute fA se raccorde avec toute fA' , et aussi avec ¥; ;

— En -1, toute f, se raccorde avec toute f,, , et aussi avec .
A A 2

Le lecteur en déduira aisément les solutions de (F) sur R.
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¢) Les graphes des solutions de (F) sont les droites d'équation
y=x et y=-x, la parabole*d'équation y= (x2+l)/2, et les cubiques 1"}‘ d'é-
quations y=f>‘(x) avec AER \{1}.

Fx/x se déduit de T, par symétrie par rapport a Oy. Toutes les r, con-
tiennent les points (1,1) et (~1,1), en lesquels elles ont une tangente com—
mune, et le point O.

En utilisant :

¥ _(0+2) +2(1-2) /x + (1+1) /%2
x (1=X) # 2(1+Ax) [x + (1-A) /%%

On constate (par division) que T', admet une asymptote d'&quation :

_ 14 % - 8)
A SN BV I
qui est paralléle 3 la tangente en O.
*
Pour A€R+\{l}, ry admet en outre deux asymptotes paralléles 3 Oy.

Le lecteur construira quelques graphes sur une méme figure.

Résoudre : x2yy" + (xy'-y)2=0 (E)

Premidre méthode. (E) s'derit : x2(yy"+y'2) —2xyy' +y2=0

i.e. x2(y2)" - 2x(y2)' + 292 = 0.

Une application ¢ d'un intervalle I dans R est donc solution de (E)
sur I si, et seulement si elle est deux fois dérivables sur I, et si 2 est

solution sur I de 1'équation d'Euler :

2

x“u" - 2xu' 4+ 2u=0 (F)

(F) admet x+— x et x r— x2 pour solutions sur R ; comme elle est lindaire

et homogéne, les f tx— Ax2 +ux, (A,1) €R?, en constituant 1'ensemble des

A,u
solutions sur tout intervalle qui ne contient pas O, et plus généralement sur

tout intervalle [le raccord en O de fk " et de f)‘. " ainsi que de leurs deux

premidres dérivées exigeant (A,p) = ()\':u')) . ’

Les solutions de (E) sont donc les applications deux fois dérivables,
d graphe inclus dans 1'un des ensembles rk,u ={(x,y)€lll2 | y2= f)"u(x)},
(A,n) ER?,

— Pour A0 et u=0, on obtient les x > kx, kER, solutions sur R.

— Pour A<0 et p=0, on n'cbtient rien.

— Pour p#0, on obtient les ‘/E;,_u et les — VfT_ qui sont solutions

u

’

sur tout intervalle sur lequel £, y ne prend que des valeurs strictement posi-
3
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tives ; les représentations graphiques sont des arcs de coniques dont un
sommet est O et dont un axe de symétrie est Ox.

Seconde méthode. (E) est homogéne en (y,y',y"). La fonction nulle est

solution sur R. Les solutions qui ne prennent pas la valeur O sont données

par :

]
% =z ; x22' = -2x222 + 2%z - 1.
. R . B’ , * *
Quitte 3 raccorder en 0, on travaille séparément sur R+ et sur R_, ce

qui conduit & résoudre l'équation de Riccati :

2' = =222 +zz—lz
X X

dont on connalt les deux solutions x1— 1/x et x > 1/(2x). Les calculs sont

laissés au lecteur qui pourra s'inspirer de l'exercice précédent.
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