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PREFACE DU TRADUCTEUR

Ce livre est le second d’'une série de trois recueils d’exercices corrigés traitant
des bases de l'analyse réelle. Il s’adresse d’abord aux étudiants, principalement
ceux des niveaux L1 a L3, qu’ils soient & I'université ou en CPGE. Il intéressera
aussi les candidats aux concours du CAPES et de 'agrégation de mathématiques
qui y trouveront autant les théorémes qu’ils doivent connaitre que des exercices
pour les illustrer.

Ce second volume traite principalement des fonctions réelles d'une variable
réelle. Le premier chapitre traite en profondeur des fonctions continues (la der-
niére section, sur les fonctions entre espaces métriques, intéressera plus particu-
lirement les étudiants de L3 et M1). Le second chapitre aborde les fonctions
dérivables (la derniére section traitant de généralisations de la notion de déri-
vée, théme trés rarement abordé dans les ouvrages s’adressant aux étudiants du
premier cycle universitaire) et le dernier chapitre se concentre sur les séries de
fonctions. Chaque section, centrée sur un théme, commence par des exercices rela-
tivement simples et se poursuit par des problémes plus difficiles, certains étant des
théorémes classiques. Souvent, différents aspects d’'un méme théme sont traités en
une série d’exercices successifs pour permettre d’en approfondir la compréhension.

Tous les exercices sont corrigés, le plus souvent en détail, ce qui permettra aux
étudiants de ne pas « sécher » sur un exercice difficile. Nous les invitons cependant
a chercher par eux-mémes les exercices avant de regarder les solutions pour ne pas
se priver du plaisir de les résoudre. Nous insistons aussi sur le fait que les auteurs
ne donnent pas nécessairement toutes les étapes d’un calcul lorsqu’ils considérent
que celui-ci ne pose pas de problémes techniques. C’est bien sur aux étudiants de
prendre le temps de rédiger entiérement leurs solutions.

Nous avons ajouté dans cette traduction quelques notes pour préciser certaines
définitions et éviter ainsi d’avoir & chercher dans d’autres ouvrages. Nous avons
aussi ajouter en note les noms de certaines propriétés et relations pour inviter les
étudiants & engager des recherches par eux-mémes. L’'index & la fin de 'ouvrage



PROBLEMES D’ANALYSE II, CONTINUITE ET DERIVABILITE

vi

permet de facilement retrouver une définition et la table des renvois permet de
voir les liens entre les différents problémes dans ce volume et dans les deux autres.

Je tiens a remercier Daniel Guin et Xavier Cottrell pour avoir pris le temps de
relire cette traduction et pour les remarques qu’ils m’ont faites afin d’améliorer
le style et de corriger les erreurs. Je reste responsable de celles qui subsisteraient.
Je souhaite aussi remercier pour sa disponibilité Patrick Fradin, I'auteur du logi-
ciel TeXgraph avec lequel toutes les figures de cet ouvrage et l'illustration de la
couverture ont été réalisées.

E. Kouris



PREFACE A L’EDITION ANGLAISE

Cet ouvrage est le second volume d’une série de recueils de problémes d’ana-
lyse. Il traite des fonctions réelles d’une variable réelle, a I'exception de la sec-
tion 1.7 ou sont abordées les fonctions définies sur un espace métrique. Comme
dans le premier volume, Problémes d’Analyse I, Nombres réels, suites et séries,
chaque chapitre est divisé en deux parties. La premiére partie est composée d’exer-
cices et de problémes, la seconde des solutions & ces problémes. Bien que souvent
un probléme donné admette plusieurs solutions, nous n’en présentons qu’une. De
plus, les problémes sont divisés en sections suivant les méthodes utilisées pour
leur résolution. Par exemple, si un probléme se trouve dans la section Fonctions
convezes, cela signifie que 'on utilise des propriétés des fonctions convexes dans
la solution. Bien que chaque section commence par des exercices relativement
simples, on trouvera aussi des problémes assez difficiles, dont certains sont, en
fait, des théorémes.

Ce livre s’adresse principalement aux étudiants en mathématiques mais il
couvre des thémes que les enseignants pourront inclure dans leurs cours ou utiliser
dans des séances de travaux dirigés. Par exemple, suivant Steven Roman [Amer.
Math. Monthly, 87 (1980), pp. 805-809], nous présentons une démonstration de la
formule bien connue de Faa di Bruno donnant la dérivée n-iéme de la composée de
deux fonctions. Les applications de cette formule aux fonctions analytiques réelles
données au chapitre III sont principalement tirées de A Primer of Real Analytic
Functions de Steven G. Kranz et Harold R. Parks. En fait, nous avons trouvé cet
ouvrage si stimulant que nous n’avons pas résisté & y emprunter quelques théo-
rémes. Nous souhaitons aussi mentionner ici une généralisation du théoréme de
Tauber due a Hardy et Littlewood. La démonstration que nous en donnons est
basée sur la publication de Karamata |Math. Zeitschrift, 2 (1918)].

Nous avons emprunté librement dans plusieurs ouvrages, recueils de problémes
et sections de problémes de journaux tels que American Mathematical Monthly,
Mathematics Today (en russe) et Delta (en polonais). Nous donnons la liste
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compléte des livres dans la bibliographie. Comme dans le premier volume, don-
ner toutes les sources originales dépassait nos objectifs et nous avons pu oublier
certaines contributions. Nous présentons nos excuses si cela s’est produit.

Toutes les notations et définitions utilisées dans ce volume sont standards.
Néanmoins, pour éviter toute ambiguité et dans un souci de cohérence, une liste
des notations et définitions est incluse au début de ce livre. Nos conventions
pour les renvois s’expliquent le mieux par des exemples : 1.2.13 et 1.2.13 (vol. I)
représentent respectivement le numéro du probléme dans ce volume et dans le
volume 1.

Nous devons beaucoup & de nombreux amis et collégues avec lesquels nous
avons eu de nombreuses conversations productives. Une mention particuliére doit
étre faite pour Tadeusz Kuczumow avoir suggéré différents problémes et solu-
tions et pour Witold Rzymowski qui nous a fourni son manuscrit [28|. Nous
remercions aussi sincérement Armen Grigoryan, Malgorzata Koter-Morgowska,
Stanistaw Prus et Jadwiga Zygmunt pour avoir réalisé les figures et pour nous
avoir aidés a les incorporer au texte. Nous avons aussi une grande dette envers le
professeur Richard J. Libera de I'université du Delaware pour son aide généreuse
dans la traduction anglaise et pour toutes ses suggestions et corrections qui ont
grandement amélioré autant la forme que le contenu des différents volumes. Nous
aimerions aussi remercier 1’équipe de PAMS pour leur assistance (par courriel)
pour mener a bien notre travail.

W. J. Kaczor, M. T. Nowak



NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

R est ’ensemble des nombres réels.

R4 est 'ensemble des nombres réels positifs.

R est la droite réelle achevée, autrement dit, R = R U {—o0, +00}.
Q est 'ensemble des nombres rationnels.

7 est 'ensemble des entiers relatifs.

N est I’ensemble des entiers naturels.

N* =N\ {0}.

[a,b] est U'intervalle fermé d’extrémités a et b.

Ja, b[ est I'intervalle ouvert d’extrémités a et b.

[z] est la partie entiére du nombre réel = (on a conservé la notation anglo-
phone).

Pour x € R,
1 pour x>0,
sgnx =< —1 pour zx <0,
0 pour x = 0.
Pour n € N*,

nl=1x2x3x...xmn,on pose aussi 0! =1,
)l =2x4x6x...x(2n—2) X 2n,
Cn—1)I=1x3x5x...x(2n—3) x (2n —1).
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e Si A C R estnon vide et majoré, alors sup A est le plus petit majorant de A.
Si ’ensemble non vide A n’est pas majoré, on pose alors sup A = 400.

e Si A C R est non vide et minoré, alors inf A est le plus grand minorant
de A. Si I’ensemble non vide A n’est pas minoré, on pose alors inf A = —oo.

e Une suite {a, } est dite croissante (resp. décroissante) si a,,4+1 > a, pour tout
n € N (resp. an41 < a, pour tout n € N). La classe des suites monotones
est formée des suites croissantes et des suites décroissantes.

o Soit {an} et {b,} deux suites réelles (b, # 0 pour tout n). Si le quotient
an /by, tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque n tend vers 400, on écrit alors
a, = o(b,) (resp., ap, = O(by)).

e Un réel ¢ est une valeur d’adhérence de la suite {a,, } s’il existe une sous-suite
{an, } de {a,} convergente vers c.

e Soit S l'ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de {ay}. La limite in-
férieure, lim ay,, et la limite supérieure, lim a,, sont définies comme

n——+o00 n—-+00
suit :
+oo  si {ay} n’est pas majorée,
lim a, = ¢ —o0o si{a,} est majorée et S = (),
n—-+00
supS si {a,} est majorée et S # (),
—oo  si {ap} n'est pas minorée,
lim a, = ¢ +oo si{a,} est minorée et S = (),
n—-+00

infS si{a,} est minorée et S # (.

+00
e Un produit infini ] a, est dit convergent s’il existe un entier ng € N tel que

n=0
an # 0 pour n = ng et la suite {anangt1- - - Ang4+n } converge, lorsque n tend
vers +00, vers une limite Py non nulle. Le nombre P = ajas---- - Gno—1 - Fo

est appelée la valeur du produit infini.

e Si A C Xetsifest une fonction définie sur X, f|5 est la restriction de f
aA.

Si (X, d) est un espace métrique, z € X et A un sous-ensemble non vide
de X, alors

e A° =X\ A est le complémentaire de A dans X,
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e Bx(z,r), Bx(x,r) représentent respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre x et de rayon r. Si X est fixé, on omet l'indice et on écrit

simplement B(x,r), B(x,r),

o
e A est lintérieur de A dans I'espace métrique (X, d),

e A est 'adhérence de A dans I'espace métrique,

e DA = ANX\ A est la fronticre de A,

e diam(A) =sup{d(z,y) : z,y € A} est le diamétre de 'ensemble A,
e dist(x,A) = inf {d(z,y) : y € A} est la distance de x a 'ensemble A,

e A est un ensemble de type F, si c’est une union dénombrable d’ensembles
fermés dans (X, d),

e A est un ensemble de type Gs si c’est une intersection dénombrable d’en-
sembles ouverts dans (X, d),

e X est dit connexe s’il n’existe pas de sous-ensembles ouverts disjoints B et
C de X tels que X =B UC.

(2) 1 si ze€A,
xTr) =
XA 0 si zeX\A

est la fonction caractéristique de A.
Continuité, dérivabilité.
e GA est 'ensemble des fonctions continues sur A a valeurs dans R.

° CK]Z b €5t I'ensemble des fonctions n fois contintiment dérivables sur ]a,b[ a

valeurs dans R.

° [}1 5 OS5t I'ensemble des fonctions continiment dérivables sur [a, b] & valeurs
dans R, en considérant aux extrémités respectivement la dérivée a droite
et la dérivée a gauche. L’ensemble ‘K[Z 0] des fonctions n fois contintiment
dérivables sur [a,b] & valeurs dans R est définie récursivement.
[e.°]
Ja,b[’
sur Ja,b| et [a,b] a valeurs dans R.

° [Zob] est ’ensemble des fonctions infiniment dérivables respectivement

xi
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Si f et g sont des fonctions réelles d’une variable réelle, alors

e f(a™) et f(a™) représentent respectivement la limite a droite et la limite &
gauche de f en a,

e sile quotient f(x)/g(x) tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque x tend vers xo,

on écrit alors f(x) = o(g(x)) (resp. f(x) = O(g(x))),
o f( est la dérivée n-ieme de f,

e f'(a), f’ (a) représentent respectivement la dérivée a droite et la dérivée a
gauche de f en a.

xii



I

LIMITES ET CONTINUITE

Enoncés

I.1. Limite d’une fonction

On adopte les définitions suivantes.

Définition 1. Une fonction réelle f est dite croissante (resp. strictement crois-
sante, décroissante, strictement décroissante) sur un ensemble non vide A C R
si 1 < xo, 1,29 € A, implique f(x1) < f(z2) (resp. f(x1) < f(z2),
f(z1) = f(z2), f(z1) > f(z2)). Une fonction croissante ou décroissante (resp.
strictement croissante ou décroissante) est dite monotone (resp. strictement
monotone).

Définition 2. L’ensemble Ja —e,a + €[\ {a}, ot € > 0, est un voisinage épointé
du point a € R.



CHAPITRE I. LIMITES ET CONTINUITE

I.1.1. Trouver les limites suivantes ou dire si elles n’existent pas.

1 1
O 1 b i -
(a) ili%xcosx, (b) lim 2 [x],
(¢) lim E [é} , a,b>0, (d) lim il ,
z—0a | z—0 T

CoS (% cos 33)

(e) zgrfoox<\/x2+1—\3/x3+l>, (f)

ey sin(sin z)
I.1.2. Soit f: ]—a,a[\ {0} — R une fonction. Démontrer que

(a) lin% f(z) =1 si et seulement si lin}) f(sinz) =1,

(b) si lin}) f(z) = 1, alors hn%f(|33|) = [. L’implication réciproque est-elle
xr— xr—
exacte ?

I.1.3. Soit f: |—a,a[\{0} — R une fonction vérifiant lim <f(a:) + ﬁ) = 2.

z—0

Montrer que limO flz)=1.
€T —>

I.1.4. Soit f une fonction définie sur un voisinage épointé de a telle que
lim (f(:v) + ﬁ) = 0. Déterminer lim f(z).
r—a r—a

I.1.5. Prouver que si f est une fonction bornée sur [0, 1] vérifiant f(ax) = bf(x)
pour 0 <z < et a,b> 1, alors lim+ f(z) = f(0).
x—0

1.1.6. Calculer

(a) iiil%<:v2<1+2+3+...+[%}>>,
o (o[ e [H]). rew

1.1.7.  Calculer lirf P@)] oy P oest un polynéme & coefficients strictement
T— 100

positifs.



ENONCES

1.1.8. Montrer sur un exemple que la condition
lim (f(z) + f(22)) =0 (%)

n’implique pas que f admet une limite en 0. Prouver que s’il existe une fonction
¢ telle que, dans un voisinage épointé de 0, I'inégalité f(z) > ¢(x) est vérifice et
lir% p(x) =0, alors () implique lin}) flz)=

Tr— xr—

1.1.9.

(a) Donner un exemple de fonction f vérifiant la condition
lim (f (x) f(22)) = 0

et telle que lin% f(x) n’existe pas.
xr—

(b) Montrer que si les inégalités f(z) > [z|* (3 < a < 1) et
sont vérifiées dans un voisinage épointé de 0, alors hm f(z

f(@)f(2r) < [z
) = 0.

flaz) _

T

1.1.10. Soit @ € R. On suppose que lim

T——+00
Prouver qu’il existe ¢ tel que g(a) = ca®.

g(a) pour tout a € R%.

I[.1.11. Soit f: R — R une fonction monotone telle que hr}rl J}((%f)) = 1. Prou-
xr—
flez)
ver que xll)r_il_l @) = 1 pour tout ¢ > 0.
1.1.12. Prouver que si a > 1 et € R, alors
.a’ . a”
(a) :cl{r-ir-loo g +00, (b) :cl{r-ir-loo i +o0.

1.1.13. Prouver que lim 1%” =0sia>0.

T—400

1.1.14. Pour a > 0, prouver que lin% a® = 1. Utiliser cette égalité pour prouver
r—

la continuité de la fonction exponentielle.

1.1.15. Montrer que

1\* 1\
(a)  lim <1 + —) =e, (b)  lim <1 + —) =e,
T——+00 xT T——00 €T
(c) lin%)(l + x)% =e.
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1.1.16. Prouver que lin% In(1 + ) = 0. En déduire que la fonction logarithme
xr—

est continue sur ]R”_L.

1.1.17. Déterminer les limites suivantes :

In(1 r—1
(a) lim In(1+2) , (b)  lim a4 , a>0,
x—0 x z—0 a
1 ‘-1
(¢)  lim Aty =1 , acR
z—0 x

1.1.18. Trouver

1 .

. . E - . sinxT

() lim (na)7, 0) lim 2,
1

(¢)  lim (cosx)sin?z (d)  lim (" — 1)% )

z—0 T—-+00

1

e lim (sinz)me .

(¢)  lim (sina)

1.1.19. Déterminer les limite suivantes :
sin 2z + 2 Arctan 3z + 322 Incosz

8 lim , I lim ——,
(a) z—0 In (1 + 3z + sin? 33) + ze® (b) z—0 tan x?

V1—e % —+/1—cosz 9
)’ . .
(c) zli{& sinz ’ (@) 220 (1 i

)cotan T

1.1.20. Calculer

(a)  lim <tan 5 i )i , (b)  lim =z <ln <1 + %) —1In g) .

r—+00 T+ 1 T—~+00

1.1.21. On suppose que lim+ g(x) = 0 et qu'il existe a € R et m, M strictement
z—0

positifs tels que m < fz(f) < M pour x > 0 dans un voisinage de 0. Prouver

que si « lim+ g(x)Inz = ~, alors lim+ f(2)9) = €Y. Dans le cas ol ¥ = 400 ou
z—0 z—0

~ = —o00, on prend les conventions et> = +o00 et e~ = 0.

I.1.22. On suppose que lin%f(x) = 1cet lir%g(x) = +o00. Prouver que si
xr— xr—

lim0 g(x)(f(z) — 1) = ~, alors lin% f(z)9®) = e,
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1.1.23. Calculer

1 X
(a) lim <2 sin v/z + v/x sin —> ,
x

z—0t

)

1
1)
(b) lim | 1+ e 22 sin —

T— .’L'4
1
_ 1 _ 1 eXp(zT)
(c) lim (1+e 27 Arctan — + xe * sin — .
z—0 x2 x4

I.1.24. Soit f: Ry — R une fonction telle que la suite {f(a + n)} converge
vers 0 pour tout a > 0. La limite lirf f(z) existe-t-elle?
T— 100

I.1.25. Soit f: Ry — R une fonction telle que la suite { f(an)} converge vers 0
pour tout a > 0. La limite lir}rl f(z) existe-t-elle?
T—T00

I.1.26. Soit f: Ry — R une fonction telle que la suite {f(a + bn)} converge
vers 0 pour tout a > 0 et tout b > 0. La limite hg_l f(z) existe-t-elle?
T— 100

1.1.27. Prouver que si limO f(x)=0cet limo f22)=f@) 0, alors lim @ =0.
r— r—

z z—0

I.1.28. Soit f une fonction définie sur |a , +00] et bornée sur tout intervalle borné
la,b[, a <b. Prouver que si lim (f(x +1) — f(z)) =1, alors lim @ =1
T——+00 T—+00

I.1.29. Soit f une fonction définie sur ]Ja,4oo[ et minorée sur tout inter-

valle borné Ja,b[, a < b. Prouver que si lirf (f(x +1) — f(x)) = +oo, alors
T— 100

f(z)

lim ==
x

T—400

= +00.

I.1.30. Soit f une fonction définie sur ]a,+oo[ et bornée sur tout intervalle

borné |a,b[, a < b. Si hg_l W existe pour un entier £ € N, alors
T— 100

o f@) 1 fat]) - fe)
= 1 .
zgr}rloo k1 kE+1 xi?oo xF
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I.1.31. Soit f une fonction définie sur |a,+oo[, bornée sur tout intervalle borné
Ja,b[ (a < b) et telle que f(z) = ¢ > 0 pour tout = € ]Ja,+oo|. Prouver que si

. flz+1) . . % . .
N Erfoo 7y~ existe, alors zgr}rloo (f(x))= existe aussi et
. 1 . flx+1)
1 y— lLim 120
L V@)= lm e

1.1.32. On suppose que lin%f <[%]_1> = 0. Ceci implique-t-il que lin% f(x)
z— T

existe ?

1.1.33. Soit f: R — R une fonction telle que la suite {f (%)} converge vers 0
pour tout a € R. La fonction f admet-elle une limite en 07

xT

1.1.34. Prouver que lin%)f(:v) =0si lir%f (33 (% — [l])) = 0.

I.1.35. Prouver que si f est croissante (resp. décroissante) sur ]a,b[, on a alors,
pour tout xg € |a, b,

(a) f(:za“) = lim+f(:z) = ziil:fof(x) (resp. f(:)j'ar) = sup f(z)),

T—T xr>x0

(b) fzg) = lim f(z) = sup f(z) (resp. f(zy) = inf f(x)),

T, r<x0 z<T0
(¢) flzg) < flwo) < flay) (vesp. f(zg) = flwo) = flay))-
I.1.36. Prouver que si f est croissante sur |a, b[, on a alors, pour tout zg € |a, b],

(a) 1im+f(:z_) = f(:vaL),

"E**.CEO

(b) lim f(zt) = f(zg).

T—T)

1.1.37. Prouver le théoréme de Cauchy suivant. Pour que f ait une limite lorsque
x tend vers a, il faut et il suffit que pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que
|f(z) = f(a')| <edésquel < |z —a] <det0 < |z’ —a| < 4. Formuler et prouver
une condition nécessaire et suffisante analogue pour que ) Erfoo f(z) existe.
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1.1.38. Montrer que si lim f(z) = A et lin}lg(y) = B, alors lim g(f(x)) = B,
r—a y— r—a

pour autant que (g o f)(z) = g(f(z)) soit bien définie et que f n’atteigne pas la

valeur A dans un voisinage épointé de a.

1.1.39. Trouver des fonctions f et g telles que lim f(x) = A et ling1 9(y) = B,
T—a y—
mais lim g(f(z)) # B.

1.1.40. Soit f: R — R une fonction croissante telle que = — f(x) — x soit
périodique de période 1. On note f" la n-iéme itérée de f, autrement dit, f' = f

et f* = fo f" ! pour n > 2. Prouver que si lir}rl %(O) existe, alors
n—-rodo

lim "(=) = lim
n—-+4oo n n—-+oo

pour tout x € R.

I.1.41. Soit f: R — R une fonction croissante telle que = — f(x) — x soit
périodique de période 1 et f(0) > 0. On note f™ la n-iéme itérée de f. Soit
p € N*. Prouver que si m, est le plus petit entier strictement positif tel que
f™(0) > p, alors

n n
. 1
P IO MO 2 1O
My n—too N n—+o0 N My My

I.1.42. Soit f: R — R une fonction croissante telle que = — f(x) — x soit

périodique de période 1. Montrer que lim f'@)
n—+oo M

méme pour tout x € R, f™ représentant la n-iéme itérée de f.

existe et que sa valeur est la

I.2. Propriétés des fonctions continues

1.2.1. Trouver tous les points ou la fonction f définie par

£ 0 si x est irrationnel,
xTr) =
sin |z| si z est rationnel

est continue.



CHAPITRE I. LIMITES ET CONTINUITE

1.2.2. Trouver tous les points ou la fonction f définie par

22 —1 six est irrationnel,

fz) =

0 sl x est rationnel

est continue.

1.2.3. Etudier la continuité des fonctions suivantes :

0  six est irrationnel ou x = 0,

1/q sixz=p/q,p€Z,qecN* pet q étant premiers entre eux,

|z|  six est irrationnel ou x = 0,
(b) flz)= qx
qg+1

siz=p/q, p€Z, q N* petqétant premiers entre eux.
(La fonction définie en (a) est appelée fonction de Riemann.)

I.2.4. Prouver que si f € 6,4, alors lfl € %[, Montrer sur un exemple que
la réciproque est fausse.

1.2.5. Déterminer toutes les valeurs de a,, et b, pour lesquelles la fonction définie
par

ap +sintx siz €[2n,2n+ 1], n € Z,
flz) =

b, +cosmx sixz€]2n—1,2n[, n €7,

est continue sur R.
1.2.6. On pose f(z) = [2%] sinTz pour z € R. Etudier la continuité de f.

1.2.7. Pour z > %, on pose

f@) = [2] + (z — [«

Prouver que f est continue et qu’elle est strictement croissante sur [1,+oo].
q q
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1.2.8. Etudier la continuité des fonctions suivantes et tracer leur graphe :

. nt —n-*

(a) f(z) = nll}foo R € R,
2 nx

. ze™ +x

(b)  fl@)= m w1 Z€ R,
1 n n
©  f@)= tm 2T R,
n—-+o0o n

n 1
(d) f(z) = lim ”—{—3;’2"4—%, z € R,

n—-+00

(e) f(z) = lim Vcos? z + sin?” z, x€R.

n—-+400

1.2.9. Prouver quesi f: R — R est continue et périodique, elle atteint sa borne
supérieure et sa borne inférieure.

1.2.10. Pour P(z) = 2> + ag, 12?" ' + ... + a1z + ag, prouver qu’il existe
z. € R tel que P(z,) = inf {P(z) : = € R}. Prouver aussi que la valeur absolue
de tout polynéme P atteint sa borne inférieure, autrement dit qu’il existe x, € R
tel que |P(xy)| = inf {|P(x)| : x € R}.

1.2.11.

(a) Donner un exemple de fonction bornée sur [0,1] qui n’atteint ni sa borne
supérieure ni sa borne inférieure.

(b) Donner un exemple de fonction bornée sur [0, 1] qui n’atteint sa borne
inférieure sur aucun intervalle [a,b] C [0,1], a < b.

1.2.12. Pour f: R— R, zg € Ret § > 0, on pose
wy(xo,0) = sup{|f(x) — f(zo)| : z € R, |z — zo[ < b}

et we(zg) = 5hm+ wg(zp,d). Démontrer que f est continue en zg si et seulement
—0

si wy(xo) = 0.

1.2.13.
(a) Soit f,g € 6oy Pour x € [a,b], on pose h(x) = min {f(x),g(x)} et

H(z) = max{f(z),g(z)} .
Prouver que h, H € 6, ).

(b) Soit fi1, fa, f3 € €lap)- Pour z € [a,b], on note f(z) la valeur parmi fi(z),
f2(z), f3(z) se trouvant entre les deux autres. Prouver que f € %[,
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[.2.14. Prouver que si f € ¢[,y, alors les fonctions définies par

m(x) =inf{f(¢): ¢ € a,z]} et M(x)=sup{f((): (€ la,z]}

sont aussi continues sur [a, b].

I.2.15. Soit f une fonction bornée sur [a,b]. Prouver que les fonctions définies
par

m(z) =nf{f((): ¢ €fa,z[} et M(z)=sup{f((): (€ la,z[}

sont continues a gauche sur |a, bl.

1.2.16. Vérifier si, sous les hypothéses du probléme précédent, les fonctions

m*(z) = inf {f((): ( € [a,a]} et M*(x) =sup{f(():( € [a,x]}

sont continues a gauche sur |a, bl

1.2.17. Soit f une fonction continue sur [a,+o00] telle que lirf f(z) soit finie.
T—T00

Prouver que f est bornée sur [a,+o0|.

I.2.18. Soit f une fonction continue sur R et {z,,} une suite bornée. Les égalités

lim f(xn)—f< lim x> et Tm f(xn)—f( Tm x>

n—-—+o0o n——+o00 n—-+00 n—-4o0o

sont-elles vraies ?

1.2.19. Soit f: R — R une fonction croissante et continue et soit {x,} une
suite bornée. Montrer que

tin f(en) = £ ( tim 2., 1)

n—-400 n—-+4o00

1.2.20. Soit f: R — R une fonction décroissante et continue et soit {x,} une
suite bornée. Montrer que

tn (o) = £ (o0 ) 1)

n—-+o00 n—+00
n—-+00 n——+o00

10
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1.2.21. Soit f une fonction continue sur R telle que lim f(z) = —oo et
r——00

lim f(xz) = +o00. On définit g en posant

T—-+00
g(x) =sup{t: f(t) <z} pourzeR.
(a) Prouver que la fonction g est continue a gauche.

(b) La fonction g est-elle continue ?

1.2.22. Soit f: R — R une fonction continue périodique ayant deux périodes

incommensurables T1 et Ts, c’est-a-dire telles que % soit irrationnel. Prouver

que f est une fonction constante. Donner un exemple de fonction périodique non
constante ayant deux périodes incommensurables.

1.2.23.

(a) Prouver que si f: R — R est une fonction continue, périodique et non
constante, elle admet alors une plus petite période strictement positive ap-
pelée période fondamentale.

(b) Donner un exemple de fonction périodique et non constante n’admettant
pas de période fondamentale.

(¢) Prouver que si f: R — R est une fonction périodique sans période fonda-

mentale, alors I’ensemble de ses périodes est dense dans R.

1.2.24.

(a) Prouver que le théoréme énoncé dans la partie (a) du probléme précédent
reste vrai lorsque la continuité de f sur R est remplacée par la continuité
en un point.

(b) Prouver que si f: R — R est une fonction périodique sans période fonda-

mentale et continue en un point, elle est constante.

1.2.25. Démontrer que si f,g: R — R sont continues, périodiques et telles que
lim (f(z)—g(z)) =0, alors f=g.
T— 100

1.2.26. Donner un exemple de deux fonctions périodiques f et g telles que toute
période de f est incommensurable avec toute période de g et telles que f + g

(a) n’est pas périodique,

(b) est périodique.

11
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1.2.27. Soit f,g: R — R deux fonctions continues et périodiques de périodes
fondamentales respectives 17 et T5 strictement positives. Prouver que h = f + ¢
n’est pas périodique si % ¢ Q.

1.2.28. Soit f,g: R — R deux fonctions périodiques telles que f soit continue
et qu’aucune période de g ne soit commensurable avec la période fondamentale
de f. Prouver que f 4+ g n’est pas une fonction périodique.

1.2.29. Prouver que I’ensemble des points de discontinuité d’une fonction mo-
notone f: R — R est au plus dénombrable.

1.2.30. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Prouver que

“ k
i 1S (2) <o

k=1

1.2.31. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Prouver que
a0 ()1 (5) =

1.2.32. Soit f: R} — R une fonction continue telle que f(z) < f(nz) pour
tout > 0 et tout n € N*. Montrer que hg_l f(z) existe (finie ou infinie).
n—-1+0oo

1.2.33.  Une fonction f définie sur un intervalle I C R est conveze sur I si

FQzr + (1= Nx2) < Af(z1) + (1= A) f(z2)

pour tout x1,z9 € I et A € ]0,1[. Prouver que si f est convexe sur un intervalle
ouvert, elle est continue. Une fonction convexe sur un intervalle quelconque est-elle
continue ?

1.2.34. Prouver que si une suite {f,} de fonctions continues sur A converge
uniformément sur A vers une limite f, la fonction f est alors continue sur A.
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I.3. Propriété des valeurs intermédiaires

On rappelle la définition suivante :

Définition. Une fonction réelle vérifie la propriété des valeurs intermédiaires’)
sur un intervalle I contenant [a,b] si pour tout v tel que f(a) < v < f(b) ou
f(b) < v < f(a) (dit autrement, v se trouve entre f(a) et f(b)), il existe ¢
entre a et b tel que f(c) = v.

1.3.1. Donner des exemples de fonctions vérifiant la propriété des valeurs inter-
médiaires sur un intervalle I mais qui ne sont pas continues sur cet intervalle.

1.3.2. Prouver qu’une fonction strictement croissante f: [a,b] — R vérifiant
la propriété des valeurs intermédiaires est continue sur [a, b].

1.3.3. Soit f:[0,1] — [0,1] une fonction continue. Prouver que f a un point
fize dans [0, 1], autrement dit, qu'il existe xg € [0, 1] tel que f(xg) = xo.

1.3.4. Soit f,g: [a,b] — R des fonctions continues telles que f(a) < g(a) et
f(b) > g(b). Prouver qu’il existe x¢ € |a, b[ tel que f(xg) = g(zo).

1.3.5. Soit f: R — R une fonction continue et périodique de période T > 0.
Prouver qu’il existe zq tel que

T
f <xo + 5) = f(xo).
1.3.6. Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Prouver que, étant donné

x1,T2,...,x, dans |a,b[, il existe zg € Ja,b| tel que

f@1) + flzn) + .+ flan)

n

f(xo) =

() Cette propriété est aussi appelée la propriété de Darbouz et une fonction la vérifiant, une
fonction de Darbouz. (N.d.T.)

13
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1.3.7.

(a) Prouver que I'équation (1 — z)cosz = sinz admet au moins une solution
dans ]0, 1.

(b) P étant un polynéme non nul, I’équation |P(x)| = e* admet au moins une
solution dans R.

1.3.8. Soit apg < by < a1 < b1 < ... < a, < b,. Prouver que toutes les racines

du polynoéme
n

Pa)=[[@+a) +2]J@+b), zeR,
k=0 k=0

sont réelles.

1.3.9. Soit f et g deux fonctions vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires
sur [a,b]. La fonction f+ g doit-elle vérifier la propriété des valeurs intermédiaires
sur cet intervalle ?

1.3.10.  Soit f € %o telle que f(0) = f(2). Prouver qu'’il existe x1, 73 € [0, 2]
tels que
zo—x1=1 et f(z2)= f(z1).

Donner une interprétation géométrique de ceci.
[.3.11. Soit f € 6. Prouver qu'il existe x1,z2 € [0,2] tels que

ra—r1=1 et f(z2)— f(x1) =5 (f(2) = f(0)).

1.3.12. Soit n € N* et f € 6, telles que f(0) = f(n). Prouver qu’il existe
x1, 9 € [0,n] tels que

zo—x1=1 et f(z2)= f(z1).

1.3.13. Soit n € N* et f € €], telles que f(0) = f(n). Prouver que, pour tout
ke {1,2,...,n—1}, il existe xj et z}_ tels que f(zy) = f(x}) et z — 2z} = k ou
x — 2}, = n — k. Est-il exact que pour tout k € {1,2,...,n — 1}, il existe zj, et
z tels que f(zg) = f(z},) et xfp — ), = k7

1.3.14. Soit n € N* et f € %jpp telle que f(0) = f(n). Montrer que I'équation
f(x) = f(y) admet au moins n solutions telles que x — y € N*.
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1.3.15. Soit f et g deux fonctions définies sur R, & valeurs réelles, continues et
qui commutent, autrement dit, f(g(z)) = g(f(z)) pour tout = € R. Prouver que
si 'équation f?(x) = g?(z) admet une solution, alors I'équation f(z) = g(z) en
admet aussi une (ici, f2(x) = f(f(z)) et ¢*(z) = g(g(x))).

Montrer sur un exemple qu’on ne peut pas omettre ’hypothése de continuité
sur f et g dans ce probléme.

1.3.16. Prouver qu’une injection continue f: R — R est strictement monotone.

1.3.17. Soit f: R — R une injection continue. Prouver que s’il existe un entier
n tel que la n-iéme itération de f soit l'identité, autrement dit, tel que f™(z) =z
pour tout x € R, alors

(a) f(x) =x pour tout = € R si f est strictement croissante,

(b) f%(x) = = pour tout € R si f est strictement décroissante.

1.3.18. Soit f: R — R une fonction vérifiant la condition f(f(z)) = —z pour
tout x € R. Démontrer que f n’est pas continue.

1.3.19. Trouver toutes les fonctions f: R — R vérifiant la propriété des valeurs
intermédiaires et telles qu'il existe n € N* pour lequel f™(z) = —z, x € R, f"
désignant la n-iéme itérée de f.

1.3.20. Prouver que si f: R — R vérifie la propriété des valeurs intermédiaires
et f~1 ({q}) est fermé pour tout rationnel ¢, alors f est continue.

I.3.21. Soit f: Ja,+oo[ — R une fonction continue et bornée. Prouver que,
étant donné T, il existe une suite {x,} telle que

lim 2, =400 et lim (f(zp+7T)— f(zn)) =0.

n—-400 n—-+4o00

1.3.22. Donner un exemple de fonction continue f: R — R qui atteint chacune
de ses valeurs exactement trois fois. Existe-t-il une fonction continue f: R — R
atteignant chacune de ses valeurs exactement deux fois 7

15
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1.3.23. Soit f: [0,1] — R une fonction continue et strictement monotone par
morceaur (une fonction f est strictement monotone par morceaux sur [0, 1] s’il
existe une partition de [0, 1] en un nombre fini de sous-intervalles [t;—1,¢;], ¢ =
1L,2,...,net 0=ty <ty <...<t,=1, telle que f soit strictement monotone
sur chacun de ces intervalles). Prouver que f atteint au moins une de ses valeurs
un nombre impair de fois.

1.3.24. Une fonction continue f: [0,1] — R atteint chacune de ses valeurs un
nombre fini de fois et f(0) # f(1). Prouver que f atteint au moins une de ses
valeurs un nombre impair de fois.

1.3.25. Soit f: K — K une fonction continue sur un ensemble compact K C R.
On suppose de plus qu’il existe xg € K tel que toute valeur d’adhérence de la
suite des itérés {f™(xg)} soit un point fixe de f. Prouver que la suite {f™(xo)}
est convergente.

1.3.26. Soit f: R — R une fonction croissante, continue et telle que la fonction
F définie par F(x) = f(x) — x soit périodique de période 1. Prouver que si

alf) = lir4r_1 fnT(O), il existe zg € [0,1] tel que F(z9) = a(f). Prouver aussi
n—-rod
que f admet un point fixe dans [0,1] si et seulement si a(f) = 0. (Voir les

problémes 1.1.40-1.1.42.)

1.3.27. Soit f:[0,1] — R une fonction vérifiant f(0) < 0 et f(1) > 0 telle
qu’il existe une fonction g continue sur [0, 1] pour laquelle f + g est décroissante.
Prouver que I’équation f(x) = 0 admet une solution dans l'intervalle ouvert |0, 1[.

1.3.28. Démontrer que toute bijection f: R — R, a une infinité de points de
discontinuité.

1.3.29. On rappelle que tout = € ]0, 1] peut s’écrire sous la forme d’une fraction
binaire 0,ajagas ..., ou a; € {0,1}, i € N*. Dans le cas ot  admet deux déve-
loppements binaires distincts, on choisit celui ayant une infinité de chiffres égaux
a 1. Soit f: ]0,1] — [0, 1] la fonction définie par

Prouver que f est discontinue en tout point € |0, 1] mais vérifie néanmoins la
propriété des valeurs intermédiaires.
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1.4. Fonctions semi-continues

Définition 1. La droite réelle achevée R est formée de ’ensemble des nombres
réels auquel on adjoint deux symboles, +00 et —oo, avec les propriétés sui-
vantes :

(i) Si = est un réel, alors —c0 < z < +o0, & + (+00) = +o0,
T+ (—00) = —00, 755 = =55 =0.
(ii) Siz > 0, alors z x (+00) = 400, X (—00) = —00.
(iii) Six <0, alors z X (+00) = —00, X (—00) = +00.

Définition 2. Si A C R est un ensemble non vide, alors sup A (resp. inf A) est
le plus petit (resp. grand) élément de R supérieur (resp. inférieur) ou égal a
tout élément de A.

Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un ensemble non vide A C R.

Définition 3. Si xg est un point d’accumulation de A, alors la limite inférieure
(resp. la limite supérieure) de f(z) lorsque x tend vers z est définie comme la
borne inférieure (resp. supérieure) de 'ensemble des y € R tels qu'’il existe une
suite {x,,} de points de A convergente vers zp dont les termes sont différents
de zq et tels que y = nkrfoo f(x,). La limite inférieure et la limite supérieure

de f lorsque x tend vers g sont notées respectivement lim f(x) et Lim f(x).
T—T0 W=y

Définition 4. Une fonction & valeurs réelles est dite semi-continue inférieure-

ment (resp. supérieurement) en o € A qui est un point d’accumulation de A

si lim f(z) = f(zo) (resp. lim f(z) < f(x0)). Si zo est un point isolé de A,
T—x0

r—x0
f est alors semi-continue inférieurement et supérieurement en ce point.

17
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1.4.1. Prouver que si xg est un point d’accumulation de A et f: A — R, alors

(a) lim f(z) =supinf{f(z):2z € A,0 < |z —xo| < d},

T—T0 6>0
(b) mf(:v):(isngsup{f(:z):xEA,O<|x—$0|<5}.
z—x0 >

1.4.2. Prouver que si xg est un point d’accumulation de A et f: A — R, alors

(a) h_mf(:z):(sl_igl+inf{f(x):x€A,0<|:E—x0|<5},

Tr—T0

(b) Ef(w):él_i)r]ofl+sup{f(x):w€A,0<|x—wo|<5}.

T—T0

1.4.3. Prouver que yp € R est la limite inférieure de f: A — R au point
d’accumulation xy de A si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées pour tout € > 0 :

(1) il existe 6 > 0 tel que f(x) > yo—e pour tout = € A tel que 0 < |z — 9| < 0,
(i) pour tout § > 0, il existe 2’ € A tel que 0 < |2/ —xo| < d et f(2') <yo+e.

Etablir une proposition semblable pour la limite supérieure de f en .

I.4.4. Soit f: A — R et zg un point d’accumulation de A. Démontrer que

(a) lim f(z) = —oo si et seulement si pour tout réel y et tout 6 > 0 il existe
T—xQ

2’ e Atel que 0 < |2/ —xg| <det f(2) <vy;

(b) lim f(z) = +oo0 si et seulement si pour tout réel y et tout § > 0 il existe
T—xT0

' € A tel que 0 < |2/ —xo| < d et f(z) > y.

1.4.5. Soit f: A — R et ¢ un point d’accumulation de A. Prouver que si

| = lim f(z) (resp. L = lim f(x)), il existe alors une suite {z,}, =, € A,

T—x0 L0

Ty # To, convergente vers xg et tellequel = lim  f(x,) (resp. L= lim f(zy)).
n—-+o00 n—-+o00

1.4.6. Soit f: A — R et zg un point d’accumulation de A. Prouver que

lim (—f(2) = — Tn f(z) et Im (—f()) = — lim f(a).

T—T0 T—T0 T—T0 T—T0
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1.4.7. Soit f: A — R* et xp un point d’accumulation de A. Prouver que

lim L ! et lim I _ 1
a—zo f(2)  Tim f(x) a—ao f(z)  lim f(x)’

Tr—T0 rT—T0

(On pose +%.O =0et 0% = +00.)

1.4.8. Soit f,g: A — R et xp un point d’accumulation de A. Prouver que
(en excluant les formes indéterminées du type +00 — 0o et —oo + o0) l'on a les
inégalités suivantes :

lim f(z)+ lim g(z) < lim (f(z) +g(x)) < lim f(z)+ lim g(z)

T—T0 T—T0 T—x0 T—x0 T—T0
< Tim (f(2) + g(2)) < Tm f(z) + T g(x).
r—x0 T—x0 T—x0

Donner des exemples de fonctions pour lesquelles les inégalités précédentes sont
strictes.

1.4.9. Soit f,g: A — R, et xg un point d’accumulation de A. Prouver que
(en excluant les formes indéterminées du type 0 X (+00) et 400 x 0) l'on a les
inégalités suivantes :

lim f(z) x lim g(e) < lim (f(2) x g(2)) < lim f(z) x Tm g(x)

T—T0 T—T0 T—x0 T—x0 T—T0
< Tim (f(2) x g(x)) < Tm f(z) x T g(x).
Tr—xT0 Tr—x( T—T(0

Donner des exemples de fonctions pour lesquelles les inégalités précédentes sont
strictes.

1.4.10. Prouver que si lim f(z) existe, on a alors (en excluant les formes indé-
T—x0

terminées du type 400 — 0o et —o0 + 00)

lim (f(z) +g()) = lim f(z)+ lim g(z),

T—T0 T—T0
lim (f(z) +g(z)) = lim f(z)+ Lm g(z).
T—x0 T—x0 T—x0

De plus si f et g sont positives, on a alors (en excluant les formes indéterminées
du type 0 x (4+00) et +00 x 0)

lim (f(x) x g(«)) = lim f(x) x lim g(x),

T—T0

T—T0 T—T0
lim (f(z) x g(z)) = lim f(z)x lm g(z).
T—x0 T—x0 T—x0
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1.4.11. Prouver que si f est continue sur |a,b[, | = lim f(z) et L = lim f(x),
T—a T—a

pour tout A € [I, L], il existe alors une suite {z,,} de points de ]a,b[ convergente
vers a telle que lirf flzn) =\
n—-+0oo

1.4.12. Trouver les points ot f: R — R définie par
0 si x est irrationnel,
fz) =

sinx sl z est rationnel

est semi-continue.

1.4.13. Trouver les points ol f: R — R définie par

fz) =

22 —1 six est irrationnel,
0 si & est rationnel

est semi-continue.

1.4.14. Montrer que la fonction définie par

5 six = %, p € Z, q € N*, p et ¢ premiers entre eux

est semi-continue supérieurement.

0 six est irrationnel ou x = 0,
flz) =

1.4.15. Trouver les points ot la fonction définie par

(a)

= .

|z|  six est irrationnel ou x = 0,
-]
g+1

six = g, p € 7Z, q € N*, p et q premiers entre eux,

(;Efp sizeQnlo,1], x = %,pEZ, q € N*,
(b) flz)= p et ¢ premiers entre eux,

0 si x €10, 1] est irrationnel

n’est ni semi-continue supérieurement, ni semi-continue inférieurement.

1.4.16. Soit f,g: A — R deux fonctions semi-continues inférieurement (resp.
supérieurement) en zp € A. Démontrer que

(a) sia > 0, alors af est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement)
en zg. Si a < 0, alors af est semi-continue supérieurement (resp. inférieure-
ment) en .

(b) f + g est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en xg.
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1.4.17. Soit f,,: A — R (n € N*) des fonctions semi-continues inférieurement

(resp. supérieurement) en xg € A. Démontrer que sup f, est semi-continue infé-
neN*
rieurement (resp. supérieurement) en x.

I.4.18. Démontrer que la limite simple d’une suite croissante (resp. décrois-
sante) de fonctions semi-continues inférieurement (resp. supérieurement) est semi-
continue inférieurement (resp. supérieurement).

1.4.19. Soit f: A — R et  un point adhérent & A. On définit ’oscillation de
f en x par

of(x) = 6l_i>r(1)1+ sup{|f(z) — f(u)| : z,u € A, |z — x| < 0, |u — x| < J}.

Prouver que of(x) = fi(x) — fa(z), ot
fie) = max {f(o) T £} et fa) = min { 7o), im 1)}

1.4.20. Soit f1, f2 et oy définies comme dans le probléme précédent. Prouver
que fi et oy sont semi-continues supérieurement et fs est semi-continue inférieu-
rement.

I.4.21. Prouver que f: A — R est semi-continue inférieurement (resp. supé-
rieurement) en xo € A si et seulement si, pour tout a < f(x¢) (resp. a > f(zo)),
il existe 6 > 0 tel que f(x) > a (resp. a < f(x)) pour tout =z € A tel que
|z — o] <.

1.4.22. Prouver que f: A — R est semi-continue inférieurement (resp.
supérieurement) sur A si et seulement si, pour tout a € R, l’ensemble
{zr € A: f(x) > a} (resp. {zr € A: f(x) < a}) est ouvert dans A.

1.4.23. Prouver que f: R — R est semi-continue inférieurement si et seulement
si lensemble {(z,y) € R? :y > f(z)} est fermé dans R?.

Formuler et démontrer une condition nécessaire et suffisante analogue pour
une fonction f semi-continue supérieurement sur R.

1.4.24. Démontrer le théoréme de Baire suivant. Toute fonction semi-continue
inférieurement (resp. supérieurement) f: A — R est la limite simple d’une suite
croissante (resp. décroissante) de fonctions continues sur A.
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1.4.25. Prouver que si f: A — R est semi-continue supérieurement,
g: A — R est semi-continue inférieurement et f(z) < g(z) pour tout x € A,
il existe alors une fonction A continue sur A telle que

f(x) < h(z) < g(zr) pour tout x € A.

1.5. Continuité uniforme

Définition. Une fonction f définie sur A C R et a valeurs dans R est unifor-
mément continue sur A si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x
et tout y dans A vérifiant |z —y| < d, on a |f(x) — f(y)| < e.

I.5.1. Vérifier si les fonctions suivantes sont uniformément continues sur |0, 1] :

() fla) =, () (@) =sin=,

) fla) = wsin -, @) f@)=et,

€ f@)=e, () f(@) = e"cos .
(8) f@)=Inz, () f(2) = cosweos

1.5.2.  Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont uniformément continues sur
R, 7

(a)  f(z) =z, (b)  f(z) = xsinz,

© fla) = sina, ) f@) = sin(a?),

(e) fl@)=e, (1) fla)= e,

(g) f(x)=sin(sinz), (h)  f(z) =sin(zsinz),
i) f(z)=sinyz

1.5.3. Démontrer que si f est uniformément continue sur |a,b[, a,b € R, alors

les limites lim+ f(z) et lim f(z) existent et sont finies.
T—a r—b~
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I.5.4. Soit f et g deux fonctions uniformément continues sur |a,b[ (resp.
[a,+00]). Ceci implique-t-il la continuité uniforme sur Ja,b[ (resp. [a,+oo[) des
fonctions

(a) f+g, (b)  fog, (¢) xw— f(x)sinzx?

1.5.5.

(a) Prouver que si f est uniformément continue sur |a,b] et sur [b,c[, elle est
alors aussi uniformément continue sur Ja, c|.

(b) Soit A et B des sous-ensembles fermés de R et f: AUB — R une fonction
uniformément continue sur A et sur B. La fonction f est-elle uniformément
continue sur AUB?

1.5.6. Prouver que toute fonction continue et périodique sur R est uniformément
continue sur R.

1.5.7.

(a) Soit f: R — R une fonction continue telle que lim f(z) et lim f(x)
T——00 T——+00

soient finies. Prouver que f est uniformément continue sur R.
(b) Soit f: [a,400] — R une fonction continue telle que lirf f(z) soit finie.
T—1T0Q

Prouver que f est uniformément continue sur [a ,+ool.

1.5.8. Etudier la continuité uniforme de
(a) f(x) = Arctanz sur R,
(b) f(z) =xsint sur RY,

(c) flz) = e+ sur R

1.5.9. Soit f une fonction uniformément continue sur R* . Les limites lim f(z)

z—0

et lim f(z) existent-elles nécessairement ?
T—+00

1.5.10. Prouver que toute fonction bornée, monotone et continue sur un inter-
valle I C R est uniformément continue sur I.
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I.5.11. Soit f une fonction uniformément continue et non bornée sur R . Est-il

exact que l'on a soit lim f(x) = 400, soit lim f(z)=—o0?
T——+00 T——+00

1.5.12. Soit f: Ry — R une fonction uniformément continue telle que pour
tout x > 0, la suite {f(z +n)} tend vers 0. Prouver que lirf f(z)=0.
T—T00

1.5.13. Soit f: [1,4+00] — R une fonction uniformément continue. Prouver
qu’il existe M > 0 tel que Vgﬂ—m)‘ < M pour z > 1.

1.5.14. Soit f: Ry — R une fonction uniformément continue. Prouver qu’il
existe M > 0 tel que

sup{|f(z+u)— f(x)]} < M(z+1) pour tout x> 0.
u>0

1.5.15. Soit f: A — R, A C R, une fonction uniformément continue. Prouver
que si {z,,} est une suite de Cauchy d’éléments de A, alors {f(z,)} est aussi une
suite de Cauchy.

1.5.16. Soit A C R un ensemble borné. Prouver que si f: A — R transforme
toute suite de Cauchy d’éléments de A en une suite de Cauchy, alors f est unifor-
mément continue sur A. Le fait que A soit borné est-il une condition essentielle ?

1.5.17. Prouver que f est uniformément continue sur A C R si et seulement si
pour toutes suites {z,} et {y,} d’éléments de A,

lim (2n —yn) =0 implique  lim (f(zn) = f(yn)) = 0.

n—-+00
[.5.18. Soit f: R% — R% une fonction uniformément continue. A-t-on

Sl
Ay Y

1.5.19. Soit f: R — R une fonction continue en 0 et vérifiant les conditions
suivantes :

f(0)=0 et f(z1+x2) < f(z1)+ f(x2) pour tout z1,29 € R.

Prouver que f est uniformément continue sur R.
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1.5.20. Soit f: A — R, A C R. On pose

wy(0) = sup {|f(z1) = f(x2)] : 21,29 € A, |21 — 22| < 5}

et on appelle wy le module de continuité de f. Démontrer que f est uniformément
continue sur A si et seulement si Slim+ w(d) = 0.
—0

1.5.21. Soit f: R — R une fonction uniformément continue. Prouver que les
propositions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour toute fonction uniformément continue g: R — R, fg est uniformé-
ment continue sur R.

(b) La fonction x + |z| f(z) est uniformément continue sur R.

1.5.22. Prouver que la condition suivante est nécessaire et suffisante pour que f
soit uniformément continue sur un intervalle I. Etant donné € > 0, il existe N > 0
tel que pour tous x1,x0 € I, 21 # x9,

f(z1) = f(22)

> N implique |f(z1) — f(22)| <e.
Ty — 22

I.6. Equations fonctionnelles

1.6.1. Prouver que les seules fonctions continues sur R vérifiant 1’ équation fonc-
tionnelle de Cauchy

flx+y)=f(z)+ f(y)

sont les fonctions linéaires f(z) = ax.

1.6.2. Prouver que si f: R — R vérifie I’équation fonctionnelle de Cauchy
flz+y)=flx)+fy)
et une des conditions
(a) f est continue en gy € R,
(b) f est majorée sur un intervalle ]a, b],
(¢) f est monotone sur R,

alors f(x) = ax.
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1.6.3. Déterminer toutes les fonctions continues f: R — R telles que f(1) > 0
et

flx+y) = f)f(y)

I.6.4. Montrer que les seules solutions continues sur R* de I’équation fonction-
nelle

flzy) = f(z) + f(y)

qui ne sont pas identiquement nulles sont les fonctions logarithmiques.

1.6.5. Montrer que les seules solutions continues sur R* de I’équation fonction-
nelle

flzy) = f(z)f(y)

qui ne sont pas identiquement nulles sont les fonctions puissances de la forme

flx) =z“.

I.6.6. Trouver toutes les fonctions continues f: R — R telles que f(x) — f(y)
est rationnel pour  — y rationnel.

1.6.7. Pour |q] < 1, trouver toutes les fonctions f: R — R continues en 0
vérifiant ’équation fonctionnelle

f(@) + flgz) = 0.

1.6.8. Trouver toutes les fonctions f: R — R continues en 0 vérifiant I’équation
2
fl@)+ f <§x> =zx.

1.6.9. Déterminer toutes les solutions f: R — R de I’équation fonctionnelle

2f(22) = f(w) +

continues en 0.

1.6.10. Trouver toutes les fonctions continues f: R — R vérifiant 1’équation
fonctionnelle de Jensen

TEHECEE)
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I.6.11. Trouver toutes les fonctions continues sur |a, b[, a,b € R, vérifiant I'équa-
tion fonctionnelle de Jensen

F (x—;y> _ f(x)-;f(y).

1.6.12. Déterminer toutes les solutions f: R — R continues en —1 de I’équa-
tion fonctionnelle

fRx+1) = f(x).

1.6.13. Soit a € R. Prouver que si f: R — R est une solution continue de
I’équation

fx+y) = f@)+ fy) + axy,
alors f(z) =%a%+bzoub= f(1) — &

1.6.14. Déterminer toutes les solutions continues en —1 de I’équation fonction-
nelle

fa) =1 (1), ot

1—=x
1.6.15. Soit f: [0,1] — [0, 1] une fonction continue, décroissante et telle que

f(f(z)) = x pour tout x € [0,1]. La fonction f(x) = 1 — x est-elle la seule a
vérifier ces conditions ?

1.6.16. Soit f et g deux fonctions vérifiant 1’équation

flea+y)+ fz—y)=2f(x)9(y), =,y€eR.

Démontrer que si f n’est pas identiquement nulle et si |f(z)| < 1 pour z € R, on
a alors aussi |g(z)| < 1 pour x € R.

1.6.17. Trouver toutes les fonctions continues f: R — R vérifiant I’équation
fonctionnelle

[l +y) = f(x)e + fy)e”.
1.6.18. Déterminer toutes les solutions f: R — R continues en 0 de

flx+y) = flx—y) = flx)f(y)
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1.6.19. Résoudre 'équation fonctionnelle

r—1

f(a:)—i—f( >—1+az pour x #0,1.

X

1.6.20. Une suite converge au sens de Cesaro si

C-limz, = lim LA T T A - A T

n——+oo n——+oo n

existe et est finie. Trouver toutes les fonctions continues au sens de Cesaro, ¢’est-
a-dire, telles que

f (C’— limazn> = C-lim f(x,)

n—-400 n—-400

pour toute suite {x,} convergente au sens de Cesaro.

1.6.21. Soit f:[0,1] — [0, 1] une injection telle que f(2x — f(x)) = x pour
tout = € [0, 1]. Prouver que f(z) =z pour tout = € [0, 1].

1.6.22. Pour m # 0, prouver que si une fonction continue f: R — R vérifie

I’équation
m

1.6.23. Montrer que les seules solutions de I’équation fonctionnelle

alors f(x) = m(z — ¢).

flx+y)+ fly—x)=2f(x)f(y)

continues sur R et non-identiquement nulles sont f(x) = cos(ax) et f(z) = ch(ax),
a étant réel.

1.6.24. Déterminer toutes les solutions continues sur |—1,1[ de

f<“y>—f<x>+f<y>.

1+ay

1.6.25. Trouver tous les polynémes P tels que

P (2z —a?) = (P(z))%.
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1.6.26. Soit m,n > 2 des entiers. Trouver toutes les fonctions f: Ry — R

continues en au moins un point de R telles que

n

1 — 1
f(ﬁZ;x?):;Z(f(xi))m pour z; >0, i=12,...,n.

=1

1.6.27. Trouver toutes les fonctions f: R — R non-identiquement nulles véri-

fiant les équations

flay) = f@)f(y) et flz+2)=flx)+ f(2)

pour un certain z # 0.

1.6.28. Trouver toutes les fonctions f: R* — R telles que

1.6.29. Trouver toutes les solutions f: R* — R de I’équation fonctionnelle
Fa) @) =f (2 )+ ().
x x2

1.6.30. Prouver que les fonctions f, g, p: R — R vérifient I’équation

f@)—gly) ~ [(z+y
T —y _(’D( 2

> , TFY,
si et seulement §’il existe a, b et ¢ tels que

f(z)=g(x) =az®*+ bz +c, ¢(x)=2az+b.

1.6.31. Prouver qu’il existe une fonction f: R — Q vérifiant les trois condi-

tions :
(a) f(z+y) = f(z)+ f(y) pour z,y € R,
(b) f(x) =z pour x € Q,

(¢) f n’est pas continue sur R.
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1.7. Fonctions continues sur un espace métrique

30

Dans cette section, X et Y représentent respectivement des espaces mé-
triques (X, d;) et (Y,dz). Pour alléger les notations, on écrira « X est un es-
pace métrique » au lieu d’écrire « (X, d1) est un espace métrique ». Sauf précision
contraire, R et R™ sont toujours supposés munis de leur structure euclidienne.

I.7.1. Soit (X,d;) et (Y, dz) des espaces métriques et f: X — Y une fonction.
Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) La fonction f est continue.
(b) Pour tout ensemble fermé F C Y, 'ensemble f~!(F) est fermé dans X.

(¢) Pour tout ensemble ouvert G C Y, I'ensemble f~!(G) est ouvert dans X.

(d) Pour tout sous-ensemble A de X, f (A) C f(A).

(e) Pour tout sous-ensemble B de Y, f~1(B) C f_1 (E)

I.7.2. Soit (X,d;) et (Y,ds) des espaces métriques et f: X — Y une fonction
continue. Prouver que I'image réciproque f~!(B) d’un ensemble de Borel? B de
(Y,d2) est un ensemble de Borel de (X, dy).

1.7.3. Donner un exemple de fonction continue f: X — Y telle que 'image
f(F) (resp. f(G)) n'est pas fermée (resp. ouverte) dans Y pour un fermé F (resp.
ouvert G) de X.

I.7.4. Soit (X,d;) et (Y,ds) des espaces métriques et f: X — Y une fonction
continue. Prouver que I'image de tout ensemble compact F de X est un compact

de Y.

1.7.5. Soit f une fonction définie sur I'union des ensembles fermés Fq, ..., F,,.
Prouver que si la restriction de f a chacun des F; (i = 1,2,...,m) est continue,
f est alors continue sur F{ UF, U ... UF,,.

Montrer sur un exemple que cette proposition est fausse dans le cas d’une
infinité d’ensembles F;.

(2)Un ensemble est appelé ensemble de Borel ou borélien s’il peut s’obtenir comme le résultat
d’un nombre d’opérations au plus dénombrable d’union et intersection d’ensembles fermés ou
ouverts. (N.d.T.)
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1.7.6.  Soit f une fonction définie sur 'union des ensembles ouverts Gy, t € T.
Prouver que si la restriction f|g, est continue pour tout ¢ € T, f est alors continue

sur |J Gy.
teT

1.7.7. Soit (X,dy) et (Y,d3) des espaces métriques. Prouver que f: X — Y
est continue si et seulement si la fonction fj5 est continue pour tout compact A

de X.

1.7.8. Soit f une bijection continue d’un espace métrique compact X dans un
espace métrique Y. Prouver que la fonction réciproque f~! est continue sur Y.
Prouver aussi qu’on ne peut pas omettre la compacité des hypotheéses.

1.7.9. Soit f une application continue d’un espace métrique compact X dans un
espace métrique Y. Démontrer que f est uniformément continue sur X.

I.7.10. Soit (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble non vide de X.
Prouver que la fonction f: X — R, définie par

f(z) =dist(x, A) = inf{d(z,y) : y € A}

est uniformément continue sur X.

1.7.11. Soit f une application continue d'un espace métrique connexe X dans
un espace métrique Y. Prouver que f(X) est connexe dans Y.

1.7.12. Soit f: A— Y, @ # A C X. Pour z € A, on pose
of(x,0) = diam(f(A NB(x,0))).
L’oscillation de f en x est définie par

of(x) = 6l_i>r(1)1+ of(x,0).

Prouver que f est continue en xy € A si et seulement si of(xg) = 0 (comparer
avec 1.4.19 et 1.4.20).

1.7.13. Soit f: A — Y, @ # A C X. Pour € A, on note of(z) Poscillation
de f en x définie au probléme précédent. Prouver que pour tout € > 0, 'ensemble
{z € A:op(x) > e} est fermé dans X.
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1.7.14. Montrer que 'ensemble des points de continuité de f: X — Y est
une intersection dénombrable d’ensembles ouverts, autrement dit, un ensemble
de type Gs de (X,d;). Montrer aussi que ’ensemble des points de discontinuité
de f: X — Y est une union dénombrable d’ensembles fermés, autrement dit, un
ensemble de type F, de (X, d;).

1.7.15. Donner un exemple de fonction f: R — R dont I’ensemble des points
de discontinuité est Q.

1.7.16. Prouver que tout sous-ensemble de type F, de R est 'ensemble des
points de discontinuité d’une fonction f: R — R.

1.7.17.  Soit A un sous-ensemble de type F, d’'un espace métrique X. Existe-t-il
nécessairement une fonction f: X — R dont ’ensemble des points de disconti-
nuité est A7

1.7.18. Soit xya la fonction caractéristique de A C X. Montrer que
{x € X 10y, (x) >0} = 0A,

Oxa () étant loscillation de xa en x définie en 1.7.12. En conclure que xa est
continue sur X si et seulement si A est a la fois ouvert et fermé.

I.7.19. Soit g; et g des fonctions continues d’un espace métrique (X, d;) dans
un espace métrique (Y,dz) et A un ensemble d’intérieur vide, dense dans X.
Prouver que si

g1(x) pour z € A,
-]
g2(x) pour z € X\ A,

alors
of(z) = da(g1(2), 92(v)), =z €X,

ot of(x) est l'oscillation de f en x définie en 1.7.12.

1.7.20. On dit qu'une fonction & valeurs réelles f définie sur un espace mé-
trique X appartient & la premiére classe de Baire si f est la limite simple d’une
suite de fonctions continues sur X. Prouver que si f appartient & la premiére
classe de Baire, alors I’ensemble des points de discontinuité de f est un ensemble
de premiére catégorie, c’est-ad-dire une union dénombrable d’ensembles nulle part
denses?).

(*)Un sous-ensemble A de X est nulle part dense si I'intérieur de son adhérence dans X est vide.
(N.d.T.)
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1.7.21. Prouver que si X est un espace métrique complet et si f appartient a la
premiére classe de Baire de X, alors I’ensemble des points de continuité de f est
dense dans X.

I.7.22. Soit f: R} — R une fonction continue telle que pour tout x stricte-
ment positif, la suite {f (£)} converge vers 0. A-t-on lim+ f(xz) =07 (Comparer
x—0

avec 1.1.33.)

1.7.23. Soit F une famille de fonctions & valeurs réelles continues sur un espace
métrique complet X telles que, pour tout x € X, il existe M, vérifiant

|f(z)] < M, pour tout feF.

Prouver qu’il existe une constante strictement positive M et un ensemble ouvert
non vide G C X tels que

|f(x)] < M pour tout f € F et tout z € G.

1.7.24. Soit F1 D Fo D F3 D ... une collection d’ensembles fermés, emboités

et non vides dans un espace métrique complet X tels que hI}_l diamF,, = 0.
n—-—r+oo

Prouver que si f est continue sur X, alors

+o00 +o00

n=1

1.7.25. Soit (X,d;) un espace métrique et p un point de X. Pour v € X, on
deéfinit la fonction f, par f,(x) = di(u,x) — di(p,x), pour z € X. Prouver que
u +— f, est une application conservant les distances, autrement dit, une isométrie
de (X, d;) dans l'espace € (X,R) des fonctions continues sur X a valeurs réelles
muni de la distance d(f,g) = sup{|f(z) — g(z)| : z € X}.

1.7.26. Prouver qu’'un espace métrique X est compact si et seulement si toute
fonction continue f: X — R est bornée.

I.7.27. Soit (X, d;) un espace métrique. On définit p(x) = dist (z, X \ {z}) pour
x € X. Prouver que les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Toute fonction continue f: X — R est uniformément continue.
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(b) Toute suite {z,,} d’é¢léments de X telle que

lim p(z,) =0

n—-+00
contient une sous-suite convergente.
1.7.28. Prouver qu’'un espace métrique X est compact si et seulement si toute

fonction a valeurs réelles continue sur X est uniformément continue et si ’ensemble
{z € X : p(x) > e}, ou p est définie en 1.7.27, est fini pour tout £ > 0.

1.7.29. Donner un exemple d’espace métrique X non compact tel que toute
fonction continue f: X — R est uniformément continue sur X.
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Solutions

I.1. Limite d’une fonction

(a) Puisque {3} Ccos %{ < |z|, la limite est égale a 0.

(b) Poura:>0,1—:n<:v[%] <letpour$<0,1<$[%} <1 —z. Donc,
limx[l] =1

z—0 B

Comme en (b), on peut prouver que la limite est égale a 3.

La limite est égale & 3 (comparez avec la solution de I11.2.1(a) (vol. I)).
On a

)
La limite n’existe pas car les limites a gauche et a droite sont différentes.
p g
)
)

cos (Scosz) . sin(%(1+cosz))

z-0 sin(sinz) 250 sin(sin x)

B sin (7r cos? %)

Py sin(sin z)

sin (7r sin? %)

z—0 sin(sin x)
sin £ 2sin £ cos £ sin (7T sin? z)
_ 2 2 2 2
= lim 71'2 — X — —— — X ——
z—0 cos3  sin (2 sin 5 cos 5) msin® 5
=0.

I.1.2.

(a) On suppose que lir% f(x) = 1. Etant donné £ > 0, il existe 0 < § < 5 tel
que T—
Ifly) =1l <e si 0< |yl <é. (1)

On note aussi que 0 < |y| = [sinz| < |z| < § si 0 < |z| < J. Donc
d’aprés (1), |f(sinz) — ] < &, ce qui donne lir% f(sinz) = 1.
q5—

On suppose maintenant que lin%) f(sinz) = [. Etant donné £ > 0, il existe
xr—
0 <4 < 3 tel que
|f(sinz) — | <e si 0<|z| <4 (2)
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Si maintenant 0 < |y| < sind, alors 0 < |z| = |Arcsiny| < § et,
d’aprés (2), on a |f(y) =1 = |f(sinz) —1] < e. Ceci signifie que
lir% flz) =1

T —>

(b) L’implication se déduit immédiatement de la définition de la limite. Pour
prouver que 'autre implication est fausse, on remarque par exemple que
lir% [|z|] = 0 mais lir% [x] = 0 n’existe pas.
xr— xr—

I.1.3. Clairement, f(z)+ ﬁ > 2. Donc, par hypothése, étant donné € > 0,
il existe 6 > 0 tel que

1
0< f(x)+ ———2<e pour 0<|z|<é.
@)+ 75 o

Cette condition peut s’écrire de fagon équivalente

0<(f(x)—1)+<ﬁ—l><e (1)

b 0< (f(z) - 1) <1—ﬁ> < (2)

En élevant au carré chacun des membres de (1) et (2), on obtient

2
(F(z) —1)% + (ﬁ”) <e 42

En conséquence, (f(x) —1)? < 2 + 2e.

I.1.4. On suppose que lim f(x) existe et est égale a [. D’aprés les hypo-
r—a

théses, on a [ + ﬁ = 0 ce qui implique | = —1. On montre alors que
lim f(z) = —1. Pour cela, on observe qu’il existe 6 > 0 tel que f(z) < 0
r—a

pour x € la—d,a+ [\ {a}. En effet, si dans tout voisinage épointé de a
existe un xg tel que f(xg) > 0, on a alors f(xg) + % > 2, en contradiction

avec les hypotheéses. Puisque f(z) < 0, on a l'inégalité suivante :

1

F@)+1] < ‘f(w)er -
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I.1.5. 1l existe M > 0 tel que [f(z)] < M pour z € [0,1]. Puisque
f(az) = bf(x) pour z € [0, %], f(a%) = b?f(z) pour = € [0, 2] On peut

montrer par récurrence que
1
f(a"z)=0b"f(x) pour =z € [O, a—n} , mneN-.
Donc,

L
D’autre part, I'égalité f(ax) = bf(x) implique f(0) = 0, ce qui, combiné & (x),
donne le résultat cherché.

1 1
|f(z)] < M— pour ze€ |0,—|, neN- (%)
a

I.1.6.

(a) On a
1

2 <1+2+3+...+ [%D —x2$ [%]

La définition de la fonction partie entiére implique

%(L-@D<a?<r+2+3+“.+[éd> %(L+MD

si 0 < |z| < 1. La limite cherchée est donc égale a 3.
k(k+1)
—

(b) Comme en (a), on peut montrer que la limite est égale a

1.1.7. Puisque P est un polynome & coefficients strictement positifs,
on obtient, pour z > 1,

Donc, lim [P(x)]

Jm e = 1

1.1.8. On considére la fonction f: R — R définie par
—1)" siz=4,neN,
flx) = {( ) :

0 sinon.
Si maintenant f(z) > ¢(x), alors
)

p(z) < flz) = (f(2) + f(22)) — f(22) < (f(2) + f(22)) — ¥ (22),
ce qui donne :}:13% f(z)=0.
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I.1.9.

(a) Considérez par exemple f: R — R définie par

f(a:):{(_l)n six:%,neN*,
0 sinon.
(b) Si f(z) > |z|¥ et f(z)f(2z) < |z|, alors

2] 2]
f(2z) = |22

|2|% < f(z) <

Puisque % < a < 1, on voit que lir% flx)=0.
xr—

I.1.10. On a {5—3’ = lim £ — iy L8 =g(1).

o
z—+o0 &% t——+o00

[.1.11. On déduit de lirf_l ];((2;)) = 1 que pour tout n € N*, on a
T—T0O0

f@re) _ < f@ra) f(2la) f(2a;)> L
T——+00

v—foo  f(z) '

f@le) f20 %) f(a)

Supposons que f soit croissante et ¢ > 1. Clairement, il existe n € N tel que
2" < ¢ < 2" La monotonie de f implique donc f (2"x) < flex) < f (2n+1$)’
ce qui donne

f(cx)

a—+oo f(x)

=1 pour c>1.

De ce qui précéde, si 0 < ¢ < 1, alors

flew) ()

e @) ot F (D)

I.1.12.

(a) On remarque d’abord que lirf_l a® = 400 si a > 1. En effet, étant
T—T0O0

donné M > 0, a® > M si et seulement si x >
m 2 copit @ (+a=1)"
xEI}»loo n g = 100, on écrit ;i = T

la formule du binéme, on a (1 + (a —1))" > @ (a —1). Donc, étant
donné N, il existe ng tel que Tf—:l > N pour n > ng. Pour z > ng+1, on

In M
Ina -

et on observe que, d’apres

Pour voir que

43 n o . T
pose n = [z]. On a alors %~ > 5 > N, ce qui donne lim % = +oo0.
r—-+00
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(b) Clairement, lim % = 400 pour o < 0. Dans le cas ou a > 0, on a

z—-+oo T
& (7
a® a« o\ ¢
x® x z )’

oub=as >1. D’aprés (a), lim % = +o00. Donc,
r—-+00
a” bo\ @
lim — = lim <—> = +o00
z—+oo ¢ z—+oo \ I
pour tout a > 0.
1.1.13. Le probléme précédent implique lirf S = 0. La substitution
Y—r1T00
_ g 1 _
y=1Inz donne lim —F =0.

T——+00

I[.1.14. On sait que lim an = lim a~ % = 1. On suppose d’abord que

n—-+00 n—-+o0o
a > 1. Soit € > 0. Il existe un entier ng tel que n > ng implique

_1 . 1 1
l—e<a n<a®<an <l4e pour |z]<—.
n

Donc, lin% a*=1poura>1. Si0<a<1, ondéduit de ce qui précéde que
xr—

1
lima®=lim —— =1
zli»%a zli% (1/&)38

Le cas a = 1 est évident. Pour prouver la continuité de la fonction x — a*, on
choisit arbitrairement zg € R. On a alors

lim a® = lim a™a® " = ¢™ lim a¥ = a™.
T—x0 T—x0 y—0

I.1.15.

+
S|
~—

|
u@

@

-+

Q

=

(a) Puisque (voir, par exemple, I1.1.38 (vol. I)) lim (1

n—-+00
donné € > 0, il existe ng tel que si x > ng + 1 et si n = [z], alors

1 n 1 a8 1 n+1
€—€<<1+—> <<1+—> <<1+—> <e+e.
n+1 T n
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(b) On a

1\* 1\ 7Y
lim <1 + —> = lim <1 — —>
T——00 98 Yy——+00 Yy

1 \v! 1
= lim (1+—— 1+ —.
y—-+o0 y—1 y—1

L’égalité demandée se déduit donc de (a).
(¢) En utilisant (a) et (b), on obtient lim (14 3:)% = lim (1 + l)y =e
z—0t y—-+00
1 Y
et lim (1+z)z = lim (1—}—%) =e.

z—0~ Yy——

I.1.16. On sait que (voir, par exemple, I1.1.38 (vol. I)) 0 < In (1 + %) < %

pour n € N*. De plus, étant donné £ > 0, il existe ng tel que ﬁ < . Donc,

si |z| < nl—o, alors

1 1 1 1
1<ln<1——><ln(1+x)<ln<1+—><—<5.

no — no

D’ou, liH(l) In(1 + x) = 0. Pour prouver la continuité de la fonction logarithme,
xr—

on prend zo € R% . On a alors

lim Inz = lim <lnxo + In £> =lInxy+ limllny
y—)

T—To T—To X0

=Inzo + %in(l)ln(l +t) = Inx.

I.1.17.

(a) D’apres le résultat de 1.1.15(c) et la continuité de la fonction logarithme
(voir 1.1.16), on a
In(1 + z)

lim

= lim In (1 —|—ZE)% =Ine=1.
z—0 z—0

(b) On note d’abord que la continuité de la fonction logarithme de base a
(a >0, a# 1) se déduit de celle de la fonction logarithme naturel et de
I'égalité log, x = }g—z Donc, d’aprés (a),

1 1
lim 208l +T) _ o
X

z—0
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On pose y = a® — 1. On a alors

. oa®—1 . Y 1
lim = lim =
a—0 T y—0log,(y+1) log,e

=Ina.

(¢) On pose y = (14 x)® — 1. Clairement, x tend vers 0 si et seulement si y
tend aussi vers 0. De plus,

14+2)*-1 y  In(l+y) Yy ~aln(l +x)
x ~ In(1+y) G - In(1+y) o '
Ceci et (a) donnent limo % = a.
I.1.18.
(a) On pose y = (lnz)%. On a alors Iny = lnl(rllnzx) X IHT“T Donc,

d’aprés 1.1.13 et avec la continuité de la fonction exponentielle, on ob-
1
tient lim (Inz)=z = 1.
r—-+00

(b) On pose y = 2%, On a Iny = $BZ g Ing. D’aprés 1.1.13,

T

. . —Int
lim zlnxz = lim =
r—0+ t—+00 t

0.

De nouveau, avec la continuité de la fonction exponentielle, on obtient

lim 25"% = 1.
z—0t

1
(¢) On voit, en posant y = (cos z)sinZz , que

_ In(cosz) cosz —1

In
cosx — 1 sin? x

N =

1
On a alors, d’aprés 1.1.17(a), lin% (cosx)sinZz = e~
T—

(d) Pour x suffisamment grand, on a
e

2

8=

< (e —1)= <e.

8=

Puisque lir}rl =1 (voir 1.1.14), la limite cherchée est égale a e.
T—T 00
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1
(¢) On a lim (sinz)mz = e on
z—0t+

. Insinz . lnSi%—an
a= lim = lim —%—— =1,
z—0+ Inz z—0T Inz

la derniére égalité se déduisant de la continuité de la fonction logarithme
(voir 1.1.16).

I.1.19.
(a) On a

sin 2z + 2 Arctan 3z + 322 sin 2-+2 Arctan 3o+ 3z
im =1 = =9
2—0 In (1+ 3z + sin? ) + ze®

1m
z—0 ln(1+3x+sin2 x)
iz

5 N . 1n(1—|—3:(:—|—sin2 :c) .
car, d’aprés 1.1.17(a), iﬁ%f = 3.
(b) D’aprés 1.1.17(a), on a
21 In (1 —sin?z
g 220C08T (= sina) )
z—0 =5 z—0 —X
Donc, lim 8% = —7.
(¢) On a
l—e—T—+/1—
. \/1 —— \/1 o5t . e ﬁ\/ Ccos T
lim = lim = 1L
z—0F \Vsin x z—0F /sinz
x
(d) On a lim (1+ x2)00tanz =e?, ol
z—0
In (1 + 22 2
a = lim ( ) = lim £ 0
z—0 tanx z—0 T

M 2
car, d’aprés 1.1.17(a), lir%%;z—) =
xr—

I.1.20.

(a) On observe d’abord que

1
iy 10 (s ) 0
x N x '
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D’aprés 1.1.16 et 1.1.18(d),

1 -1 1
lim M: lim ln(:n—l)ﬁ: lim In(e —1)y = 1.
z—+oo Inzx T—+00 y—+o0
Donc,
In ((30521 A 1) In cos2 Z
lim et = lim et
r——+00 €T r——+00 B
(2)
— m —21Incos 5375
r—-+00 ae '
Puis, d’aprés 1.1.18(e),
—21In cos 5% —21Insin 52— 9p 2(2e+1)
lim ————22FL — i 2204 _ gy 20T m
z—+00 70 z—+00 x T—+00 x

La derniére limite est égale & 0 (voir 1.1.13). Ceci, combiné a (1) et (2),
implique que la limite cherchée est égale a 1.

(b) On a
: AVENEAUE Y ()
e (n(143) 3) - g 0D
In(1
_ g 20 TY
y—>0 i y
la derniére égalité étant une conséquence de 1.1.17(a).
I.1.21. On pose b(x) = féz)_ On a
lirg+ g(z)In f(z) = 111%;1+ (ag(x)Inx + g(z) Inb(x))
= :Cll)%l+ ag(z)lnx = .
I.1.22. D’aprés 1.1.17(a), on a
1 —14+1
lmy ) ) = lim () = (1)~ 1) =
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I.1.23.

(a) On applique le résultat de 1.1.21 en prenant

g(z) ==z, a=1/2 et f(iU)ZQSin\/EjL\/Esiné

et on utilise 'égalité lim+ zlny/x =0 (voir 1.1.13). La limite cherchée
z—0

est égale a 1.

(b) On pose
_ 1
f(z)=1+ze ?lfsin—4 et g(z) = es?
x
et on remarque que lin%)g(x)(f(x) — 1) = 0. Donc, d’apres 1.1.22; la
xr—

limite cherchée est égale a 1.

(¢) Comme en (b), on peut montrer que la limite cherchée est égale a e.

I.1.24. Non. Pour a > 0 et irrationnel, on considére la fonction définie par

1 siz=na, ne N,
-]

0 sinon.

Cette fonction vérifie les hypothéses. En effet, si a > 0 et a + k = na pour cer-

tains k et n € N*, il n’existe alors pas d’autres k', n/ € N* tels que a+ k' = no.

Si ce n’était pas le cas, on aurait k— k' = (n—n')a, contradiction. Clairement,
lim f(z) n’existe pas.

T——+00

1.1.25. Non. On considére la fonction définie par

1 siz=nv?2, necN*,
o]

0 sinon.

La limite liI}Ll f(z) n’existe pas bien que la fonction vérifie les hypothéses du
T— 100

probléme. En fait, si @ > 0 et si on a ak = n /2, pour certains k et n € N*,
alors ces k et n sont uniques. S’il existe k', n’ tels que ak’ = n’ V/2, on a alors
k. ’

n
———,2nn 5

K n

contradiction.
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1.1.26. Non. On considére la fonction définie au probléme précédent. Pour
voir qu’elle vérifie les hypothéses du probléme, on suppose que a et b sont
strictement positifs et qu’il existe n,m,k,l € N*, n # k, m # [, tels que
a+bn=my?2et a+bk:l\l/§. On a alors

nl\l/i—k‘m% b m%—l\l/i

n—=k ’ - n—=k (+)

Sl existe p,g € N* tels que p#n, p#k, q#m, ¢ # L et a+bp = qv/2, les
relations (*) impliquent

m(p— k) V2 +1(n - p)V2 = q(n — k)V2,

contradiction.

1.1.27. Soit € > 0. Par hypothése, il existe § > 0 tel que
/(@) = 1 (3)]

2] <e pour 0 < |z]| < 0.
x

Donc, pour 0 < |z| < 4,

I.1.28. Onpose lim (f(z+1)— f(x)) =1,

T——+00

M, = sup f(z) et m,= inf f(z).
z€[n,n+1[ z€[n,n+1]

Les suites { M, } et {m,,} sont bien définies pour n > [a]+ 1. Par définition des
bornes supérieures et inférieures, étant donné £ > 0, il existe une suite {z,}
telle que z,, € [n,n+ 1[ et f(x,) > M, —e. On a

flan+1) = f(zn) —e < Mpy1 — My < f(xn+1) — f(@py1— 1) +¢

et
l—e< lim (Mpy1 — My) < Tm (Mpy — M,) <l+e.

n—-—+oo n—+0o0
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On en déduit que lirf (My+1 — M,) = [ car on peut choisir arbitrairement
n—1+oo
€ > 0. On prouve de la méme fagon que hrf (Mmp41 — my) = I. Le théoréme
n—-—r+od
de Stolz (voir, par exemple, I1.3.11 (vol. I)) implique alors

Mn

l.

. M, .
lim — = lim =
n—+oco N n—+oon + 1

Donc, étant donné € > 0, il existe ng tel que pour n > ng, on a

Mn

—e <

M,
—l<e et —e<——-Il<e (%)
n+1 n

I1 s’ensuit que f(x) > 0 pour x suffisamment grand si [ > 0. Donc, si n, = [z],
alors

~ ~
ng + 1 T Ny

On voit alors avec (x) que pour x > ng + 1,

@

i@ M
Nge + 1 x Ny

M,

— < —l<e.

Pour [ < 0, on peut montrer que

Mz x N, + 1

et procéder de méme. De cette fagon, la proposition est démontrée pour
I # 0. Pour prouver que la proposition est aussi vérifiée pour [ = 0, on pose

M, = sup |f(z)|. Comme ci-dessus, on peut trouver une suite {x,} telle
z€[n,n+1[

que

|f(zn + 1) = [f(zn)| — € < Mpt1 — My < |f(@pt1)| — [f(znt1 — 1) +&
et prouver que lim M= = 0. Puisque ‘M < Mo pour x € [n,n+1[, on
sy @ w n

obtient lim L& =o.
z—+oo ¥

1.1.29. Pour n > [a] + 1, on pose m, = inf f(x). Par définition de

z€[n,n+1[

la borne inférieure, étant donné & > 0, il existe une suite {z,} telle que
Ty € [n,n+ 1] et m, < f(x,) < my, + €. On a alors

f@ny1) — f(@ne1 — 1) < mpy — my, + &

Ceci implique lirJrrl (Mmp41 —my) = +oo. D’aprés le théoréme de Stolz (voir,
n—-roo

par exemple, 11.3.11 (vol. I)), lir}: Tn = too. Siz € [n,n+ 1], alors
n—-roo

f(=@) o ~ Lo f@)

o~ 2 2%, ce qui donne QDEIEOOT = +00.
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1.1.30. En utilisant la notation introduite dans la solution du pro-
bléme 1.1.28, on montre que
Mn+1 - Mn

lim —"——" = lim -
n—too n—too  n

Mp+1 — My —

Le théoréme de Stolz (voir, par exemple, I1.3.11 (vol. I)) donne alors

M, 1 My — M,
im —=—— lim ———
n—+oo pktl k+1n—+too nk
et
| Mo\ = i
n—-+oo nk+1 k+1n—+too nk ’

11 suffit d’appliquer le méme raisonnement que dans la solution des deux pro-
blémes précédents pour prouver la proposition.

I1.1.31. Onpose lim £ — 7 et on note que la fonction z — In(f(x)) veé-

rifie les hypothéses du probléme 1.1.28. On obtient donc lim W =1Inl.

T——-00
D’ou .
lim (f(z))z =€ =1

T——+00

1.1.32. Non. Considérez la fonction définie par

0 siz=1 neN

1 sinon.

1.1.33. Non. On considére la fonction définie comme suit :

: _ 1 *
f(x)—{l 8133—n—%,n6N,

0 sinon

et on procéde comme dans la solution du probléme I.1.25.

1.1.34. Etant donné € > 0, il existe 6 (0 < & < 1) tel que

(G- ED)l <

si 0 < |z| < &. On prend alors n € N* suffisamment grand pour que + < .

1 _ 1-—s
Pour 0 < s < =, on pose z = —*2. On a

1 1--L 1 1
= ntl e =,
n+1 n n n
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Donc, n < % <n+1et [%] = n. En conséquence,

T

Finalement, si 0 < s < nL—H’ alors |f(s)] = |f (z (% — [%D)‘ < &. On peut
procéder de la méme fagon pour s < 0.

I.1.35.

(a) On suppose que f est croissante sur |a,b[. Si {x,} est une suite dé-
croissante convergente vers xg, alors {f(xy,)} est aussi décroissante
et minorée par f(zp). Donc, lim f(x,) = inf f(z,) (voir, par

n—-+00 neN*

exemple, I1.1.1 (vol. I)). Clairement,
inf n) = inf .
it f(za) > jnf (o)

De plus, étant donné x > =x(, il existe n tel que z, < x, dou
f(x,) < f(x). Donc,

inf f(z,) < inf f(x).

neN* T>T0

On a prouvé de cette fagon que

lim f(z,)= inf f(z)

n——+oo r>x0

si {z,,} décroit vers xp. On suppose maintenant que {z,} est une suite
convergente vers xg telle que z, > x¢. La suite z,, contient alors (voir,
par exemple, I1.4.29 (vol. I)) une sous-suite décroissante x,, et, de ce
qui précéde,

lim f(x,,)= inf f(x).

k—+o00 T>x0

Si la suite {z,,} contient une sous-suite {z,, } telle que
li inf
Jm flem,) # mf £(@),

on peut alors aussi en extraire une sous-suite monotone ne convergeant
pas vers inf f(x), contradiction. Ceci implique
T>T0

lim+f(a;) = inf f(z).

z—z] r>T0

On remarquera ici qu’il suffit de considérer des suites monotones pour
déterminer une limite & gauche ou a droite.

Le méme raisonnement s’applique aux autres égalités de (a) et (b).

48



SOLUTIONS

(¢) On suppose que f est croissante. Puisque f(z) > f(zg) pour x > x,
flzd) = iilf f(z) = f(zo). De méme, on peut prouver que f(z,) =
T>T0

sup f(z) < f(zo)-

x<xo

1.1.36.
(a) La solution du probléme précédent implique
ft) < f(z7) < f(o) pour a < xg < t < .
Si z tend vers ajar, alors t tend vers ajar, d’ou

flaf) = lim f(t) < lim f(z)

t—zg z—»a:g

et
I fa”) < f(@f) = lim f(z).
En conséquence, lim+ f(z7) = f(zd).
:E*)"EO

(b) Ceci s’obtient par le méme raisonnement qu’en (a).

1.1.37. La nécessité de la condition se déduit immédiatement de la définition
de la limite. En effet, si lim f(z) = [, étant donné € > 0, il existe alors § > 0
r—a

tel que |f(z) =] < §si0 < |z —a| <é. Donc,

f(z) - f@@)| < If (@) = U +|f() 1| <&

On prouve maintenant que la condition est suffisante. Supposons qu’elle est
vérifiée et que f n’admet pas de limite en a. On considére une suite {xz,} telle

que lirf Ty = a, , # a et {f(z,)} ne converge pas. La suite {f(z,)} n’est
n—-1+od

donc pas une suite de Cauchy. D’autre part, puisque ha[_l Ty = a, il existe
n—roo
no tel que 0 < |z, —a| < 6 et 0 < |z —a|] < 6 sin,k > ng. Les hypotheses
impliquent |f(z,) — f(xx)| < €, contradiction.
De la méme fagon, on peut prouver que, pour que la limite liI_’I_l f(x)
Tr— 100

existe, il faut et il suffit que pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que z, 2’ > M
implique |f(z) — f(2)] < e.
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1.1.38. Soit {z,}, x, # a, une suite convergente vers a. La définition de
la limite d’une fonction en a implique lirf f(z,) = A. On pose y, =
n—-+0oo

f(xy,). Puisque f(x) # A dans un voisinage épointé de a, f(z,) # A pour
n suffisamment grand. Donc, lir}rl 9(yn) = B ou, de fagon équivalente,
n—roo

lirf g(f(x,)) = B. Ceci signifie que lim g(f(z)) = B.

1.1.39. Considérez les fonctions f et g définies par

0 siz=1 neN*
0=fs,, o=t

sinx sinon,

0 siy =0,
g(y) = {siny
Yy

sinon.

On a alors

0 siz=% neN ouz=kr keZ,

g(f(fl?)) = {sin(sinx) "

P sinon
et lim f(z) =0, lim g(y) = 1, mais lim g(f(z)) n’existe pas.
z—0 y—0 z—0
1.1.40. La périodicité de z — f(x) — z implique f(z+ 1) = f(x) + 1. Donc,
pour tout entier n, f(x +n) = f(x) + n, x € R. Puisque l'on peut écrire

tout réel x comme la somme de sa partie entiére et de sa partie fractionnaire
(x=[z]+r,ot0<r<1),ona

flx) = fr)+[a]. (%)
La morotente de § dome
f0) < f(r) < f(1)=f(0)+1 pour0<r <L
Om momive per rEonmenes e
f0) < f*(r) < f"(0)+1 pour 0<r<1etneN".

Donc,

(0 "(r (0 1
O e o, 1

n n n n
Ces inégalités prouvent la proposition dans le cas oi 0 < z < 1. De plus,
d’aprées (), f™(x) = f™(r) + [z], ce qui implique que la proposition est vérifiée

pour tout z € R.
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I.1.41. |6, page 47]. On remarque d’abord que

z+ f(0) =1 < [2] + f(0) = f([2]) < f(2)
SfA+[z]) = f(0) + [z] +1
<z + f(0)+ 1.

On montre alors par récurrence que

z+n(f(0) —1) < f*(x) <z +n(f(0)+1) (1)

pour n € N*. On se donne n et on suppose que (1) est vérifiee. On a alors,
comme dans la solution de 1.1.40,

@) = f(f"(2) = f(If (x)] r)
= [f"@)]+ f(r) < f*(2) + ( )
<z +n(f(0)+1)+ £(0) +
=z+ (n+1)(f(0)+1),
our = f™(x) — [f™(z)]. Ceci prouve la seconde inégalité dans (1). On prouve
la premiére inégalité de la méme fagon. De nouveau par récurrence, on montre

que

FrmeD(0) < mp < f7M2(0), n € N*. (2)

Pour n = 1, les inégalités se déduisent de la définition de m,. On suppose
qu’elles sont vérifiées pour un n donné. On a alors

FrEIme(0) = fe (7 (0))
> (0 +np) = f"(0) +np
= p+np.
De méme,
f(n—l—l)(mp—l)(o) _ fmp—l(fn(mp—l)(o)) < fmp—1(0+np)
=np+ f"71(0)
<np+p.

Les inégalités (2) sont donc démontrées.
On peut écrire tout n € N* sous la forme n = km,, +¢q o1 0 < ¢ < my,. Les
inégalités (1) et (2) donnent alors

kp +q(£(0) — 1) < fUkp) < fU(f5™(0))
= f™(0) = frHR(fEm=(0))
< f1(kp) < kp+ (g + k) (1 + £(0)),
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ce qui implique

T 5 24 p0p. (3)

N

n n n

Puisque lim 2 = et lim £ = 0, I'inégalité cherchée est donc une consé-
n—-+oo n——+oo "

quence de (3).

1.1.42. [6, page 47|. On note que d’apres [.1.40, il suffit de prouver que
lim £~ ()

n—+o0o

nant que f (0) > 0. Alors soit il existe un entier m tel que f™(0) > p pour tout

p € N*, soit il existe un entier p strictement positif tel que f*(0) < p pour tout

existe. Si f(0) = 0, la limite est alors égale a 0. On suppose mainte-

m € N*. Dans le second cas, la suite {f(0)} est bornée et hr_{_l f”T(m = 0.
n—roo
Dans le premier cas, lirf mp = +00, m, étant défini comme en 1.1.41. Un
p—+o0

passage a la limite lorsque p tend vers +o0o dans les inégalités données en 1.1.41

n
montre que lim -2~ existe et lim 2@
p——+00 n—+oo M

Dans le cas o f (0) < 0, on peut montrer une inégalité semblable a (2)
dans la solution du probléme précédent et procéder de fagon analogue.

existe aussi.

I1.2. Propriétés des fonctions continues

I.2.1. La fonction est discontinue en tout point zg # k7, k € Z. En effet, si
{xn} est une suite d’irrationnels convergente vers zy, alors lir}rl f(zn) = 0.
n—-—1+0oo

D’autre part, si {z,} est une suite de rationnels convergente vers xg, alors par
continuité de la fonction sinus, lim f(z,) = lim sin|z,| = sin|zg| # 0. On
n—-+00 n—-+00

peut prouver de méme que f est continue en kr, k € Z.

1.2.2. Comme dans la solution du probléme précédent, on peut prouver que
f n’est continue qu’en —1 et 1.

I.2.3.

(a) On observe d’abord que si {z,} converge vers = avec xz, = Z”, Pn € Z

et g, € N* étant premiers entre eux et z, # x pour tout n € N* alors

hrf gn = +o00. Dong, si z est irrationnel et {z,} définie comme pré-
n—-—1+0oo

cédemment, alors lim f(z,) = lim + =0 = f(z). Si {z,} est une
n——+oo n——+oo dn
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suite d’irrationnels convergente vers x, alors lirf flzn) =0 = f(x).
n—-+0oo

Ceci signifie que f est continue en tout irrationnel. On peut montrer que
f est continue en 0. On suppose maintenant que z # 0 et © = %, oupetq
sont premiers entre eux. Si {x,} est une suite d’irrationnels convergente
vers z, alors . Erfoo f(zn) =0+# f(z). La fonction f est donc discontinue

en tout rationnel différent de 0.

(b) Soit z € R\Q et {z,} une suite d’irrationnels convergente vers x, z, # «
pour tout n € N*. On a lim f(z,) = lm |z,| = |z|. Si{z,} est une
n—+oo n—+0oo

suite de rationnels convergente vers x, d’aprés la remarque au début de
la solution de (a),

. o Indn
nkr—lr—loof(xn) N nEI'iI‘IOO @m+1

Ceci signifie que f est continue en tout irrationnel positif et discontinue
en tout irrationnel négatif. On montre de méme que f est continue en 0.
On considére maintenant = = % # 0 (p et g étant premiers entre eux).
Alors,

p (mp+1)g+1
Ty ==X —22___
q

X
(np+1)q

converge vers % et on note que le numérateur et le dénominateur de z,
sont premiers entre eux. Donc,

) ) (np+1)pg+p p P
lim = lim ~——— 2~ -~ =+« )
oo f(@n) s (mp+1Dg2+1 q’ qg+1

La fonction est donc discontinue en tout rationnel différent de 0.
1.2.4. Soit f € Gap) et zo un point de [a,b]. Etant donné ¢ > 0, il existe
d > 0 tel que |f(x) — f(xo)| <esiz € [a,b] et 0< |z —xg| <J. La continuité

de | f| se déduit alors de I'inégalité évidente ||f(x)| — | f(zo)|| < |f(z) — f(z0)]-
La fonction définie par

1 sizeQnla,b,
-1 siz€la,b\Q,

fz) =

est discontinue en tout point de [a,b] bien que |f| soit constante et donc conti-
nue sur [a,b|.
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1.2.5. Pour que f soit continue sur R, il faut et il suffit que
lim f(x)= lim+ f(z) et lim f(z)= lim . f(z)
2

z—2n T—2n x—(2n—1)" z—(2n—1)
pour tout n € Z. Ceci donne
bp,+1=ua, et ap_1=20,—

On trouve donc, par récurrence, a,, = 2n + ag et b, = 2n — 1 + ag, ag € R.

1.2.6. Puisque la fonction est impaire, on n’étudie sa continuité que sur R.
Clairement, f est continue en tout point z # \/n, n € N*. On suppose main-
tenant que n = k2, k € N*. On a alors

lim f(z)=n lim sin7z =0
z—kt z—kt

et
lim f(z)=(n—1) lim sinmx = 0.

z—k~ z—k~
La fonction est donc continue pour tout n = k2. Si n € N n’est pas un carré,
alors

hm f( )=n hm sin rz = nsin (ﬂf)

lim f(x) = (n—1)sin (7v/n) .
z—y/n

On conclut donc que f est discontinue en tout = ++/n ot n # k2.

et

I.2.7.  On obtient
1 size[3,1],
f@) = )
n+(x—n)" size€n,n+1[,ne N
La fonction est donc continue en tout x # n (n € N*). De plus,

lim f(x)= lim f(z) =n= f(n).

La fonction f est donc continue sur [% ,+00 [

On prouve maintenant que f est strictement croissante sur [1,4o0].
Clairement, f est strictement croissante sur chaque intervalle [n,n + 1[. Si
x1 € [n—1,n[et z3 € [n,n+ 1], alors

f@a) — f@1) = (@2 —n)"+1—(z1—n+ 1" > (zg—n)" > 0.

Il s’ensuit que f(z3) — f(z1) > 0 pour 29 € [m,m+1[ et x1 € [n,n+ 1] si
m>n+ 1.
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I.2.8.

(a) On a
1 siz >0,

flz)=4¢ 0 siz=0,

—1 siz<O.

La fonction n’est discontinue qu’en 0.

(b) Par définition de f,

La fonction est continue sur R.

(¢) On obtient

flx)= lim ———~ = lim n—{—ln(l—l—(az/e)")‘

n—-+4oo n n—-+oo n

Donc,

1 si0 < z<e,
={l 3
Inz siz >e.

55



CHAPITRE I. LIMITES ET CONTINUITE

56

v

PR ety

0

La fonction est continue sur R.

(d) f(z) = max {4,27 % }. La fonction est continue sur R*.
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1.2.9. Soit T' > 0 une période de f. Par continuité de f sur [0,7], il existe

T €[0,T] et x* € [0,T] tels que f(zy) = inf f(x) et f(z*) = sup f(x).
z€[0,T] z€[0,T)
Le résultat cherché se déduit de la périodicité de f.

I1.2.10. On a lirf P(z) = lim P(z) = +oo car P est un polynome de
T—T0O0 r——00

degré pair. Donc pour tout M > 0, il existe a > 0 tel que P(x) > M si |z| > a.

Soit g € [—a,a] tel que

P(z9) = inf P(x).

z€[—a,a]
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Si P(xo) < M, on peut alors poser x, = x¢. Si P(xg) > M, on prend b > 0 tel
que P(z) > P(xo) dés que |z| > b. Par continuité de P, il existe z, € [—b, D]

tel que P(xy) = xei[rifl; . P(z).

Pour prouver la seconde proposition, on remarque que
lim |P(z)|= lim |P(x)| =+
r—-+00 T——00

et on procéde comme précédemment.

1.2.11.

(a) Considérez

0 sizx=0oux=1.

Fa) = {233—1 siz €]0,1],

(b) Pour n € N*, on pose
2 3 2" —1
A, {0 Lz }
'on’on 20

n—1
etBi1=A;,B,=A,\ U Ax=A,\ A,_1. Clairement,
k=1

+o0 +oo
UAr=UJBsw
k=1 k=1
On définit f comme suit
0.1\ U
0 sizelo,1 A,
fz) = k=1
2%—1 siz € By, neN*,
Pour tout a et b, 0 < a < b < 1, 1r[1f f(z) = —1 et f n’atteint pas la
S a,b

valeur —1 sur [a,b].

1.2.12. On observe d’abord que
Wf(xg,(sl) < Wf(xg,ég) pour 0 < &y < d9. (*)

On suppose que (;hm+ wg(zg,d) = 0. Etant donné ¢ > 0, il existe alors dg > 0 tel
—0

que wy(xg,d) < esid < dp. Donc, si |x — zg| < 0 < do, alors | f(x) — f(zo)| < e,
ce qui prouve la continuité de f en xg.
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On suppose maintenant que f est continue en xy. Etant donné
existe alors dp > 0 tel que |z — o] < dp implique |f(z) — f(zo)| <
d’aprés (%), si 0 < § < dy, alors

> 0, il
. Donc,

oo M

wf(xo,é) < Wf(xg,(so) <€

t i ,0) =0.
o o s

1.2.13.
(a) Soit xg € [a,b] et € > 0. Par continuité de f et g, il existe § > 0 tel que
flzo) —e < f(z) < f(mo) +€ et g(xo) —e < g(x) < g(xo) +¢
siz € [a,b] et |x — x0| < 0. Donc,

h(z) < min{f(z9) + €, g(x0) + €}

(1)
= min {f(zo0), 9(z0)} + € = h(zo) +¢
et
f(z) > f(xo) —e > h(zo) —€ et g(z) > g(zo) —e > h(xg) —e.
Do,
h(z) > h(zg) — €. (2)

La continuité de h en xy se déduit de (1) et (2). On prouve de la méme
facon que H est continue sur [a,b].

(b) Comme en (a), on peut prouver que max {fi, fo, f3} et min{fi, fo, f3}
sont continues sur [a,b]. La continuité de f se déduit de

f(@) = fi(@) + fo(x) + f3(z) — max {fi(z), f2(x), f3(x)}
—min { f1(z), f2(x), f3(x)} .

1.2.14. Puisque f est continue, les fonctions m et M sont bien définies. Soit
xo € [a,b] et € > 0. Par continuité de f, il existe 6 > 0 tel que

sup |f(zo +h) — f(zo)| <e.
|h|<d

La définition de m implique

mia+ ) mla) = _inf ()~ inf f(0) <0 (+)
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On remarque que 1'égalité est vérifiée dans (x) si la premiére borne inférieure
est atteinte en un point de [a, zo]. On suppose donc que zj, € [xg,zo + h] et
m(zo+h)= _inf f(¢) = f(zn).

C€la,zo+h]

On a alors, pour |h| < 6,
m(zo + h) —m(zo) = f(zp) — inf f(C) = f(an) — flzo) > —¢€

CG[(I,{EQ]
car |rp — x| < |h| < 0. On a donc prouvé que m est continue en tout

xo € [a,b]. On peut appliquer le méme argument pour prouver que M est
continue sur [a, b].

1.2.15. Puisque f est bornée, les fonctions m et M sont bien définies et bor-
nées. De plus, m est décroissante sur ]a,b] et M est croissante sur [a, b[. Pour
xo € |a,b[, d’aprés 1.1.35, on a

lim m(z) = inf m(¢) = m(zg).
T—oTy C€la,zo[

Siinf m(¢) > m(xp), il existe alors d > 0 tel que
Ce}a,xo[

inf m(¢) = m(xp) + d.

C€la,zo|

Donc, pour tout ¢ € |a, xq],

m(Q) = inf f(z) > mlzo)+d
a<z<(

et, en conséquence, f(z) > m(xg) + d pour tout x € [a,xo[, contradiction.

On a donc prouvé que lim m(z) = m(zp). On peut prouver la continuité a
T—T(

gauche de M de la méme maniére.

1.2.16. Non. Considérez la fonction suivante :

2 sizel0,1],
fle)=<1 size[l,2],
3 sixze€[2,3].

La fonction m* n’est pas continue & gauche en zy = 1 et la fonction M™* n’est
pas continue & gauche en x; = 2.

1.2.17. On pose hr—E f(x) = . Etant donné ¢ > 0, il existe M > 0 tel que
T— 100

|f(z) =1 < e pour z > M. Donc, si x > M, alors | —e < f(x) < l+e.
Evidemment, puisque f est continue, elle est bornée sur [a , M].
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1.2.18. On suppose que lim x, = a. Par continuité de f, pour tout € > 0,
n—-+o0o

il existe 6 > 0 tel que
|f(z) — f(a)] <e pour |z—al<0é. (%)

La définition de la limite inférieure implique qu'’il existe une suite {z,, } telle
que |z, — al] < 0 & partir d'une certaine valeur ko de I'indice k. Avec (x), on
obtient alors |f(zp,) — f(a)| < e pour k > kg. On a donc prouvé que

lim f(xn)<f< lim x>
n—-+o0o n—-+o0o

On montre maintenant sur un exemple que cette inégalité peut étre stricte.
On prend f(z) = —z (z € R) et 2, = (=1)" (n € N*). On a alors

n—-+4o0o n—-4o0o

1= lim f(xn)<f< lim xn>—1.

De fagon complétement semblable, on prouve que

I f(@) >/ (o
S > 1 (o)

et le méme exemple que précédemment montre que cette inégalité peut aussi
étre stricte.

I.2.19.

(a) On a prouvé dans la solution du probléme précédent que les inégalités

n—-+o0o n—-+o0o
et

T f(xn)>f< Tim x>

n—-+o0o n—-+o0o

sont vérifiées pour toute suite bornée {z,} et pour toute fonction conti-

nue f. On pose h—rf xn = a. Il existe alors une suite {z,, } telle que
n—-T0o0

f(xn,) < fla) +¢ (%)
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(voir la solution du probléme précédent). Clairement, pour tout n suf-
fisamment grand, on a x, > a — g. On obtient donc, par monotonie et
continuité de f,

flzn) = f <a — —> > fa) —e.

Combiné a (x), ceci donne lim f(z,) = f < lim ajn>

n— 00 n—-+00

(b) La démonstration de cette égalité se méne comme en (a).
1.2.20. Appliquez 1.2.19 a —f.

1.2.21. On note que g est bien définie et est croissante sur R.

(a) D’aprés le probléme 1.1.35, on a

g(zg) = sup g(z) < g(xo). (1)

z<zg
On suppose que g(z; ) < g(zo). Il existe alors d > 0 tel que
9(zg ) = g(zo) — d.
Donc, pour tout x < zg,
sup{t: f(t) <z} < g(zo) — d

ou, de facon équivalente, t < g(xg) — d si f(t) < x. Ceci implique
t < g(xo) —d si f(t) < xp, ce qui donne

g(xg) =sup{t: f(t) < zo} < g(xo) — d,
contradiction.

(b) La fonction g peut étre discontinue comme le montre ’exemple suivant.

Si
7 pour x < 1,
flz)=<¢ —2+2 pourl<z<2,
3 = 2 pour x > 2,
alors

T pour x < 0,
2+x pour z > 0.
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1.2.22. On sait que I’ensemble {m + n% m,n € Z} est dense dans R (voir,
par exemple, I.1.15 (vol. I)). Donc, étant donné z € R, il existe une suite
{mk + nk%} convergente vers % Par périodicité et continuité de f, on ob-

tient

f(0)= lm f(miTs + niTh) = f(x).
k——4o00
Soit 17 et To deux nombres incommensurables. On pose
W={zeR:z=rT1+sTs, s,t € Q}.

On définit f par

1 pour z € W,
fz) =
0 pourzeR\W.

Ty et Ty sont alors des périodes de f.

I.2.23.

(a) On note T,, (n € N) les périodes de f, avec lim 7T, = 0. Par continuité

n—-+o00

de f, étant donné xg € R et € > 0, il existe § > 0 tel que
|f(z) = f(zo)| <€ pour |z —zo| <6

Puisque lir}rl T, = 0, il existe ng tel que 0 < T}, < g. Au moins un des
n—+oo

réels kT, k € Z, appartient a l'intervalle |xg — 0 , 29 + 6[. Donc,

|f (o) = f(O)] = [f (o) — f(KTno)| <€

et, e > 0 et g € R pouvant étre choisis arbitrairement, il s’ensuit que f
est constante, contrairement aux hypothéses.
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(b) La fonction de Dirichlet définie par

)1 sizeQ,
f(x){o siz e R\ Q,

est périodique. Tout rationnel est une période et cette fonction n’a donc
pas de période fondamentale.

(¢) On suppose que l’ensemble des périodes de f n’est pas dense dans R. Il
existe alors un intervalle |a , b[ ne contenant aucune période de f. Comme
en (a), on peut montrer qu’il existe une période T et un entier k tels que
kT € |a,b], contradiction.

1.2.24.

(a) Soit zp € R un point ou f est continue. Puisque f n’est pas constante,
il existe x1 # xo tel que f(x1) # f(xo). Si f n’admet pas de période
minimale strictement positive, il existe alors une suite {7}, }, de périodes
strictement positives de f convergente vers 0. On prend

0<e<|f(x1)— fzo)].

Par continuité de f en xg, il existe § > 0 tel que

|f(z) — f(z0)| <& pour |z — x| <. (*)

Puisque lim 7;, = 0, il existe ng tel que 0 < T,, < g. Au
n—-+4o0o

moins un des réels kT,,, k € Z, appartient alors a lintervalle
lzo —x1 — 0,20 — 1 + J[. Donc, x1 + kT, € |xo — 0,20 + [ et, d’apres
(%), on a

|[f(@1) = f(zo)| = [f (21 + kThn) — f(0)| <,
contradiction.
(b) 11 s’agit d’une conséquence immédiate de (a).
1.2.25. Soit T} et T des périodes strictement positives respectivement de f

et g. On suppose que f # g. Il existe alors xg tel que f(zg) # g(xo) ou, dit
autrement,

| f(z0) — g(z0)| = M > 0. (1)
Pour 0 < e < %, il existe § > 0 tel que
|f(zo+ h) — f(xo)] <e dés que |h| <. (2)

63



CHAPITRE I. LIMITES ET CONTINUITE

64

D’aprés 'hypothése lim (f(x) — g(z)) = 0, il existe k € N* tel que

li
T——+00

|f(z) —g(x)] <e

six > xo + kT5.
En conséquence, pour tout m € N*,

|f(xo + kmTy) — g(xo + kmTy)| < €. (3)

D’aprés (2), (3) et la périodicité de f et g, on a

=
—
8
(=)
~— —~
|
Q
—
8
(=)
=

= |f(1'0) — f(:Eo T k‘mTQ) aF f(ﬂ:'o T k‘mTQ) — g(:EO + k‘ng)|

< | f(xo) — f(zo + EmT)| + |f(xo + kmTy) — g(xg + kmTy)| (4)
= f(l'o) — f(ZE(] + kmTy — 1’LT1)| + |f(:E0 + k‘mTQ) — g(:vo + k‘mTQ)|
<e+4e=2¢
dés que
|mkTy — nTy| < 9. (5)

Cependant, puisque 2e < M, (4) contredirait (1) s'il existait m € N* et n € Z
vérifiant (5). D’autre part, si % est rationnel, (5) est évidemment vérifiée pour
certains entiers m et n. Si % est irrationnel, alors (5) est aussi vérifiée (voir,

par exemple, 1.1.14 (vol. I)).

I.2.26.

(a) On considére f(z) = sinz et g(x) = x — [z] pour € R. Les fonctions
f et g sont périodiques de période fondamentale respective 27 et 1. Au-
cune période de f n’est commensurable avec une période de g. On pose
h = f + g. Si h est périodique de période 7', on a alors

sinT+T—[T]=0 et sin(-T7)—-T—-[-T]=0.

Donc, (T — [T]) + (=T — [-T]) = 0, ce qui implique T' — [T] = 0. Ceci
signifie que 1" est un entier, en contradiction avec sinl" = 0.

(b) [A. D. Kudriasov, A. S. Meseriakov, Mathematics in School, 6 (1969), 19-21
(russe)|. Soit «, O et v des réels tels que I'égalité ac + b3 + ¢y = 0,
a, b, c € Q, soit vérifiée si et seulement si a = b = ¢ = 0. De tels nombres
existent. On peut prendre par exemple a = 1, f = V2 et v = /3. On
définit
W={aa+b8+cy:a,bceQ}.
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On considére les fonctions f et g définies par

—b—c—b - siz=aa+bF+cyeEW,
f(z) = .
0 siz ¢ W,

at+c+a’>—c siz=aa+bB3+cyEW,
g9(z) =

0 six ¢ W,

On note que tout nombre de la forme ra, r € Q¥ est une période de
f et tout nombre de la forme s, s € QF, est une période de g. On
prouve que ces fonctions n’ont pas d’autre période. Si T est une pé-
riode de f, alors f(8+ T) = f(B) et, puisque f(3) = —2, on obtient
B+T eWetT eW. Dou, T =ra+ sf + ty pour certains r, s, t € Q.
Puisque f(T) = f(0), on a —s —t — s> —t? = 0 ou, de facon équivalente,
(s+t)(1+s—t) = 0. On montre que 1 —s+t # 0. En effet, si 1 —s+¢ = 0,
alors T =ra + sB + (1 + s)y. En utilisant

fl@+T) = f(x) (%)
avec £ = —v, on obtient —s —s — s> +s2 =1+ 1 ou s = —1. Donc,
T = ra — (. En prenant alors x = (3 dans (%), on a f(ra) = f(3), d’ou
0 = —1 — 1, contradiction. On a donc prouvé que 1 — s+t # 0 et il

s’ensuit que s+t = 0. En conséquence, T' = ra + s — s7y. Notre but est
maintenant de montrer que s = 0. On prend pour cela z = v dans (x)
pour obtenir

—s+s5-1-52+(s—1)2=—-1+41,
ce qui implique s = 0. De la méme maniére, on montre que les seules
périodes de g sont celles mentionnées précédemment. Aucune période de

f n’est donc commensurable avec une période de g. On remarque alors
que h = f + g est donnée par

a—b+a’?—b siz=aa+bB3+cyEW,
h(z) = .
0 sixz ¢ W.

Comme précédemment, on peut prouver que les seules périodes de h sont
les nombres de la forme tvy, t € Q*.

1.2.27. On suppose que h = f + g est périodique de période T'. Puisque
% ¢ Q, on voit que Tll ¢ Q ou % ¢ Q. On suppose, par exemple,

que % ¢ Q. Par périodicité de h, on obtient f(z +7T) + g(z + T) =
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hx +T) = h(z) = f(x) + g(x) pour tout x € R. La fonction H définie
par H(z) = f(z+T)— f(z) = g(z) — g(z+T) est donc continue et périodique
avec deux périodes incommensurables 17 et Ts. D’apreés le résultat de 1.2.22,
H est constante. Ceci signifie qu'il existe ¢ € R tel que f(z +T) = f(z) + ¢
pour tout z € R. On suppose que ¢ # 0 et on substitue = 0 puis = 7" dans
cette derniére égalité pour obtenir

F2T) = £(T) + ¢ = f(0) + 2c.

On peut montrer par récurrence que f(n1) = f(0) + nc ce qui contredit le
fait que f est bornée (voir 1.2.9). Donc, ¢ = 0 et T est une période de f. En
conséquence, T = n17 pour un certain n € Z, contradiction.

1.2.28. La démonstration est une modification de celle présentée dans la so-
lution du probléme précédent. On suppose que 17 est la période fondamentale
de f. Comme dans la solution du probléme précédent, on peut montrer que la
fonction H définie par

H(z) = fle+T) - f(z) = g(z) —g(z+T)

est identiquement nulle et T est donc une période commune a f et g,
contradiction.

1.2.29. On suppose, par exemple, que f est croissante. Soit x¢ un point de
discontinuité de f. D’aprés le résultat de 1.1.35, f(z{) — f(zg) > 0. Ceci
signifie que f a une discontinuité de premiére espéce en xg. On peut associer
& chacun de ces points un intervalle | f(zy), f(z)[. La monotonie de f et le
résultat de 1.1.35 implique que les intervalles associés aux différents points de
discontinuité de f sont disjoints. En prenant un nombre rationnel dans cha-
cun de ces intervalles, on obtient une bijection entre ’ensemble des points de
discontinuité de f et un sous-ensemble de Q.

1.2.30. Puisque f est uniformément continue sur [0, 1], étant donné £ > 0,
il existe ng € N* tel que, pour 2n > ng et pour k =1,2,...,2n, on a

() -7 (5] <=

%i(—l)kf %)

Donc, si 2n > ng, alors

|S2n| =
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De plus,

1 k n 1
_1)k <
2n+1kz_1( ) f<2n—i—1> Al 1

i St () =0

IF (DI

|S2n+1| =

Il s’ensuit que

1.2.31. Comme dans la solution du probléme précédent, on note d’abord que
f est uniformément continue sur [0, 1]. Donc, étant donné ¢ > 0, il existe
ng € N* tel que, pour n > ng et pour k =0,1,2,...,n, on a

()= (5] <

En conséquence, pour n > ng,

—Z<> )7 ()
25 () (8- ().
<z 3 ("2) -5

k=0

Donc,

3

1.2.32. On pose M = hm sup f(z) et m = lim inf f(x) et on suppose
—+00 5> r——+00 x>r

que M > m. Il existe alors un réel k tel que M > k > m et il existe a vérifiant
f(a) > k. Par continuité de f, il existe b > a tel que f(t) > k pour tout
tela,b.

On prend p = % et on a alors ¥ > 7 + 1 pour z > p. En effet,

b a b) p~

Il existe donc un entier ng > 0 compris entre % et
2 > ng = 7 ou, de fagon équivalente, tel que a < 1

b
s (we) o (2)

pour tout z > p, contredisant la définition de m. En conséquence, m = M, ce
qui signifie que lirf f(z) existe, finie ou infinie.
n—-+0oo

SRS
=

2, c’est-a-dire tel que
< b. Par hypothése,

WV
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1.2.33. Soit f une fonction convexe sur Ja,b[et a < s < u < v <t <b.
L’interprétation géométrique de la convexité indique que le point (u, f(u)) se
trouve sous la corde passant par les points (s, f(s)) et (v, f(v)). Ceci signifie
que

(u—s). (1)

De méme, le point (v, f(v)) se trouve sous la corde passant par les points

(u, f(u)) et (¢, f(t)), ce qui donne

v—S

D’aprés le théoréme des gendarmes, si {v,} est une suite convergente
vers u par valeurs supérieures, alors lim f(v,) = f(u), ce qui implique
n——+00

lim+ f(z) = f(u). De méme, lim f(z) = f(u). La continuité de f en tout

point de Ja, b] est donc prouvée.
L’exemple suivant montre que la proposition est fausse si I'intervalle n’est

f(z) = {x sizel0,l1],

2 six=1.

pas ouvert :

1.2.34. La convergence uniforme de { f,,} implique que, étant donné £ > 0, il
existe ng tel que

1
|fn(z) — f(2)] < 3€ pour > ng, ¢ € A.

On fixe a € A. Par continuité de f,, en a, il existe § > 0 tel que

1
| fro () — frp(a)| < 56 pour |z —al <é.
Donc,

£ (@) = f(@)] < 1fno (@) = F(@)] + [fro (€) = fno (@)] + | o (@) = Fla)] <e.
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I.3. Propriété des valeurs intermédiaires

I.3.1. Soit f la fonction définie sur [a,b] par
f(x)_{sinwlfa s%<a<:c<b,
0 six = a.

X

Clairement, f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires sur [a,b] mais est
discontinue en a.

On construit maintenant une fonction vérifiant la propriété des valeurs
intermédiaires et ayant une infinité de points de discontinuité. On note C
I'ensemble de Cantor. On rappelle que I’ensemble de Cantor est défini de la
fagon suivante. On divise U'intervalle [0, 1] en trois parties égales, on enléve
I'intervalle ] % , % [ et on note E; 'union des intervalles [0, %] et [% , 1] . A la se-
conde étape, on enléve 'ouvert formant le second tiers de chacun des intervalles
restants et on pose

1 2 3 6 7 8
2= o.5]u 53] v 53] v 51
En procédant comme précédemment, on enléve a la n-iéme étape 'union des

ouverts formant le second tiers de chacun des 2"~ ! intervalles restants et on
note E, 'union des 2" intervalles fermés, tous de longueur 37". On pose

+oo
C=()En
n=1
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On note que si Ja; , b;[ (i € N*) est la suite des intervalles enlevés, alors

+00
i=1

On définit la fonction g en posant

(@) 0 sizeC,
) =
! %—1 six € la;,bi[, i € N*.

La construction de I'ensemble de Cantor implique que chaque intervalle [a,b] C
[0,1] contient un sous-intervalle ouvert disjoint de C. En effet, si Ja,b] ne
contient pas de point de C, alors |a, b[ est un des intervalles enlevés ]a; , b;[ ou
un sous-intervalle d'un de ceux-ci. Si z € Ja,b[ N C, il existe alors n € N* et
ke{0,1,2,...,3" — 1} tels que = € [3% , k;l] C |a,b[. Le second tiers ouvert
de [3% , %], qui est en fait un des intervalles |a;,b;[, est un sous-intervalle
ouvert ne contenant pas de point de C.

La fonction ¢ est discontinue en tout point x € C et il découle de ce qui

précéde que g vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

1.3.2. Soit xg € |a,b[. La monotonie de f implique
sup f(z) = f(2g) < f(wo) < f(zg) < _inf_ f(a)

a<r<xg zo<z<b

(voir 1.1.35). On suppose maintenant que

flxo) < f(ag).

Il existe alors une suite strictement décroissante {x, }, z, € |zg, b], convergente
vers xq telle que lirJIrl f(zn) = f(zg). Puisque f est strictement croissante,
n—-+0oo

f(zn) > f(xg) > f(zo). D’aprés la propriété des valeurs intermédiaires, il
existe @’ € |zg, x,[ tel que f(z') = f(x7). On a alors

inf f(z)> inf f(z)=f(a).

ro<z<x’ ro<r<bh
D’autre part, la stricte monotonie de f donne inf f(z) < f(2'), contra-
ro<z<xz'
diction. On a donc montré que f(xo) = f(zg). Les égalités f(zo) = f(zg),
f(a) = f(a™) et f(b) = f(b™) se prouvent de la méme fagon.

1.3.3. La fonction g définie par g(z) = f(z) — =, = € [0,1], est continue,
g9(0) = f(0) = 0et g(1) = f(1) — 1 < 0. Puisque g vérifie la propriété des
valeurs intermédiaires, il existe xg € [0, 1] tel que g(xp) = 0.
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I.3.4.  On considére la fonction h(z) = f(x) — g(x) définie sur [a,b] et on
remarque que h(a) < 0 et h(b) > 0. D’aprés la propriété des valeurs intermeé-
diaires, il existe zg € [a, b] tel que h(zg) = 0.

1.3.5.  On définit la fonction g en posant

ﬂ@—f<x+g>—f@)

Nl

) =£0)—f(

v
~

La fonction g est continue sur R, g(0

=f(3)—10) et g (
Il existe donc xg € [O ] tel que g( 0) =0.

1.3.6. On pose

m=min{f(x1),..., f(zn)} et M =max{f(z1),...,f(zn)}.

On a alors |
m <~ (flz) +.. 4 flza)) < M.

Il existe donc xg € Ja, b| tel que

Flao) = = (F(@1) + oo+ fan).

I.3.7.

(a) On pose f(z) = (1—x)cosz—sinz. Ona f(0) =1let f(1) = —sinl < 0.
Il existe donc zg € ]0, 1] tel que f(xg) = 0.

(b) On sait que (voir 1.1.12)

lim e " [P(z)]=0 et lim e *|P(z)| = +oo0.

T——+00

Il existe donc zy € R tel que e™0 |P(xp)| = 1.

1.3.8. On observe que
sgn P(—a;) = (-1)! et sgnP(=b) = (-1, 1=0,1,...,n

D’aprés la propriété des valeurs intermédiaires, le polynéme P a donc une
racine dans chaque intervalle |—b;, —q;[, L =0,1,...,n
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1.3.9. Non. Considérez, par exemple, f et g définies par
q 1 o
o) = sin —— s%a<a:<b,
0 siz=a
et

o) = —sin — sia <z <),
1 six = a.

1.3.10. On pose
g(x) = flz+1) - f(z), z€[0,1].

On a alors g(1) = f(2) — f(1) = —g(0). Il existe donc zg € [0,1] tel que
flxog+1) = f(xg). On peut alors prendre zo = 9 + 1 et x1 = xo.

v

1.3.11. Considérez la fonction

1

9(z) = flz +1) = f(2) = 5 (f(2) = £(0), =€[0,1],

et appliquez un raisonnement semblable & celui utilisé dans la solution du
probléme précédent.

1.3.12.  On définit la fonction g par

gz)=f(z+1)— f(z), xz€[0,n—1].
Si g(0) = 0, alors f(1) = f(0). On suppose donc, par exemple, que g(0) > 0
etona f(1) > f(0). Sion aaussi f(k+1) > f(k) pour k=1,2,...,n—1, on
aura alors

f0) < f(1) < f(2) <...< f(n) = f(0),
contradiction. Il s’ensuit qu’il existe ko tel que g(ko) > 0 et g(ko + 1) < 0.
Puisque g est continue, il existe z¢g € |ko,ko + 1] tel que g(zg) = 0, d’on
f(zo+ 1) = f(zo). Le méme raisonnement s’applique lorsque g(0) < 0.
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1.3.13. On peut prolonger la fonction f sur R, de fagon & obtenir une
fonction périodique de période n. Son prolongement est encore noté f. Pour
ke{l,2,...,n— 1} donné, on pose

g(x) = f(z + k) = f(z), ==>0.

On montre qu'il existe zg € [0, kn] tel que g(zg) = 0. Si g(0) = 0, on prend
alors £y = 0. On suppose donc, par exemple, que g(0) > 0. Si on a aussi
g(3) > 0 pour tout j =0,1,2,...,kn — k, on aura alors

f(0) < f(k) < f(2k) <... < f(kn) = [(0),

contradiction. Il s’ensuit qu’il existe jo tel que g(jo) > 0 et g(jo + 1) < 0.
Puisque g est continue, il existe z¢g € |jo,jo + 1] tel que g(zg) = 0, d’ou
f(xzo+ k) = f(xg). On suppose d’abord que zy € [(I — 1)n,Iln — k| pour un
certain 1 < I < k. La périodicité de f implique f(xzg) = f(zo — (I — 1)n) et
flzo+k) = f(zo— (I —1)n+ k). On peut donc prendre z = z9 — (I — 1)n et
i =x0—(l—1)n+k.Sizg € [In—Fk,In], alors o+ k € [In,({+1)n] et on a
flxo— (1 —1)n) = f(zo) = f(xo+ k) = f(xo — In+ k). On peut alors prendre
zp =20 — (I —1)net ) =xo—In+k.

On n’a pas nécessairement pour tout k € {1,2,...,n— 1} 'existence de x,
et x) tels que xp — z), = k et f(xg) = f(x},). Il suffit de considérer la fonction

f(z) =sin <gaz> pour z € [0,4].

A

v

On voit facilement que f(x + 3) # f(z) pour tout x € [0, 1].

1.3.14. La solution suivante est due a notre étudiant Grzegorz Michalak.
On peut supposer, sans perte de généralité, que f(0) = f(n) = 0. Le cas
n = 1 est évident. On suppose donc que n > 1. On considére d’abord le cas
ou f(1) >0, f(2) >0, ..., f(n—1) > 0. Pour kK = 1,2,....,n — 1, on pose
gk(z) = f(x + k) — f(z). La fonction gj est continue sur [0,n — k| et, par
hypothése, g (0) > 0 et gp(n — k) < 0. Il existe donc zj € [0,n — k] tel que
gr(zx) = 0, ou encore, f(zy + k) = f(zx). Ceci démontre la proposition dans
ce cas. De fagon semblable, on peut prouver qu’elle est aussi vraie si f(1) < 0,

f(2)<0,...,f(n—1) <0.
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On suppose maintenant que f(1) > 0 (resp. f(1) < 0), les réels
f), f(2),...,f(n—1) sont distincts et différents de 0 et il existe m tel que
2<m < n—1,tel que f(m) < 0 (resp. f(m) > 0). Il existe alors des entiers
ki,ko, ..., ks compris entre 1 et n — 2 tels que

f(1)>0,f(2)>0,...,f(k) >0,
flk1+1) <0, f(k1+2)<0,...,f(k) <0,

flks+1) <0, f(ks+2)<0,...,f(n—1)<0
(ou f(ks+1) >0, f(ks +2) >0,..., f(n—1) >0)

(resp. f(1) < 0,f(2) < 0,...,f(k1) < 0,...). En raisonnant alors de la
méme fagon que dans le premier cas, on montre qu’il existe ki solutions dans
[0, k1 + 1], ko — Ky solutions dans [kq , ko + 1], etc. Clairement, dans ce cas, les
solutions doivent toutes étre distinctes et la proposition est prouvée.

Finalement, on considére le cas ou il existe des entiers k£ et m tels que
0 < k< m < n, tels que f(k) = f(m). On suppose aussi que les réels
fk), f(k+1),..., f(m—1) sont distincts. Il découle de ce qui précéde qu'il y
a m — k solutions dans l'intervalle [k, m]. On définit alors

f(z) si0 <z <k,
fi(z) = .

flx+m—k) sik<z<n—(m-—k).
Clairement, f; est continue sur [0,n—(m—k)] et fi(n—(m—k)) = f1(0) = 0.
Si f1(0), f1(1),..., fi(n — (m — k) — 1) sont distincts, la premiére partie de la
démonstration donne alors n — (m — k) solutions qui, ajoutées aux m — k solu-
tions obtenues précédemment, donnent le résultat cherché. Si certains des réels
f100), f1(1),..., filn — (m — k) — 1) sont égaux, on peut répéter la procédure.

1.3.15. On suppose que 'équation f(z) = g(z) n’a pas de solution. La fonc-
tion h(z) = f(z) — g(z) est alors soit strictement positive, soit strictement
négative. Donc,

0 # h(f(x)) + h(g(z))
= f(f(@)) —g(f(@)) + f(g9(z)) — g(g(z))
= f*(z) — ¢*(=),

contradiction.
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L’exemple suivant montre que 'hypothése de continuité est essentielle :

B V2 siz € R\Q,
f@) = {O six eQ,

(2) = 0 sizeR\Q,
G V2 sizeQ.

1.3.16. On suppose qu’il existe x1, xo et x3 tels que 1 < x9 < x3 et, par
exemple, f(z1) > f(x2) et f(x2) < f(x3). D’aprés la propriété des valeurs
intermédiaires, pour tout u tel que f(x2) < v < min{f(x1), f(x3)}, il existe
s € |xy,xa| et t € |xg,x3] vérifiant f(s) = u = f(t). Puisque f est injective,
s = t, en contradiction avec le fait que z1 < s < x9 < t < x3.

1.3.17. Le probléme précédent implique que f est soit strictement décrois-
sante, soit strictement croissante.

a) On suppose que f est strictement croissante et qu’il existe xg tel que

(a) ppose q q o tel q
f(zg) # xo. On choisit, par exemple, f(zg) > . On a alors f™(zg) > o,
contrairement & I’hypothése. Le méme argument s’applique au cas ot

f(wo) < mo.

(b) Si f est strictement décroissante, alors f2 est strictement croissante.
Puisque f™(x) = x, on obtient f2"(z) = z, ce qui signifie que la n-iéme
itérée de f? est 'identité. Donc, d’aprés (a), f2(x) = z.

1.3.18. On remarque que f est injective. En effet, si f(z1) = f(x2), alors
—x1 = f2(x1) = f3(x2) = —29 et 21 = 9. 11 découle de 1.3.16 que si f
est continue, elle est soit strictement décroissante, soit strictement croissante.
Dans les deux cas, f2 est strictement croissante, contradiction.

1.3.19. Comme dans la solution du probléme précédent, on peut prouver
que f est injective sur R. Une analyse semblable a celle de la solution du pro-
bleme 1.3.16 montre que f est soit strictement décroissante, soit strictement
croissante. Dans les deux cas, f2* (k € N*) est strictement croissante. L’en-
tier n dans la condition f™(z) = —x doit donc étre impair. Si f est strictement
croissante, ™ I’est aussi, ce qui contredit la condition et f est donc strictement
décroissante. De plus, puisque

f(=z) = f(f*(2) = [*(f(2)) = —f(),

on voit que f est une fonction impaire (et donc toute itération de f l'est aussi).
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On prouve maintenant que f(x) = —z pour tout z € R. On suppose qu’il
existe zg tel que 1 = f(zg) > —xz¢ ou, dit autrement, —x; < xg. Il s’en-
suit que zo = f(z1) < f(—x0) = —f(x9) = —x1 < zp. On peut montrer par
récurrence que (—1)"z, < zg si xp = f(zr_1), ce qui contredit I'hypothése
xn = f"(xg) = —x0. Le méme raisonnement s’applique au cas f(z) < —zp.
Donc, f(z) = —z pour tout z € R.

1.3.20. On suppose que f est discontinue en z. Il existe alors une suite {z,}
convergente vers x telle que {f(z,)} ne converge pas vers f(x). Ceci signifie
qu’il existe € > 0 tel que pour tout k € N*, il existe ng > k pour lequel

|f(%n,,) — f(z)] > €.

Done, f(zp,) = f(z) +e > f(z) ou f(x,,) < f(x) —e < f(z). Supposons,
par exemple, que la premiére inégalité soit vérifiée. Il existe alors un rationnel
q tel que f(z) +¢e > q > f(z), dou f(zn,) > ¢ > f(z) pour tout k € N*.
D’aprés la propriété des valeurs intermédiaires, il existe z; entre x et x,, tel
que f(z) = g, ce qui signifie que z; € f~'({g}). Clairement, klim 2 = X.

— 400

Puisque f~1({q}) est fermé, z € f~*({q}) et f(z) = g, contradiction.

1.3.21. 1l suffit de considérer le cas ou T' > 0 pour démontrer ce théoréme.
On pose g(z) = f(z+T) — f(x). Il y a alors deux possibilités.

(1) 11 existe 29 > a tel que g(x) est strictement positive (ou négative) pour
tout * > x¢.

(2) Il n’existe pas de tel xg.
Dans le cas (1), si, par exemple, g est strictement positive sur |z, +oo[, la suite

{f(zo+nT)} est alors croissante. Puisque f est bornée, la limite suivante existe
et est finie :

lirf flzo+nT) = lir4r_1 flzo+ (n+1)T).

On peut donc prendre x,, = xy + nT. Dans le cas (b), d’aprés la propriété
des valeurs intermédiaires appliquée & g, pour tout entier strictement positif
n > a, il existe x, > n tel que g(z,) = 0.



SOLUTIONS

1.3.22.  On pose
r+2 si—3<K

g(x) =< —zx si—1<

< —1,
x
r—2 sil<x<

<
<L
3

et on définit f par

f(z) =g(x —6n)+2n pour 6n—-3<z<6n+3, neZ.

La fonction f a la propriété cherchée.

Il n’existe pas de fonction continue sur R qui atteigne chacune de ses
valeurs exactement deux fois. Supposons, au contraire, que f soit une telle
fonction. Soit z1,x2 tels que f(z1) = f(xa) = b. Alors f(z) # b pour
x # x1,x9. Donc, soit f(z) > b pour tout z € |xy, o[, soit f(z) < b pour
tout x € ]x1,x2[. Dans le premier cas, il existe un unique z¢ € |z1, x| tel
que f(zg) = max{f(z): z € [x1,z2]}. En effet, si f atteint son maximum sur
[x1, x2] en plusieurs points, f prend alors certaines valeurs plus de deux fois sur
[z1,22]. Il existe donc un unique point z{, (en dehors de l'intervalle [x1 , z2]) tel
que ¢ = f(zo) = f(xp) > b. La propriété des valeurs intermeédiaires appliquée
a f implique alors que toute valeur dans |b, c[ est atteinte au moins trois fois,
contradiction. Le méme raisonnement s’applique aussi au cas ou f(x) < b pour
tout = € |x, 29[

1.3.23. On suppose que f est strictement monotone sur chaque intervalle
[tic1,ti] (i = 1,2,...,n) et que 0 = t) < t; < ... < t, = 1. L’ensemble
Y = {f(t;) : 0 < i < n} est formé d’au plus n+ 1 éléments yo, y1, - . ., Ym €t on
peut supposer que yg < y1 < ... < Ym. On pose z9; = y; (0 < i < m) et on
choisit z1,23,...,29,_1 de sorte que zp < 21 < 290 < 23 < ... < Zom_1 < Z9m.-
On pose

Xp={z€[0,1]: f(x) = 2z},
X:XQUX1U...UX2m:{xl,xg,...,.’L'N},
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ot 0=z <x2 <...<zny =1 Pour 1 <j <N, on note k; le seul élément
de I'ensemble {0,1,2,...,2m} pour lequel f(z;) = z,. Les entiers k1 et ky
sont alors pairs et kj — k;j 11 = £1 pour 1 < j < N. Il s’ensuit que le nombre
N d’éléments de I'ensemble X est impair. En conséquence, un des ensembles
X = f!(2) a un nombre impair d’éléments.

24— ———— —_—— e
| | | |
| | | |

e e i S e e (e
| | |

1.3.24. On prouve d’abord que I’ensemble des extrema locaux propres de f
est au plus dénombrable. En effet, si 29 € ]0, 1[ et f(xo) est un maximum (resp.
minimum) local propre, il existe alors un intervalle |p,q[ C [0,1] & extrémités
rationnelles tel que f(x) < f(xg) (resp. f(z) > f(zo)) pour tout = € |p,q|,
T # xo. La proposition se déduit alors du fait que I’ensemble des intervalles a
extrémités rationnelles est dénombrable.

Puisque I'ensemble des extrema locaux propres de f est au plus dénom-
brable, il existe y compris entre f(0) et f(1) qui n’est pas un extremum local
propre de f. On suppose que f(0) < f(1) et f~1(y) = {z1,22,...,2,}, ol
1 < 9 < ... < . On pose de plus zg = 0 et x,41 = 1. La fonction
x — f(x)—y est soit strictement positive, soit strictement négative, sur chaque
intervalle |x; , ;41 et de signes opposés dans deux intervalles consécutifs. On
remarque que la fonction est négative dans le premier intervalle et positive dans
le dernier. Le nombre de ces intervalles est donc pair et n est donc impair.

1.3.25. On définit la suite {x,} en posant x,, = f"(zp). Si un des termes
de cette suite est un point fixe de f, {z,,} est alors constante & partir d’une
certaine valeur de I'indice n donc convergente. Si un des termes de cette suite
est une de ses valeurs d’adhérence, la suite est encore convergente. Il suffit
donc de considérer le cas ou aucun des termes de la suite {x,} n’est une de
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ses valeurs d’adhérence. On a alors

a= lim z,<b= lim x,.
n—+o00 n—+00

Soit x, € |a,b[. Puisque xy, n’est pas une valeur d’adhérence de {z,}, il existe
un intervalle ¢, d] C ]a,b] ne contenant aucun autre terme de cette suite. Il y
a de plus une infinité de termes de la suite dans chacun des intervalles |—oo, |
et |d,+oo[. Si Ja,b] ne contient pas de termes de la suite, on peut prendre
¢ = a et d = b. On définit alors une sous-suite {z,, } de {x,} de sorte que
T, < Cet Ty, 41 > d pour k € N*. Si g est une valeur d’adhérence de {zy, },
alors g < c et f(g) > d. Ceci contredit '’hypothése selon laquelle toute valeur
d’adhérence de la suite est un point fixe de f.

1.3.26. [6]. D’apres le résultat de 1.1.42, on sait que lim 0 - a(f)

n—+oo M
existe. On montre maintenant qu’il existe z¢ € [0, 1] tel que f(zg) = zo+a(f).
Si f(x) =2 z+ a(f)+e pour tout x € [0, 1] et pour un certain € > 0, alors, en
particulier, f(0) > a(f)+e. On montre par récurrence que f(0) > n(a(f)+e)
pour n € N*. En effet, en posant r = f(0) — [f(0)], on obtient

£2(0) = f(f(0) = F(IF(O)] +7) = [f(0)] + f(r)
2 [fO)]+r+a(f)+e=F0)+a(f) +e
> 2(a(f) +¢).

Les mémes arguments s’appliquent pour prouver que f™(0) = n(a(f)+¢) im-
plique f*"*1(0) > (n + 1)(a(f) +¢). On remarque que si f™(0) > n(a(f) +¢),
alors a(f) > a(f) + &, contradiction. On peut prouver de la méme maniére
que si f(x) < z+ a(f) — e pour tout z € [0,1] et pour un certain £ > 0, alors
a(f) < a(f) — e, de nouveau une contradiction. Donc, d’aprés la propriété des
valeurs intermédiaires, il existe zg € [0, 1] tel que F(zo) = f(x0) —zo = a(f).
En particulier, si a(f) = 0, g est alors un point fixe de f. D’autre part, si
Ll g,
n

est un point fixe de f, alors a(f) = liI_’?El
n—-+0oo

1.3.27. Onpose A={x€l0,1]: f(z) >0}, s=inf A et h = f+g. Puisque
h est décroissante, on a h(s) > h(z) > g(z) pour z € A. Puisque g est continue,
h(s) = g(s) et f(s) = 0. Les hypothéses impliquent

9(0) > h(0) = h(s) = g(s).
D’aprés la propriété des valeurs intermédiaires appliquée a g, il existe t € ]0, s]
tel que g(t) = h(s). Mais alors, h(t) > h(s) = g(t), ce qui donne f(¢) > 0. Par
définition de s, on a t = s, ce qui implique g(s) = h(s) ou, de fagon équivalente,

f(s)=0.
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1.3.28. On remarque d’abord que f n’est pas continue sur R. Si elle I’était,
d’aprés le résultat de 1.3.16, elle serait strictement monotone, par exemple
strictement croissante. Dans ce cas, si f(xp) = 0, on obtient f(x) > 0 pour
x> xg et f(x) <0 pour x < xp, ce qui contredit ’hypothése selon laquelle f
envoie R sur R;. La méme analyse montre que f ne peut pas non plus étre
strictement décroissante. La fonction f n’est donc pas continue sur R.

On suppose maintenant, contrairement & la proposition, que f a un nombre
fini de points de discontinuité que 'on note 1 < z2 < ... < x,. La fonction f
est alors strictement monotone sur chacun des intervalles |—oo, x1[, |21, 22|,
<o vy |Tp , +00[. D’aprés la propriété des valeurs intermédiaires appliquée a f,

f(]—oo,xl[),f(]a;l,azg[),...,f(]a:n,—i—oo[)

sont des intervalles deux & deux disjoints. Donc

n—1
R+\ (f(]_ooa$1[) U U f(]xkvxk—kl[) Uf(]xn,+oo[)>

k=1
contient au moins n + 1 éléments. D’autre part, les seuls éléments de

n—1

R\ (]—Oo,évl[U U ]xkvxk—i—l[u]l’nv“‘oo[)
k=1

sont z1,x2,...,T, et f ne peut donc pas étre bijective, contradiction. On a

donc prouvé que f a une infinité de points de discontinuité.

1.3.29. On prouve que si I est un sous-intervalle de ]0,1[ d’'intérieur non
vide, alors f(I) = [0, 1]. Pour cela, on note qu'un tel intervalle I contient un
sous-intervalle ] o e [ I1 suffit donc de prouver que f (] 2% , % D =[0,1].

270 7 270
On observe que si z € ]0, 1], alors soit © = 7y pour un certain m et ng, soit
T € };%O,é%{ pour un certain j, j = 0,1,...,2" — 1. Si ¥ = 555, alors
f(z) = 1 et la valeur de f au milieu de ]2% , %[ est aussi égale & 1. Si

maintenant x € } 2%0 , 32‘%01 { pour un certain 7, il existe alors x’ € ] 2% , % [ tel
que f(z) = f(a'). En effet, tous les éléments de |5 , 55 [ ont les mémes ng
premiers chiffres et on peut trouver z/ dans cet intervalle tel que ses chiffres
restants se trouvent dans le développement binaire de x. Puisque

n n
Z a; Z a;
m = = Tm
n—-+o0o n n—+oo N — no
on obtient f(z) = f(z'). Il suffit donc de prouver que f (]0,1[) = [0, 1] ou, dit

autrement, que pour tout y € [0,1], il existe z € |0, 1] tel que f(z) = y. De
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ce qui précéde, on sait que 1 est atteint, par exemple en x = % Pour montrer
que 0 est aussi atteint, on prend z = 0,a1as ..., ou

0 sinon.

{1 sii=2% keN*
a; =
On a alors

k

f(.’L') B kEIJIrloo Q_k =0

Pour obtenir la valeur y = g, ou p et q sont des entiers strictement positifs

premiers entre eux, on prend

z=20,00...011...100...0...,
S——
q—p p q—p

ou des blocs de g — p zéros alternent avec des blocs de p uns. On a alors

flx) = klim IZ—Z = g. Notre but est maintenant de prouver que tout irration-
——+400
nel y € [0,1] est aussi atteint. On sait (voir, par exemple, I.1.14 (vol. I))

qu’il existe une suite de rationnels % convergente vers y, les entiers positifs
n

Dn €t g, étant premiers entre eux. On pose

ol g1 — p1 zéros sont suivis de p; uns, puis ga — po zéros sont suivis de po uns,
etc. On a alors

.. bitpat...4+Dpp .. Pn
f(z)= lim = lim — =y
n—+00 g1 +q2 + ... +¢qn n—+00 gp,

Puisque hg_l ¢, = +oo, la seconde égalité se déduit du ré-
n—roo

sultat de I1.3.9 (vol. I) ou du théoréme de Stolz (voir, par
exemple, I1.3.11 (vol. I)).
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I.4.

1.4.1.
(a)

Fonctions semi-continues

On pose supinf{f(z):z € A,0<|z—x9| <6} = a. On suppose
6>0
d’abord que a est un réel et on montre que a = lim f(x). Par défi-
T—T0

nition de la borne supérieure, pour tout 4 > 0, on a
inf{f(z):x € A,0< |z —x0| <0} <a (i)
et, pour tout € > 0, il existe 0* tel que
inf {f(z):x € A,0< |z —29| <"} >a—c. (ii)
D’apres (ii), on a
fx)>a—e si 0<|z—x0 <0™ (iii)

Soit {z,,} une suite de points de A différents de x(. Si la suite converge
vers zg, alors 0 < |z, — xo| < 0* a partir d’une certaine valeur de 'in-
dice n. Donc, f(z,) > a —e. Si {f(zp)} converge vers y, on obtient

alors y > a — ¢, dou lim f(z) > a. Pour prouver que l'on a aussi
r—x0

lim f(x) < a, on utilise (i). La définition de la borne inférieure im-
T—x0

plique que, étant donné &1 > 0, il existe z* € A tel que 0 < |z* — zo| < ¢
et f(*) < a+e1. En prenant 6 = 1, on obtient une suite {z*} telle que

n’

1
0 < |z), — o] < - et f(z)) <a+e.

Combiné a (iii), ceci donne a — e < f(x}) < a + £1. On peut supposer,
sans perte de généralité, que {f(x})} converge. Sa limite est alors infé-
rieure ou égale & a + 1 et, €1 > 0 pouvant étre choisi arbitrairement, il
s’ensuit que

lim f(z) < a.

T—To

Si a = 400, étant donné M > 0, il existe §* tel que
inf {f(z) :x € A,0< |z —mo| <} > M.

Donc, si 0 < |z — x| < 6%, alors f(x) > M. D’ou, si {x,} converge
vers xg, alors f(z,) > M a partir d’une certaine valeur de I'indice n, ce
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qui signifie que lim f(z) = lim f(x) = 4o00. Finalement, si a = —o0,
T=HY T—T0
alors

inf {f(z):x € A,0 < |z — 29| <} = -0
pour tout 6 > 0. Il existe donc une suite {z}} convergente vers x( telle

que lim f(zy) = —o0, ce qui donne lim f(z) = —oo.
n=>+00 z—0

(b) La démonstration se méne comme en (a).

1.4.2. Le résultat est une conséquence immédiate de 1.1.35 et du probléme
précédent.

1.4.3. Le résultat du probléme précédent implique que, étant donné £ > 0, il
existe 6 > 0 tel que

0<yo—inf{f(zx):xeA0<|x—a0| <} <e.
Par définition de la borne inférieure, ceci est équivalent aux conditions (i)
et (ii).
D’aprés 1.4.2(b), ¥y = lim f(x) si et seulement si, pour tout ¢ > 0, les
r—x0

deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Il existe 0 > 0 tel que f(z) < ¥+ € pour tout = € A se trouvant dans le
voisinage épointé 0 < |z — zg| < 0.

(2) Pour tout 6 > 0, il existe 2’ € A se trouvant dans le voisinage épointé
0< |/ —xo|<det f(z/) >y—e.

1.4.4.

(a) D’aprés I.4.2(a), lim f(x) = —oo si et seulement si
T—x0

inf{f(z):x € A,0< |z — 20| <} =—0
pour tout § > 0. Ceci signifie que pour tout o > 0, ’ensemble
{f(z):x € A0 < |x—x0| < &}
n’est pas minoré, ce qui donne le résultat cherché.

(b) La démonstration se méne comme en (a).
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I.4.5. Soit {J,,} une suite décroissante de réels strictement positifs conver-
gente vers 0. I1 découle de 1.4.2(a) que

l= lilf inf {f(z):x € A,0<|x—mo| <p}.

Pour [ réel, ceci est équivalent aux deux conditions suivantes :
(1) Pour n € N*, il existe k, € N* tel que 0 < |z — 29| < J; implique
f(@)>1— 1 pour k > k.
(2) Pour n € N*, il existe k,, € N* et 3, € A tels que 0 < |zg, — zo| < g,
et f(ﬂl'kn) <l+ %
Il existe donc une suite xj, convergente vers xg telle que hr_{_l flzg,) =1L
n—roo

Si lim f(x) = —oo, d’aprés 1.4.4(a), pour tout n € N et § > 0, il existe

T—2T0
alors x,, € A tel que 0 < |z, — 20| < ¢ et f(z,) < —n. Donc, lir}rl Tn = X0
n—-roo
et lim f(z,)=—o0.
n—-4o0o
Si lim f(z) = 400, Uexistence de {x,} se déduit alors immédiatement de
T—T(

la définition.
I.4.6. Le résultat se déduit immédiatement de I.1.2 (vol. I) et de 1.4.1.
I.4.7. 1l suffit d’appliquer 1.1.4 (vol. I) et I.4.1.

1.4.8. On note que

Inf (f(2) +g(z)) > inf f(z) + inf g(z), (1)
sup (f(z) + g(z)) < sup f(z) + sup g(). (2)
TEA z€EA TEA

En effet, pour z € A,
S .
f(@) +g(2) > inf f(z)+ nf g(z),

ce qui implique (1). L’inégalité (2) se démontre de la méme fagon.
On prouve d’abord que

lim f(z) + lim g(z) < lim (f(z)+g(z)). (3)

T—x0 T—x0 T—x0

D’aprés (1), on a

inf {f(z)+g(z) :x € A,0<|x —zo|<d} >inf {f(z) : 2z € A,0 < |x — x| < I}
+inf {g(x) : x € A, 0<|z — x| <I}.
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Un passage a la limite lorsque & tend vers 0 et le résultat de 1.4.2(a)
donnent (3). L'inégalité

T (f() +9(@)) < Tm /(@) + Tm g(a) (4)

B=>T() T—T0

se prouve de la méme maniére. De plus, le probléme 1.4.6 et (3) impliquent

lim f(z) = lim (f(z)+g(z) —g(x))

> B (i) olle)) ++ Mim (=)
= B () gl = BT el

On peut prouver de la méme fagon que

lm f(z)+ T g(2) < T (£(2) + ().

T—T0

Pour montrer que les inégalités peuvent étre strictes, on considére les fonctions
définies par

sin 2 six >0,
0 si x <0,

sin; six <0.

0 six >0,
g(l’):{ 1

Pour zg = 0, les inégalités considérées sont de la forme -2 < -1 <0< 1 < 2.

1.4.9. On remarque d’abord que

Inf (f(2) - g(2)) > inf f(z)- inf g(2), (1)
sup (f () - g(x)) < sup f(z) - sup g(z) (2)
€A TEA TEA

si f et g sont positives sur A. Le reste de la démonstration se méne comme
dans la solution du probléme précédent. Pour voir que les inégalités données
peuvent étre strictes, on considére les fonctions définies par

1
f(a;) —_ {sin2 %Jrl

2 six <0,

& six >0,
g(w) = 1

six >0,

1 .
m six <O

Pour xzg = 0, les inégalités considérées sont de la forme i <1< % <3 <6.
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1.4.10. Ona lim f(z)= lim f(z) = lim f(z). Donc, d’aprés 1.4.8,

r—x0 T—To T—To

lim f(z)+ lim g(z) < lim (f(z) +g(z)) < lim f(z)+ lim g(z)

T—To T—To T—To T—T0

et
lim (f(2) +9(a)) = lim f()+ lim g(c).

T—T0 T—T0

Les autres inégalités se prouvent de la méme fagon.

1.4.11. Si A=1ou A = L, la proposition se déduit immédiatement de [.4.5.
On suppose donc que X € |I, L[. D’aprés 1.4.5, il existe alors des suites {z],}
et {2/} convergentes toutes deux vers a et telles que

lim f(z))=1 et lim f(z)=L.

n— 00 n— 00

Il s’ensuit que f(z],) < A < f(z}) a partir d’une certaine valeur de U'indice n.
Puisque f est continue, elle vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. Il
existe donc z;, dans lintervalle d’extrémités =/, et x! tel que f(z,) = A.
Puisque {a]} et {z]/} convergent vers a, la suite {x,} converge donc aussi

vers a.

1.4.12. La fonction est continue en tout point de la forme k7w avec k € Z
(voir I1.2.1). Clairement,

— sinxzg sisinzg >0
lim f(z) = po T
T—T0 0 sisinzg < 0
&l
. 0 sisinzg >0
lim f(z) =1 R
T—z0 sinxg sisinxg < 0.

En conséquence, f est semi-continue supérieurement sur I’ensemble

(Qﬂ |J 12k, 2k + 1)@) U ((R\@) n [k - 1)77,2k7r]>

kEZ keZ

et semi-continue inférieurement sur

(Qm ek - m,zm) U ((R\Q) n | [2kr, (2K + 1)7r]> .

keZ kEZ
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1.4.13. On a
S x%—l sixg < —1ouxy>1,
lim f(z)= i
z—xo 0 si zg € [-1,1]

et

0 ixg < —1 > 1,

lin fa) =4, ST
T—w0 zg—1 sizge[-1,1].

La fonction f est semi-continue supérieurement en tout irrationnel de
|]—00,—1[U]1,+0oc[ et en tout rationnel de l'intervalle [—1,1]; f est semi-
continue inférieurement en tout rationnel de |—oo,—1] U [1,400] et en tout
irrationnel de |—1,1].

I.4.14. La fonction f est continue en 0 et en tout irrationnel (voir 1.2.3).

Soit 0 # xg = g, ou p € Z et ¢ € N* sont premiers entre eux. On a f(zg) = é

et lim f(z)=0< %. Donc, f est semi-continue supérieurement sur R.
T—x0

1.4.15.

(a) La fonction f est continue en 0 et en tout irrationnel strictement po-
sitif (voir 1.2.3). On suppose que zp est un irrationnel strictement

négatif. On a lim f(z) = |zo| = f(z0). Donc, f est semi-continue
T—T(

supérieurement en 0 et en tout irrationnel. Si zg = g > 0, alors

. _ p p _ . . . . .

zlirgo fl@) = & > 25 = f(wo). Ceci signifie que f est semi-continue

inférieurement en tout rationnel strictement positif. Si zg = g < 0, alors

I f(z) = —> > 2 = f(x0)

T—T0 q q—l—l

&l . .
lim f(x) == < —— = f(xg).
tm f2) =2 < L =

Donc, f n’est semi-continue ni supérieurement, ni inférieurement, en tout
rationnel strictement négatif.

(b) On note que pour z € ]0,1],

lim £(t) =~ < f(z) <= = Jm (2.

t—x

Donc, f n’est semi-continue ni supérieurement, ni inférieurement, sur
10,1].

87



CHAPITRE I. LIMITES ET CONTINUITE

1.4.16.
(a) Sixg € A est un point isolé de A, la proposition est manifestement cor-

recte. Si g est un point d’accumulation de A, la proposition se déduit
alors du fait que

a lim f(z) sia>0,

1.— _ T—IQ
e af(2) a lim f(x) sia<0.
T—T0

(b) Soit z¢ un point d’accumulation de A et on suppose, par exemple, que f
et g sont semi-continues inférieurement en xg. D’aprés 1.4.8, on a alors

lim (f(z) +g(z)) > lim f(z)+ lim g(z) > f(zo) + g(2o)-

T—To T—T0 T—To

1.4.17. On suppose, par exemple, que les fonctions f, sont semi-continues

inférieurement en xy. Puisque sup f, > f, pour n € N* on a
neN*

lim sup f(z) > lm fo(z) > fo(xo) pour n € N

r—x0 neN* T—T(0

En conséquence,

lim sup fn(x) > sup fn(zo)-
r—xo nEN* neN*

1.4.18. 1l suffit d’observer que si {f,} est une suite croissante (resp. décrois-

sante), alors lim f,, = sup fu(x) (resp. lim f, = inf f,(z)) (voir, par
n—-4o00 neN* n—-+00 neN*
exemple, I1.1.1 (vol. I)) et d’utiliser le résultat du probléme précédent.

1.4.19. D’aprés 1.4.1, on a

fi(z) :max{f(x),;ijnéf(z)}
:gggsup{f(z):ZEA,|Z—x‘ < 0}

= It 1z €Az —x| <4}
Jim sup {f(2) : 2 |z — x| < 6}

De méme,

fo(z) = 51_1)1& inf {f(2):z€ A,|z—z| <d}.
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Donc,

filw) = fo(z) = lim sup{f(2):2 € A, |2 — x| < ¢}
— lim inf : A |z — )
Jim in {f(z) :z€ A, |z —z| <}
:(Slirél+sup{f(z) —fu):z,ue A, |z —2x| <9, |u—=x| <d}
:5111(1;1+sup{|f(z) — f(w)]:z,u € A,|z — x| <6, |u—=x| <}

= of(x).

1.4.20. Soit  un point d’accumulation de A et {x, } une suite de points de A
convergente vers x. On pose §,, = |z, — z| + % Alors, |z — x| < 6, implique
|z — 2| < 26,. En conséquence (voir la solution du probléme précédent),

fo(zy) = liIJIrl inf{f(z): 2 € A, |z — x| < 0p}

inf {f(2):2€ A, |z —zx| < on}
inf {f(z):z€ A, |z —z| <26,}.

Un passage a la limite lorsque k tend vers 400 donne lim fo(xp) = fo(x).
k—-+oco

Il s’ensuit que lim fa(2) > fo(z) et la semi-continuité inférieure de la fonction
zZ—T
fo est donc prouvée. On peut montrer de la méme fagon que f; est semi-

continue supérieurement. Maintenant, d’aprés le résultat du probléme précé-
dent, of(xz) = fi(x) — fa(x), ce qui, avec 1.4.16, prouve la semi-continuité
supérieure de oy.

1.4.21. On prouve la proposition pour les fonctions semi-continues inférieure-
ment. On suppose d’abord que la condition donnée est vérifiée. Pour a < f(zo),
il existe alors § > 0 tel que f(z) > a pour |z — xo| < 0. Si {x,,} est une suite
de points de A convergente vers xg, alors |z, — x| < § pour n suffisamment
grand. Ainsi, f(x,) > a, ce qui implique lim f(x,) > a. On obtient alors

n—+o0o
lim f(xz) > f(xg), a pouvant étre choisi arbitrairement. On suppose main-
r—x0
tenant que f est semi-continue inférieurement en zy et que, contrairement a

la proposition, la condition n’est pas satisfaite. Il existe alors a < f(xg) tel
que pour tout n € N* il existe z,, € A pour lequel |z, — x| < 6, = % et

f(x,) < a. La suite {z,} converge donc vers zg et lim f(x,) < a < f(xo),
n——+00
contradiction.
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1.4.22. On suppose que l'ensemble {x € A : f(x) > a} est ouvert pour tout
a € R. Soit zp un élément de A, on prend a < f(x¢). Il existe alors § > 0 tel
que |zg — 0,20 + 0] C {x € A: f(z) > a}. Le résultat du probléme précédent
implique alors que f est semi-continue inférieurement.

On suppose maintenant que f est semi-continue inférieurement sur A et
on montre que 'ensemble {z € A : f(x) < a} est fermé dans A. Soit {z,} une
suite de points de cet ensemble convergente vers z. On a alors f(z,) < a et,

en conséquence, f(z) < lim f(z,) < a, ce qui implique que x est aussi un
n—+o0o
élément de {z € A : f(x) < a}. On a donc prouvé que cet ensemble est fermé

ou, de fagon équivalente, que son complémentaire est ouvert dans A.

1.4.23. On suppose que f est semi-continue inférieurement sur R et on note
B = {(z,y) e R?:y > f(z)}. Notre but est de prouver que B est fermé
dans R2. Soit {(z,,¥»)} une suite de points de B convergente vers (xg,%o). On
a

yo= lim y, > lim f(zn) > lim f(z) > f(z0).
n—+00 n—-+o0 T—T0
Donc, (x9,yo) € B.

On suppose maintenant que B est fermé et f n’est pas semi-continue in-
férieurement en xp € R. L’ensemble B¢ = {(z,y) € R? : y < f(z)} est ouvert
dans R? et il existe une suite {xn}, , # x0, convergente vers xq telle que
Yy = nkrfmf(xn) < f(zg). On prend g tel que y < g < f(xg). Alors, (zg,g)
appartient a B€. Il existe donc une boule centrée en (xg, g) contenue dans B¢
ou, de fagon équivalente, g < f(x,). Ainsi, g < y, contradiction.

On rappelle que f est semi-continue supérieurement sur R si et seulement
si —f est semi-continue inférieurement sur R. Donc, f est semi-continue su-
périeurement sur R si et seulement si ’ensemble {(x,y) eER?:y< f (a;)} est
fermé dans R2.

1.4.24. [21]. On prouve d’abord que f est semi-continue inférieurement si
et seulement si la fonction g(z) = 2 Arctan f(z) l'est aussi. Pour cela,
on utilise la caractérisation donnée en 1.4.20. On suppose que f est semi-
continue inférieurement. Pour montrer que g ’est aussi, il suffit de montrer
que 'ensemble B = {:E cA: %Arctan flx) > a} est ouvert dans A pour
tout réel a. Clairement, si a < —1, alors B = Aetsia > 1, B = 2.
Sila| < 1, alors B = {z € A: f(z) > tan (5 a)} qui est ouvert par hypo-
thése. On suppose maintenant que g est semi-continue inférieurement. L’en-
semble {:E €A :g(x) > %Arctan a} est ouvert pour tout réel a et I’ensemble
{r € A: f(z) > a} est donc ouvert.
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Pour n € N* et a € A, on définit ¢, , par

Yan(z) =g(a) +njr—a| (z€R)

et on pose
gn(z) = inf g n(z).
acA
Clairement,
gn(x) < gny1(x) pour tout x € R
et

9n () < Yz n(z) = g(x) pour tout z € A.

La suite {g,(x)} est donc convergente pour tout € A. On montre maintenant
que les fonctions g, sont continues sur R. En effet, pour z,2’ € R,

[ o (@) = Pan(a’)| < nle— .
Il s’ensuit que
Pan(@) = n|z — 2| < Pan(®) < Pan(@) +nlz—2|.
En conséquence, on a
(@) —n |z — 2| < gu(@) < gu(@') +n|w — 2|

et la continuité de g, est donc prouvée. Il découle de ce qui précéde que
lim g,(z) < g(x) pour z € A. Notre but est de montrer que
o0

n—-+

lim g,(z) > g(x).

n—-+4o0o

Soit € A et o < g(x). Puisque g est semi-continue inférieurement en z, il
existe d > 0 tel que g(a) > a si | — a| < 6. Donc,

Yan(r) = g(a) >a pour |z —al <. (1)

D’autre part,
Yan(x) >—1+nd pour |z—al=>79,

ce qui, combiné a (1), donne
gn(z) = inf g pn(z) 2> min{a, -1+ nd}.
acA

Donc, g,(z) > « pour n suffisamment grand et lirJrrl gn(x) > . Finalement,
n—-—r0oo

par passage a la limite lorsque « tend vers g(z), on obtient lirf gn(x) = g(x).
n—-—+0oo
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1.4.25. Le théoréme de Baire (voir le probléme précédent) implique qu’il
existe une suite décroissante {f,} et une suite croissante {g,} de fonctions
continues convergentes sur A respectivement vers f et g. On pose

p1(z) = fi(z), Y1(z) = min {1 (2), 91 ()},

pn(2) = max {¢n_1(2), fu(@)},  ¢n(r) = min{pn(2), gn(2)} .

La suite {¢,} est alors décroissante car les inégalités ¥, < ¢, et f, < @
impliquent

(107L+1 = Imax {¢nafn+1} < max {wnvfn} g max{gon,fn} = Spn

On peut montrer de méme que {t,} est croissante. On observe alors
que les suites de fonctions continues {¢,} et {1} convergent toutes les
deux, vers des limites que I'on note respectivement ¢ et 1. On peut mon-
trer que ¢(x) = max{¢(z), f(z)} et ¥(z) = min{p(z),g(z)} (voir, par
exemple, I1.4.28 (vol. I)). Donc, si ¢(z) # 1¥(x) pour un z, alors p(z) = f(x)
et, puisque f(z) < g(x), on a aussi ¢¥(x) = f(x), contradiction. Les suites
{¢on} et {,} ont donc la méme limite (que lon note h) et qui vérifie
f(z) < h(z) < g(z). D’aprés 1.4.18, h est semi-continue inférieurement et
supérieurement donc continue.

1.5. Continuité uniforme

I.5.1.

(a) La fonction peut étre prolongée par continuité sur [0,1]. Donc, f est
uniformément continue sur |0, 1.

1 1
(o) -+ (eg) |-

pour n € N*, bien que

(b) On remarque que

1 . N . . .
Inr T Tt T puisse étre arbitrairement petit.

La fonction n’est donc pas uniformément continue sur |0, 1].

(¢) Puisqu’il existe un prolongement continu de f sur [0,1], la fonction f
est uniformément continue sur |0, 1[.
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(d) On a
() =1 (g )| = In— (4 1)) =1
Inn In(n+1)/)| noAn B
et ﬁ — 1n(nl+1) pa——— 0. Donc, f n’est pas uniformément continue
sur |0, 1.

(e) Puisque lim+ e s = 0, la fonction peut étre prolongée par continuité sur
z—0

[0,1] et f est donc uniformément continue sur |0, 1].

(f) La fonction n’est pas uniformément continue sur |0, 1] car

1 1
‘f<_>_f<7>‘—e2vlm+em>2, n € N*.

2nm 2nm + 7

(g) Pour voir que la fonction n’est pas uniformément continue sur |0, 1[, on
remarque que
1 1 B
f o f pre= L.
(h) On observe que

ARNYAR L 1 )
1y oL .
o o+ 1 O o T T eteo

La fonction n’est donc pas uniformément continue sur |0, 1].

(i) Comme précédemment, on montre que la fonction n’est pas uniformé-
ment continue sur |0, 1[.

I.5.2.

(a) On montre que f est uniformément continue sur R, . En effet, d’aprés
I'inégalité
|VT1 — Vx| < Vwy — 22 pour xp,x9 € Ry,
on a
|x1 — 20| < 8 =€ implique |/Z1 — /Z2| < €.
(b) On note que

— 2m.
n—-+o0o

‘f(QTLTF) —f <2n7r + %)

Donc, f n’est pas uniformément continue sur R, .
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()

(d)

Puisque
!sin2 x1 — sin? zo| = |sinzy — sinas| - [sinay + sinzs| < 2|21 — 24,
la fonction est uniformément continue sur R .

La fonction n’est pas uniformément continue sur R, car

‘f(%)—f(,unwrg)'—l

bien que ‘\/27’&7‘(’ —/2nm + %‘ — 0.

n—-4o0o

La fonction n’est pas uniformément continue sur Ry. En effet, la conti-
nuité du logarithme implique

n—-+oo

1
lnn —In(n+1)| =1In <1 + E) — 0

De plus,
|f(Inn) — f(In(n +1)| = 1.

On peut montrer, comme en (d), que la fonction n’est pas uniformément
continue sur R;.

Puisque

sinx1 — sin a9

5 < |z — @9,

|sin(sin z1) — sin(sin z9)| < 2 |sin

f est uniformément continue sur R, .

On note que
‘f <2n7r + ﬁ) — f(2nm)

. .1 1 . 1
sin <2n7r sin Gy + Gy sin 2n7r>

sin 1.

n—-+0o0o
La fonction n’est donc pas uniformément continue sur R .

On observe que

|sin \/z1 — sin /23| = < |Vx1 — V2l -

En raisonnant maintenant comme en (a), on montre I'uniforme continuité

de f.

2sin

VL1 — /T2 oS \V/T1 + /T2
2 2
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1.5.3.  On montre que lim+ f(x) existe. Par continuité uniforme, étant donné
r—a

e > 0, il existe 6 > 0 tel que |f(z1) — f(z2)| < € dés que |z1 — zo| < 4. Clai-
rement, sia < x1 < a4+ et a < xy < a+d, alors |1 — z2| < J. Le théoréme
de Cauchy (voir 1.1.37) implique que la limite a droite de f en a existe. On
peut prouver de la méme fagon que la limite de f & gauche en b existe aussi.

1.5.4.

(a) La définition de la continuité uniforme implique directement que la
somme de deux fonctions uniformément continues est uniformément
continue.

(b) Si f et g sont uniformément continues sur un intervalle ]a,b[ borné,
alors d’aprés le résultat du probléme précédent, les fonctions peuvent
étre prolongées par continuité a [a,b]. Donc f et g sont bornées sur
la, b[. L’uniforme continuité de fg sur ]a,b[ se déduit alors de 'inégalité

|f(z1)g(z1) — f(@2)g(w2)| < [f(21)] [g(z1) — g(w2)]

+ [g(@2)] |f(21) — f(x2)|-
D’autre part, les fonctions f(z) = g(x) = x sont uniformément continues
sur [a , +oo[ mais f(z)g(z) = 22
intervalle.

n’est pas uniformément continue sur cet

(¢) D’apres (b), la fonction x — f(z)sinz est uniformément continue sur
la,b[. Elle ne l'est pas nécessairement sur [a,-+oo[ comme le montre
I’exemple en 1.5.2(b).

I.5.5.

(a) Etant donné e > 0, il existe &1 > 0 et d > 0 tels que | f(z1) — f(b)| < §
si0<b—wx1 <% et |f(za) — f(b)] < §5si0<w2—b< 2. En posant
0 = min{dy,d2}, on obtient

|f(z1) — f(z2)| <e si |z —xo| <4 (1)

Pour z1,x9 € Ja,b] ou z1,25 € [b,¢[, (1) est clairement vérifiée pour un
certain 0 > 0.

(b) Non. On pose A =N* et B = {n+ % :n € N*} et on considére la fonc-

tion f définie par
1 sixzeA,
xTr) =
f(@) {2 si z € B.
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1.5.6. Si f est constante, elle est alors uniformément continue sur R. Si f
est une fonction périodique non constante, elle admet alors une période fonda-
mentale T (voir 1.2.23). Clairement, f est uniformément continue sur chaque
intervalle [kT', (k+1)T], k € Z. Donc, comme dans la solution de 1.5.5(a), on
peut montrer que f est uniformément continue sur R.

1.5.7.
(a) On pose lirf f) = Let lim f(z) =L Etant donné e > 0, il

existe A > 0 tel que |f(z) —L| < § pour x > A et [f(x) -1 < §
pour x < —A. Ceci implique |f(z1) — f(z2)] < € si x1,22 € [4,+00]
ou x1,x9 € ]—oo,—A]. Clairement f est uniformément continue sur
[—A, A]. Finalement, comme dans la solution de I.5.5(a), on montre

que f est uniformément continue sur R.

(b) La démonstration se méne comme en (a).

1.5.8. I suffit d’appliquer le résultat du probléme précédent.

1.5.9. La limite lirf_l f(x) n’existe pas nécessairement. Pour le voir, consi-
T—T0O0

dérez la fonction donnée en 1.5.2(c). La limite lim+ f(z) existe (voir 1.5.3).
z—0

1.5.10. On suppose que I = Ja,b[ est un intervalle borné et, par exemple,
que f est croissante. Comme en 1.1.35, on peut prouver que

lim f(z)= inf f(z) et lim f(z)= sup f(x).

rz—at x€Ja ,b| x—b~ z€la b]
On peut alors prolonger la fonction f par continuité sur [a,b] et elle est donc
uniformément continue sur |a,b[. Si Uintervalle I n’est pas borné, les limites

lir}rl f(z) et/ou lim f(x) existent et sont finies. D’apreés 1.5.7, f est donc

T—T0O0 r——00

uniformément continue sur I.

I.5.11. Non. La fonction suivante est uniformément continue sur R, mais la
limite lim f(x) n’existe pas :

T—+00
B pour z € [0, 1],
—z+9 pour z € [1,2],
@ =902 nm+1) pour z € [n(n+1), (n+ 1),
—z+ (n+1)(n+2) pourzxcé€ [(n+1)2,(n+1)(n+2)},
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1.5.12. Soit € > 0. On choisit 6 > 0 de sorte que pour z,z’ > 0,

|z —a'| <4 implique !f(a;)—f(a:')|<i.

2
Soit x1,xa, ..., xx des points de l'intervalle [0, 1] tels que pour tout = € [0, 1],
il y ait un z; vérifiant |z —x;| < J. Puisque lirf f(zi +n) = 0 pour
n—-—r+oo

i = 1,2,...,k, il existe ng tel que |f(z; +n)| < § pour n > ng et pour

i=1,2,...,k. On suppose que > ng + 1 et on pose n = [z]. Il existe alors
z; tel que |z — (n + ;)| < 4. Il s’ensuit que

|f(@)] < |f(x) — flzs +n)| +|f(z: +n)| <e.

1.5.13. Par continuité uniforme de f sur [1,+ool, il existe § > 0 tel que
[f(x) — f(2)] < 1si|z—2a'| < 4. Tout x > 1 peut s’écrire sous la forme
r=14+nd+r,ouneNet 0<r <J. Dong,

[f@) < [fQ)]+1f (@) = FOI < [FD)] + (n+1).
En divisant par x, on obtient

@] _ @I+ +D) _ O] +2
z = l4+né+r 1)

=M.

1.5.14. Comme dans la solution du probléme précédent, on trouve § > 0 tel
que si x = nd + r, alors

[f(z+u) = flu) <n+1

pour tout u > 0. Donc,

fe+uw)—f@| __n+l _2
z+1 S 14nd+r 4

=M.

1.5.15. Soit {x,} une suite de Cauchy d’éléments de A, autrement dit, étant
donné 6 > 0, il existe ng € N* tel que |z, — z,,| < d pour tous n,m = nyg.
Par continuité uniforme de f, étant donné € > 0, il existe 6. > 0 tel que
|f(zn) — f(zm)| < € si|Ty — Tm| < de. Done, {f(x,)} est une suite de Cauchy.
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1.5.16. On suppose, contrairement a I’énoncé, que f n’est pas uniformément
continue sur A. Il existe donc € > 0 tel que pour tout entier n strictement po-
sitif, il existe @, et 2/, dans A vérifiant |2, — z},| < L et |f(zn) — f(2})] > e.
Puisque A est borné, il existe une sous-suite convergente {z,, } extraite de
{zn}. On déduit de ce qui précede que la suite {x;, } converge vers la méme
limite. La suite {2z} formée des termes y,, %}, Tny, Tpys « + + > Trys Ty - - - €5t
convergente et il s’agit donc d’une suite de Cauchy. Mais ‘ Hlang, =i (x’nkﬂ =€
ce qui implique que {f(zx)} n’est pas une suite de Cauchy, contradiction.

Le fait que A soit borné est essentiel. Pour le voir, considérez la fonction
f(z) = z? définie sur R

1.5.17. La nécessité de la condition se déduit immédiatement de la définition
de la continuité uniforme. On suppose maintenant que la condition donnée est
vérifiée et que f n’est pas uniformément continue sur A. Il existe alors e > 0 tel
que, pour tout entier n strictement positif, il existe x,, et y,, dans A vérifiant
|Zn — yn| < L et |f(zn) — f(yn)| > €, contradiction.

1.5.18. Non. On définit f par

pour z € ]0,2],

pourz =n €N, n > 2,

pOUI“ZE:TL-F%,TLGN,’I’L)Z
—n+1 pourz € [n,n+i[,neN, n>2,
iy - B)+E pou o Jnrb 1] n N, >

8 3o S|~ =

Bl = Gl

o=
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La fonction f est continue sur R%, lim f(z) = 0 et lim f(z) = 3.
T——+400 z—0t+
D’aprés 1.5.7, f est uniformément continue sur R’ . Par ailleurs,
1
mar =
i 10T 5y

n=teo  J(m)

1.5.19. Par continuité de f en 0, étant donné £ > 0, il existe § > 0 tel que
|f(z)| < e pour |z| < §. La sous-additivité de f entraine donc

fla+t) = fl2) <ft) <e et flx)—flz+1t) < f(-t) <e

pour z € R et || < §. En conséquence, |f(x +t) — f(x)| < €, ce qui prouve
I'uniforme continuité de f sur R.

1.5.20. On observe que wy est croissante sur R . Donc (voir 1.1.35),
li 0) = inf wy(d) = 0.
2 01(0) = mfws(€)

Si 5lim+ w(6) = 0, étant donné € > 0, il existe alors 0 > 0 tel que ws(d) < e.
—0

Dong, si |z1 — x| < 6, alors |f(z1) — f(z2)| < wy(d) < e. Ceci signifie que f
est uniformément continue sur A.

On suppose maintenant que f est uniformément sur A. Etant donné € > 0,
il existe alors dp > 0 tel que |f(x1) — f(z2)| < € pour |21 — x| < Jp. Donc,
5h%l+ wr(0) < wyp(do) < € et, € pouvant étre choisi arbitrairement petit, on a
lim w¢(6) =0.

6—0+

I.5.21. Clairement, il suffit de prouver que (b) implique (a). Soit ¢ > 0.
Puisque fg est continue en 0, il existe d; > 0 tel que

|z] <01 implique  |f(z)g(x) — f(0)g(0)| <

DN ™

Dong, si |z1] < 01 et |za] < 61, alors |f(z1)g(z1) — f(x2)g(x2)] < e. Pour
|x1| = 61, on a

Fng(er) — Fe)a@)l< T 1o 7))~ fl@2)l +1f @) o) —g(a2)] -

|1]

Donc,

Fen)sler) — Fe2)aten)] < T (1my | fan)— (ool £lan)|HF@2) fra—sal)

|1]
+ | f(z2)] lg(z1) — g(z2)| -
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Ceci, combiné avec le résultat de 1.5.13, donne

|f(x1)g(21) — f(@2)g(22)| < M [|z1] f(21) — |22| f(22)]
+ ML |xy —z1| + L|g(z1) — g(x2)],

Mzsup{m(x)‘ | > 51},

|z]

= max {sup 1) : o] < ) sup { ELLE oy > 01|}

Le résultat cherché se déduit donc de la continuité uniforme de g(x) et de

|| f(z) sur R.

1.5.22. On suppose que f est uniformément continue sur I. Etant donné
e > 0, il existe alors 6 > 0 tel que

51— 22 <& implique |f (1) — f(w2)] < <. (i)
On prouve que, étant donné € > 0, il existe N > 0 tel que
HE T s N wplique (7o) - el <e G
T1 — 22

pour tous z1,xs € I, x1 # x5. Clairement, cette implication est équivalente a

flz1) = f=2)

r1 — T2

|f(z1) — f(x2)] = ¢ implique < N

D’aprés (i), si |f(x1) — f(z2)| = €, alors |1 — x2| > 6. On peut, sans perte de
généralité, supposer que z1 < x2 et f(z1) < f(z2). Puisque f(z2)— f(z1) > €,
il existe n € [e, 2¢] et un entier strictement positif & tels que f(x2) = f(z1)+kn.
La propriété des valeurs intermédiaires appliquée & f sur Uintervalle [x7 , 2]
implique alors qu’il existe 1 = 20 < 21 < ... < 2z = x2 tels que
F() = f@n) +in, i = 1,2,...,k. On a |f(s) — f(z1)] = n > ¢, done
|2i — zi—1| = 0 et |x1 — 22| = k5 En posant N = 2 on obtient
by _ %

‘f — fla2)| n

xr1 — T2 ko ) )

On suppose maintenant que (ii) est vérifice. Etant donné e > 0, il existe alors
N > 0 tel que

f(x1) = f(z2)

€Tl — X2

< N.

) — )l = e Al '



SOLUTIONS

En conséquence,
€

|f(z1) — f(z2)| > € implique |z — 22| > N

Ceci signifie que (i) est vérifiée en prenant § = .

I.6. Equations fonctionnelles

I.6.1. Clairement, les fonctions f(x) = az sont continues et vérifient 'équa-
tion fonctionnelle de Cauchy. On montre qu’il n'y a pas d’autres solutions
continues & cette équation. On observe d’abord que si f vérifie

flet+y) = fle)+ fly) pour z,y€R, (1)
alors f(2x) = 2f(z) pour tout € R. On montre par récurrence que
f(nz) =nf(z) (2)
pour tout n € N*. Si on remplace = par £ dans (2), on obtient
i 1
A= fa) (3)

Sir= g, ou p,q € N*, alors (2) et (3) impliquent

fea) =1 (L) =p1 (32) =210 = o (4)

La relation (2) implique f(0) = 0. Combiné a (1), cela donne 0 = f(0) =
f(z) + f(—=) ou, dit autrement, f(—z) = —f(x). On obtient donc, avec (4),
—rf(z) = f(—rz) = — f(rz) pour tout rationnel négatif r. Puisque pour tout
réel «, il existe une suite {r,} de rationnels convergente vers « et puisque f
est continue, on a, d’aprés (4),

flaz) = f <n£rfoo rnx> = lim f(rpz) = ngrfoo rof(z) = af(x).

n—-+oo

En prenant z = 1, on obtient f(«) = af(1). Ainsi, f(z) = axz on a = f(1).

1.6.2.

(a) On montre que si f est continue en au moins un point et vérifie 'équa-
tion fonctionnelle de Cauchy, elle est alors continue sur R. La proposition
se déduit alors du probléme précédent. Clairement si f vérifie I’équation
fonctionnelle de Cauchy, les égalités (2)-(4) de la solution du probléme
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(b)

précédent sont vérifiées. On montre d’abord que la continuité de f en xg
implique la continuité en 0. En effet, si {z,} est une suite convergente
vers 0, alors {z, + xg} converge vers xy. De plus, I'égalité

f(zn +20) = f(2n) + f(20)

et la continuité de f en xg impliquent lirf f(z,) = 0= f(0). Si main-
n—-+0oo

tenant x est un réel et {x, } une suite convergente vers x, alors {z,, — z}
converge vers 0. L'égalité f(z, —x) = f(x,) — f(z) et la continuité de f
en 0 impliquent hrf f(zn) = f(x).

n—roo

On montre d’abord que si f vérifie ’équation fonctionnelle de Cauchy et
est majorée sur l'intervalle |a, b[, elle est alors bornée sur tout intervalle
]—¢e,€[, € > 0. On considére pour cela la fonction

glx) =f(z) - f(1)z, zekR

Clairement, g vérifie I’équation fonctionnelle de Cauchy et on déduit de
la solution de 1.6.1 que g(r) = 0 pour r € Q. Pour = € |—¢, ], on trouve
un rationnel r tel que  + r € |a,b[. On a alors g(z) = g(z) + g(r) =
glx+r)=f(x+r)— f(1)(xz+r), ce qui implique que g est majorée sur
|—¢e,¢[ et il en est donc de méme pour f. Puisque f(—z) = —f(x), f
est aussi minorée sur |—¢,e[. On montre maintenant que f est continue
en 0. Soit {x,} une suite convergente vers 0. On choisit une suite {r,}

de rationnels qui tend vers +oo de sorte que lirJrrl x,r, = 0. La suite
n—-roo

{|f(znrs)|} est alors majorée, par exemple par M, et

)l = |1 (5 mtn )| = = )] <

M
n T'n Ty
Donc, lirJrrl f(z,) =0= f(0). La proposition se déduit alors de (a).
n—-1+od

On suppose, par exemple, que f est croissante. Les égalités (2)-(4) de la
solution de I.6.1 impliquent

2 0) < &) < - F1)

pour —% <z < % La fonction f est donc continue en 0 et la proposition
se déduit de (a).
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1.6.3. On remarque que f(z) = f? (%) > 0. Si f prend la valeur 0 en z(, du
fait que f(z +y) = f(z)f(y), f est alors identiquement nulle, ce qui contre-
dit f(1) > 0. La fonction f est donc strictement positive sur R et la fonc-
tion g(x) = In f(z) est continue et vérifie I’équation fonctionnelle de Cauchy.
D’aprés 1.6.1, g(x) = ax, on a = g(1) = In f(1). Donc f(z) = b* pour z € R,
en posant b = f(1).

1.6.4. Pour z,y € R*, on choisit t,5s € R tels que z = e’ et y = €°. On
définit g par g(t) = f(e!). On a alors g(t + s) = g(t) + g(s) pour t,s € R et,
d’aprés 1.6.1, g(t) = at. Donc, f(x) = alnx =log, z ou b = ea.

[.6.5. Comme dans la solution du probléme précédent, pour z,y € R,
on choisit t,5 € R tels que z = e’ et y = e° puis on définit g en posant
g(t) = f(e'). La fonction f vérifie alors 1'équation donnée si et seulement
si gt +s) = g(t)g(s) pour t,s € R. On déduit de 1.6.3 que g(t) = a et
f(z) =a"* =2b ot b =Ina.

1.6.6. Si f est continue sur R et f(x)— f(y) est rationnel lorsque x —y est ra-
tionnel, alors g(z) = f(x+1)— f(z) est continue et ne prend que des valeurs ra-
tionnelles. La propriété des valeurs intermédiaires implique que g est constante.
On pose donc f(x + 1) — f(z) = ¢q, g € Q. Si f(0) = r, alors f(1) =r+g¢q
et, par récurrence, f(n) = nqg+r, n € N. Puisque f(x) = f(x +1) — ¢, on
obtient f(—1) = —q + r et, par récurrence, f(—n) = —ng + r, n € N. Pour
un rationnel p = -+, la fonction f(x + p) — f(x) est aussi constante. On pose
f(z+p) = f(x)+q. Comme précédemment, on montre que f(kp) = kg+r pour
k € N. En particulier, f(n) = f(mp) = mq + r. D’autre part, f(n) = ng+r.
Donc, ¢ = > qet f (%) = .- q+ r. Puisqu’on peut choisir p arbitrairement,
f(z) = gz + r pour z € Q. La continuité de f implique que f est définie par
cette expression pour tout z € R.

1.6.7. On remarque que f(0) = 0. De plus, pour € R, on a

f(x) = —f(qz) = f (¢*z) = —f (¢*z) .

On montre par récurrence que f(z) = (—=1)" f (¢"x). En faisant tendre n
vers +0o et, en utilisant la continuité de f en 0, on voit que f(z) = 0. Seule
la fonction identiquement nulle vérifie donc ’équation donnée.
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I1.6.8. Ona f(0)=0et

flx)=—f <§x> +x—f<<§>2x> —gaz—i—x.

On montre par récurrence que, pour n € N*, on a

Fz) = (1) f <<§>nx> + (1) (%)nlx T §x+x.

En passant a la limite lorsque n tend vers 400 et en utilisant la continuité de
f en 0, on obtient f(x) = %x

1.6.9. Sion pose y = 2z dans 1’équation, on obtient
1 1 1 1 1 1 1
fly) = §f<§y> +§y* 2—2f<2—2y> +2—4y+2—2y.
On montre par récurrence que

1 1 1 1 1
f(y):z—nf on Y +2ﬁy+my+---+2—2y-

En passant a la limite lorsque n tend vers +oo et en utilisant le fait que
f(0) = 0 et la continuité de f en 0, on conclut que f(y) = %y

1.6.10. On pose f(0) = c. En prenant y = 0 dans I’équation de Jensen, on
obtient

f <g) _ f(w)-;f(o) _ f(w;JrC_

Donc,

f@)+fly) _ (z+y) _fl@aty +e
2 _f< 2 >_ 2

ce qui donne f(z) + f(y) = f(z + y) + c¢. On pose g(z) = f(z) — c¢. La fonc-
tion g vérifie alors 1’équation de Cauchy (voir 1.6.1), d’ou g(z) = az ou, dit
autrement, f(x) = az + c.

1.6.11. On montre d’abord que f est affine sur tout sous-intervalle fermé
[a, ] de Ja, b]. L’équation de Jensen donne

Fa+30-0)) = 1@+ 3(6) - f(a).
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De plus,
o4 o8
f<a+1<—a0=f< +22>
1 1 a+p
— 3 S+ 37 (22)
= f(a) + 7 (F(8) ~ F())
et

On montre par récurrence que
k k
F(a+ 3 (6= 0)) = 1@+ 5= (7(8) - S(@)
pour k =0,1,2,3,...,2" et n € N*. On suppose 1’égalité vérifiée pour m < n
et on la prouve au rang n + 1. Si k = 2[, [ = 0,1,...,2", on a alors, par
hypothése de récurrence,

o+ g -0) =1 (at 5 6-a))
l

= f(a) + 5 (F(8) - 1 (@)

= $(@) + gy (F(8) ~ F()).

De méme, sik =20+ 1,1 =0,1,...,2% — 1, alors

otz 0-0)) =1 (5 (a4 g G-0)) +5 (a+ 1 6-0))
3/ (0t g 0-) +37 (a4 8- )
= F(0) + gy (F(6) — ().

Puisque que les nombres de la forme 2% forment un ensemble dense dans [0, 1],
la continuité de f implique

fla+t(B—a)) = fla) +t(f(8) — f(e)) pour te€][0,1].

105



CHAPITRE I. LIMITES ET CONTINUITE

106

En prenant z = o + t(8 — «), on obtient

f(B) — f(a)
06—«

On remarque maintenant que les hypothéses du probléme impliquent que f
admet une limite & droite en a et une limite & gauche en b. En effet, on a par

f(z) = fle) +

(x —a).

exemple
- fly) (4D fl2)
ylgglﬁ 5 = 7 5 5~ bour x € la,bl.
Clairement,
+00
]avb[ = U [an aﬁn]a
n=1

ot {ay} est une suite décroissante de points de Ja,b] convergente vers a et
{B,} est une suite croissante de points de cet intervalle convergente vers b.
Donc pour z € Ja, b, il existe ng € N* tel que x € [ay, , B,] pour tout n > ng.
Il s’ensuit que

f(Bn) — flan)

f(x):f(an)+ B — am, (.’L‘—Ozn).
En faisant tendre n vers 400, on obtient
b=) — f(a™
f@) = sy + 21D
—a
1.6.12. Pour z € R, on pose
n—1
r1=x et Tpy1 = x 7 n € N*.

On a lirf xn = —1let f(x,) = f(2xpy1 +1) = f(zpt1), n € N*. Donc,

f(z) = f(zy). On voit, en faisant tendre n vers +oo, que f(z) = f(—1).
Seules les fonctions constantes vérifient les hypothéses du probléme.

1.6.13. Onnote que g(z) = f(z)— % 22 est continue sur R et vérifie I'équation
fonctionnelle de Cauchy (voir 1.6.1), donc g(z) = g(1)z, ce qui donne

flx)— == :<f(1)—g>x pour z € R.
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1.6.14. Par hypothése,

De plus, pour t # 0,—1,—%, —%, ...,ona

f<t>=f<t+%> #(ﬁ) =f<ﬁ>:...

. . t
Puisque nEI-i{loo e

solutions de I’équation sont donc les fonctions constantes.

= 0, la continuité de f en 0 implique f(¢) = 0. Les seules

1.6.15. Non. Il existe en fait une infinité de telles fonctions. Pour a € ]0, 1],
soit ¢ une transformation continue et strictement décroissante de [0,a] sur
[a,1]. La fonction f définie par

flz) = {g(x) pour z € [0,al,

g Y(x) pour z € la,l],

1.6.16. On suppose, contrairement & la proposition, qu’il existe yo € R tel
que |g(yo)| = a > 1. On pose M = sup{|f(x)|: x € R}. Par définition de la
borne supérieure, il existe 2y € R tel que |f(zg)| > % Par hypothése,

70 +y0)| + 120~ v0)| > 1720 +v0) + £ (&0 — wo)
= 21/ (@)l lg(wo)| > 27 a = 2M.

Donc, |f(zo + yo)| > M ou |f(xo — yo)| > M, contradiction.

1.6.17. On note que g(x) = f(z)e™* vérifie I'équation fonctionnelle de
Cauchy. Il découle donc de 1.6.1 que f(z) = aze®.
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1.6.18. Par hypothése f(0) =0 et f(2x) = (f(z))?. Par récurrence,
= () = (@) == ()

f(55) = VF@).

Si f(x) > 0, on obtient alors 0 = 1 par passage a la limite lorsque n tend
vers +o0o, contradiction. Seule la fonction identiquement nulle vérifie donc
I’équation donnée.

Donc,

1.6.19. En remplagant = par IT_l dans

f(w)+f<x_1>:1+x, 1)

x

f<$;1>+f<x—_11>:2x$—1‘ @)

En remplagant alors = par ,;—_11 dans (1), on obtient

(=) + =223 ®)

-1

Additionner (1) et (3) et soustraire (2) a cette somme donne

r—2 2x-—1
2 =1 —
f(z) —i—x—i—x_l ol
d’ou ) )
x> —x—1
fz) = 2z(x —1)

On vérifie facilement que cette fonction est bien solution de I’équation fonc-
tionnelle donnée.

1.6.20. Pour z et y réels, on définit {z,,} comme suit : xop_1 = x et xop =y,
k € N*. L’égalité f(C-limx,) = C-lim f(z,) implique alors
n—+0o0o n—+0o00

@) S )

n—-+00 2n

f <C_ hmw)

n—-+oo n

z_+y) _ f@+fly)
2

ce qui signifie que f vérifie I’'équation de Jensen f ( = ——5——. Comme

dans la solution de I.6.11, on peut montrer que

£ (o4 3 0-9) = @)+ 32 (f0) - (o) ()
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pour k =0,1,2,3,...,2" et n € N*. Pour ¢t € [0, 1], on peut trouver une suite
{g—z} convergente vers t. Puisque toute suite convergente est aussi conver-
gente au sens de Cesaro (vers la méme limite), la suite de terme général
Tn = T+ 52 (y — 2) converge au sens de Cesaro. D’aprés (x), la suite {f(z,)}
converge vers f(z)+t(f(y) — f(z)). En conséquence,

fle+tly —x)) = fz) +t(f(y) — f(2))-

La fonction f est alors continue sur R d’aprés 1.2.33. Combiné & 1.6.10, ceci
montre que f(z) = az + c.

1.6.21. La fonction f est injective et f(2x — f(z)) = = donc on obtient
fHz) =2z — f(x). Ainsi,

fl@)—z =2~ f(2). (%)
Pour z( € [0, 1], on définit la suite récurrente {z,} par x, = f(x,—1). L'éga-
lité () implique x,, — p—1 = Tp—1 — Tp—2. On a donc x, = xo + n(r1 — o).
Puisque |z, — x| < 1, on a |21 — 29| < 1 pour n € N*. En conséquence,
f(@o) = 21 = zo.

1.6.22. On montre que les seules solutions continues de I’équation donnée

sont les fonctions f(x) = m(x —¢). Si g(x) = 2z — %, alors g est continue et
9(g(z)) =2g(x) —x pour z €R. (i)

La fonction g est donc injective : si g(z1) = g(x2), alors g(g(z1)) = g(g(x2)),
ce qui donne x; = xo. D’aprés le résultat de 1.3.16, g est soit strictement
croissante, soit strictement décroissante sur R. On montre que 'on se trouve
ici dans le premier cas. D’apres (i),

9(9(x)) — g(z) = g(x) —x pour z€R. (i)
Si g est strictement décroissante, on a alors g(z1) > g(x2) pour x1 < z2 et, en
conséquence, g(g(z1)) < g(g(x2)). D’autre part, (ii) donne

9(9(z1)) — g(@1) = g(z1) — 21, g(9(x2)) — 9(22) = g(x2) — 22,

contradiction.

Par récurrence, I’égalité (i) implique

g"(x) =ng(z) — (n—1)x pour n >1,

ot g" représente la n-iéme itération de g. Donc, lirf gnéx) = g(z) — z. De
n—1+oo
plus,
9" () — g"(0) = n(g(z) — = — g(0)) + . (iii)
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On a alors, en faisant tendre n vers 400 et en utilisant la monotonie de g,

g(z) <x+g(0) pour z<0,
(1)
g(x) 2 x4+ g(0) pour x>0,

ce qui implique g(R) = R. La fonction réciproque g~ est donc définie sur R. En

remplagant dans (i)  par g~ (97" (y)), on voit que g~ (7' (y)) = 29~ (y) —y-
Puisque g~! vérifie (i), on peut prouver par la méme méthode que

9" W) —9"0)=n(g"' ) —y—90) +y.

Par passage a la limite lorsque n tend vers +o00, on obtient (comme précédem-
ment)

g '(y) <y+g'(0) pour y<O,
(2)
g 'y) >y+g'(0) pour y>0.

Y
On prouve maintenant que g~ '(0) = —g(0). En remplacant z par g~!(y) dans
(ii), on obtient
9W) —y=y—9 ')
ce qui donne g~*(0) = —g(0).

On suppose, par exemple, que g(0) > 0. Alors, g(z) > 0 pour x > 0. En pre-
nant y = g(z) > 0 dans (2), on voit que = > g(x)+g~(0) = g(z)—g(0). Donc,
d’aprés (1), on obtient g(z) = x + g(0) pour z > 0. Puisque g~*(0) < 0, on a
g1 (y) < 0 pour y < 0 et, comme ci-dessus, on prouve que g~ '(y) = y+g~1(0),
ce qui signifie que g(z) = x + ¢g(0) pour x < 0. Donc, g(z) = x 4+ ¢(0) ou, de
fagon équivalente, f(x) = m(x — ¢g(0)) pour =z € R.

1.6.23. On vérifie facilement que les fonctions données remplissent les condi-
tions du probléme. On montre qu’il n’y a pas d’autres solutions. Si on prend
z = 0 dans I’équation

flz+y)+ fly—=)=2f(z)f(y) (1)

et y tel que f(y) # 0, on obtient f(0) = 1. En prenant y = 0 dans (1), on
voit que f(x) = f(—z) et la fonction f est paire. Puisque f est continue et
f(0) = 1, il existe un intervalle [0,c| sur lequel la fonction est strictement
positive. On considére deux cas : f(c) < 1 et f(c) > 1. Dans le premier cas, il
existe 0, 0 < 0 < 7, tel que f(c) = cosf. On réécrit alors (1) sous la forme

flz+y) =2f(2)f(y) — f(y — ).
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Une application de cette équation en prenant * = ¢, y = c et
y = 2c donne respectivement f(2¢) = 2cos?f — 1 = cos20 et f( )
2 cos ) cos 20 — cos @ = cos 30. On montre par récurrence que f(nc) = cosnf.

En appliquant maintenant (1) 4 z =y = g, on a

(f <§>)2 _ f(O)—Qi-f(c) 1 —i—;os& — cos? <g>

0

Puisque f et cos (5) sont strictement positifs, la derniére égalité implique

f(5) = co
de I’égalité

w0

(6]

5)

(%) et, par récurrence, f (2%) = cos( ) pour n € N*. Si on part
f(nc) = cosnb et que 'on répéte le procédé ci-dessus, on obtient

mc mo N
f (2—n) = cos (2—n> pour m,n € N*,

Donc f(cx) = cosfz pour x = 3. Puisque I'ensemble des nombres de la forme

g% (m,n € N*) est un sous-ensemble dense de RY, la continuité de f implique

f(ex) = cosfx pour z > 0. La fonction f étant paire, 'égalité est encore vraie
pour z < 0. Finalement, f(z) = cosazx, avec a = %.
Dans le cas ou f(c) > 1, il existe 6 tel que f(c) = ché. On raisonne comme

précédemment pour montrer que f(z) = ch(az).

1.6.24. Sion pose x = thu et y = thov, alors
r+y  thu+tho

= = th .

T+zy 1+ thutho b +?)
La fonction g(u) = f(thu) vérifie I'équation fonctionnelle de Cauchy
(voir 1.6.1) et est continue sur R. Donc, g(u) = au et f(z) = Faln{tL

pour |z| < 1.

1.6.25. On suppose que P n’est pas identiquement nul et vérifie I’équation
donnée. On pose Q(z) = P(1 —z). On a Q(1 — z) = P(z) et 'équation peut

donc s’écrire ) <(1 - :E)2) = (Q(1—=z))%ou
Q (332) = (Q(z))* pour zeR. (1)

Si @ n’est pas réduit & un monome, il est de la forme Q(z) = ax® + z™R(x),
ota#0,m>k>0et R est un polyndome tel que R(0) # 0. Pour un tel @,
d’apres (1),

az®* + ™R (2?) = a’2®* + 2az™"™ R(z) + 2*™ R ().
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En égalant les termes de méme degré, on conclut que Q(z) = az®, a # 0 et fi-
nalement que a = 1. En conséquence, P(z) = (1 — z)* avec k € N. Clairement,
la fonction identiquement nulle vérifie aussi 1’équation.

1.6.26. |[S. Kotz, Amer. Math. Monthly 72 (1965), 1072-1075]. Pour alléger les
notations, on écrit f™(x;) a la place de (f(z;))™. Si dans I’équation

f (%Z@ =3 @) o

on prend x; = ¢ pour ¢ = 1,2,...,n, on obtient

f(™) = (o). (2)

En particulier, f(1) = f™(1), ce qui implique f(1) = 0 ou f(1) = 1 ou
f(1) = —1 dans le cas ou m est impair. De méme, f(0) = 0 ou f(0) = 1,
f(0) = —1 si m est impair. En prenant dans (2) ¢ = zm, x>0, on obtient

1
En remplacant « par 2" dans (1) et en utilisant la derniére égalité, on a

1

f(%ga:) —%gfm (s#) - %gﬂxi). )

En particulier, pour x5 =z4=... =2, =0,
T1 + T2 1 1 n— 2
L TN = = 0).
F(EE2) = o)+ 2 flow) + 222 10)
Si dans (1) on prend z9 = 23 = ... = x, = 0 et si on remplace x; par z1 + x2,
on obtient

f<x1+x2> :%f($l+x2)+n;1f(0)‘

n
D’ou,

f(@1+x2) = f(z1) + f(22) = £(0).
La fonction g(z) = f(z) — f(0) vérifie donc 'équation fonctionnelle de Cauchy

et est continue en au moins un point. D’aprés le résultat de 1.6.2, g(z) = ax
pour z > 0. Donc,

f(x)=ax+0b, ou a= f(1)— f(0), b= f(0).
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De ce qui précéde, on déduit que b =0oub =1 ou b = —1 si m est impair. Les
seules valeurs possibles de a sont donc —2, —1, 0, 1 ou 2. On vérifie facilement
que

et, si m est impair,

sont les seules solutions.

1.6.27. Si f vérifie la condition donnée, on a alors

fla+b)=f((ab'z2+2) (27'b)) = f (ab~ 2+ 2) f (¢'D)
= (f (ab™'2) + £(2)) f (z7'b) = f(a) + f(b)

pour tous réels a et b, b # 0. Donc, f(0) = 0 et f(—z) = —f(z). De plus,
f(n) = nf(1) pour tout entier n. Si f n’est pas identiquement nulle, il existe
alors ¢ tel que f(c) # 0. Mais f(c) = f(1)f(c) et f(1) = 1. Si x # 0, alors
1= f(a)f (xfl) et 0 # f(z) = (f (xfl))fl. Il s’ensuit que, pour des entiers
pet q#0,

floa™) =f)f () = fo)(f(@) " =pg "

On note que I'on a f(z) = (f (vZ))* > 0 pour & > 0. Donc, si y —z > 0, alors
fly—2x) = f(y) — f(x) > 0, ce qui signifie que f est strictement croissante et
f(z) = x pour z € Q. Il s’ensuit que f(x) = x pour tout x € R (d’aprés 1.6.2).

1.6.28. Une fonction f de la forme

f@)=g@) -9 (3). ()

x

ou g est une fonction réelle définie sur R*, vérifie I’équation fonctionnelle don-
née. D’autre part, si f vérifie ’équation donnée, alors

ce qui signifie que f est de la forme (x).
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1.6.29. On remarque que si f vérifie I’équation fonctionnelle donnée et si on

o g@>=%<f@>+f<i>>’ h@>:%<f@)_f<i>>’

les fonctions g et h ont les propriétés suivantes :
1 :
x)=g|— i
o) =93 )
1

h(z) = —h <5> , h(x)+h(z®) =0, h(-z)=h(). (ii)

On note maintenant que si g et h vérifient (i) et (ii), alors f = g + h vérifie
I’équation fonctionnelle donnée. Notre but est donc de trouver les fonctions g
et h. Comme dans la solution du probléme précédent, on peut montrer que
toute fonction vérifiant (i) est de la forme

et

o) = k@) + k(3 )

ou k est une fonction définie sur R*. Pour trouver les fonctions h, on observe
d’abord que (ii) implique h(1) = 0. Puis, pour > 1, on pose h(z) = s(Inlnz)
et s vérifie ’équation fonctionnelle

s(Inlnz) + s(In(2lnz)) =0
que l'on peut réécrire sous la forme
s(t) +s(In24+t) =0 pour teR.

Ceci signifie que I’on peut choisir toute fonction s telle que s(t) = —s(In2 +¢t)
(notez que s est périodique de période 2In2). Il existe une infinité de telles
fonctions, par exemple, s(t) = cos % On prolonge ensuite la fonction A sur
]0,1[ en posant h(z) = —h (1), puis sur R* en posant h(—z) = h(z).

1.6.30. [S. Haruki, Amer. Math. Monthly 86 (1979), 577-578|. Si on remplace dans
I’équation donnée x par x + y et y par z — y, on obtient

flx+y)—glz—y)
% = ¢(z). (1)

Si on remplace maintenant y par —y dans (1), on a
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En conséquence, pour u,v € R, on a

ﬂu+w+ww—vﬁ=%ﬁﬂu+v+w—gw+v—w

+ flu—v+y)—g(u—v-y))

Z%(f(u+v+y)—g(u—v—y))

Donc,

¢W+%0+¢W—UW—%ﬂ%v+W¢@%—%v—W¢WD—2¢@)

Si on pose s =u+ v et t = u — v, ceci peut se réécrire sous la forme

MWCTH), steR

On note A: R — R la fonction définie par A(s) = ¢(s) — ¢(0). On a alors
A(0) =0 et

A(s) + A(E) = 9(5) + (1) — 260
—2 (5] - 200) ©)
Y s—2i—t>

obtient

Ceci et (2) impliquent

A(s +1) = A(s) + A(t). (3)
L’équation (1) peut donc se réécrire sous la forme
fla+y) —glz—y) _ B+ A(), (@)
2y
ot B = ¢(0) et x — A(x) est une fonction vérifiant (3). Si on prend dans (4)
y = x et y = —x, on obtient alors respectivement

f(2z) = g(0) + 2Bz + 2z A(z) et g(2z) = f(0) + 2Bz + 2z A(x).
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En remplacant 2z par x et en utilisant le fait que A(s) =24 (%), on a

1 1
f(z) =g(0) + 2Bz + 5 zA(z), g(z)=f(0)+2Bx+ 5 TA(z).
En substituant ces relations dans (1) et en appliquant (3), on arrive a

g(0) — f(0) + 2By + zA(y) + yA(z) _ (@)
2y -

et en prenant z = 1, on trouve
A(y) = dy + f(0) —g(0), ot d=2p(1)— A(l) — 2B.
Puisque A(0) =0, on a f(0) = g(0), d’ou A(x) = dx et

f(z) =g(x) = f(0) + Bz + %de.

On vérifie que f(x) = g(z) = ax® + bz + c et p(z) = f'(z) = 2ax + b
vérifient I’équation fonctionnelle donnée.

1.6.31. L’ensemble R peut étre vu comme un espace vectoriel sur Q. Une
base de Hamel de R sur QQ est une famille libre maximale. Il existe une base
de Hamel H contenant 1. Tout z € R peut donc s’écrire de fagon unique sous

la forme
75 = Z wp(z)h,
heH
ou seul un nombre fini de coefficients wy,(z) € Q sont non nuls. Donc, pour
z,y € R,
z+y= Z wp(z +y)h = Z(wh(x) + wp(y))h,
heH heH

ce qui implique wy,(z +y) = wp(x) + wp(y). En particulier, f = w; vérifie (a).
On montre qu’elle vérifie aussi les autres conditions.

On note que wi(l) =1car 1 =1x1et 1 € H. On montre maintenant que
wy(z) = z pour z € Q. Par additivité de w;, on a

1 1 1 1
1:’(01(1):’(01 <—+_++—> = quwi <—>
q g q q

(&)=
wly—-]1=-—-.
q q

Il s’ensuit, par additivité encore, que

Donc,

w1 <2—9> — 2 pour p,q € N*
q q
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De plus, w1 (0) =0 car 0 =0 x 1 et 1 € H. Donc,

e 3+ () () o ()

ou, dit autrement,
w|\——)=—-——.
q q

On a donc prouvé que wq (x) = x pour tout z € Q. Finalement, on montre que
wy n'est pas continue. Si elle 'était, on aurait w;(x) = z pour tout = € R, ce
qui contredirait le fait que wy ne prend que des valeurs rationnelles.

I.7. Fonctions continues sur un espace métrique

I.7.1.  On montre d’abord que (a) = (b). Soit F un sous-ensemble fermé
de Y. Si une suite {x,,} d’éléments de f~*(F) converge vers z, alors f(z,) € F
et, par continuité de f, f(x,) tend vers f(z). Puisque F est fermé, f(z) € F
ou, dit autrement, z € f~(F). On a donc prouvé que f~(F) est fermé.

Pour prouver que (b) = (c¢), il suffit de noter que tout sous-ensemble
ouvert G de Y est le complémentaire d’un sous-ensemble fermé F, autrement
dit, G =Y \ F. On a alors f~}(G) = X\ f~}(F).

On prouve maintenant que (¢) = (a). Soit xg € X et & > 0. Par hypothése,
'ensemble f~1(By (f(z0),¢)) est ouvert dans X. Puisque zq est un élément de
By (f(z0),¢)), il existe § > 0 tel que Bx(z0,9) C f~ 1By (f(x0),€)). On
a donc f(Bx(z,d)) C By (f(zo),¢), ce qui signifie que f est continue en x.

On a donc prouvé que les trois premiéres conditions sont équivalentes.

On prouve maintenant que (a) = (d). Pour cela, on considére yy € f (X)
Par définition de l'image d’un ensemble par f, il existe g € A tel que
f(xg) = yo. Par continuité de f en x, étant donné £ > 0, il existe une boule
Bx (zg,9) telle que

f(Bx(xQ, (5)) C By(yg, 8).

Puisque 29 € A, on voit que Bx(x9,d) N A # @. Donc,

@ # f(Bx(z0,0) N A) C By (yo,2) N f(A),

ce qui signifie que yo € f(A).
Pour montrer que (d) = (¢), on pose A = f~!(B). On a alors

1 (F7®)) c 7 ®) ¢ B.
Donc, f~1(B) C f~! (B).
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Pour conclure la démonstration, on montre que (¢) = (b). Si F est fermé,
alors F = F. D’aprés (e),

FIE®) C ),

ce qui signifie que f~1(F) est fermé.

I.7.2.  Soit B(X) la famille des sous-ensembles boréliens de X, c¢’est-a-dire la
plus petite o-algébre*) des sous-ensembles de X contenant tous les ensembles
ouverts. On note B la famille des ensembles B C Y tels que f~YB) € B(X).
B est une o-algébre de sous-ensembles de Y. Puisque f est continue, le pro-
bléme précédent implique que I'image réciproque de tout ensemble ouvert est
un ensemble ouvert. B contient donc tous les sous-ensembles ouverts de Y,

d’'ou B(Y) C B. Ceci implique f~1(B) € B(X) si B € B(Y).

I.7.3.  On considére X =Y = R muni de sa distance usuelle d(z,y) = |z — y|.
On définit f(z) = sinmz et F = {n+ % :n > 2}. F est fermé dans lespace
métrique X car il ne contient que des points isolés. D’autre part,

s s 7T
F)= {sin—,—sin—,sin—,...}
1(¥) 2 3 4
n’est pas fermé car il ne contient pas 0 qui est son point d’accumulation.
On considére de nouveau X et Y définis comme précédemment et on définit

f@)=z(z—2)%et G=11,3[. On a alors f(G)=[0,3].

1.7.4. Siy, € f(F), alors y, = f(zy), ou x, € F, n € N*. Si F est compact
dans X, il existe alors une sous-suite {x,, } de {x,} convergente vers x € F.
Par continuité de f, {yn, } définie par y,, = f(z,,) est une sous-suite de {y,}
convergente vers f(z) € f(F). La compacité de f(F) est donc prouvée.

1.7.5. Soit {x,} une suite d’éléments de F; U... U F,, convergente vers x.
Il existe au moins un ensemble F; contenant une sous-suite {z,, }. La suite
{z,} peut se décomposer en un nombre fini de sous-suites de sorte que chaque
sous-suite soit contenue dans un ensemble F;. Puisque F; est fermé et que f est
continue sur F;, lim f(z,,) = lim fig,(zn,) = fip,(®) = f(x). Il s’ensuit que
{f(z,,)} se décompose en un nombre fini de sous-suites convergentes vers f(z),
ce qui signifie que {f(x,)} converge vers f(x).

YUne collection non vide de sous-ensembles d’un ensemble est une o-algébre si elle contient
le complémentaire de chacun de ses éléments et si elle contient toute union dénombrable de
certains de ses éléments. (N.d.T.)
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Pour voir que la proposition est fausse dans le cas d’une infinité d’en-
sembles, on considére les ensembles F; définis comme suit : Fg = {0}, F; = {3},
i € N*. La fonction donnée par

1 pourz e F; (i € N¥),
fz) = Z
0 pour x € Fy

+o0
est continue sur chaque F; (i € N) mais n’est pas continue sur 'ensemble |J F;.
1=0

1.7.6. Soit zg € |J G¢. Il existe tg € T tel que xg € Gy,. Puisque Gy,
teT
est ouvert et que la restriction de f a Gy, est continue, étant donné ¢ > 0,

il existe § > 0 tel que f(z) = fig, (z) € B <f|Gt0('730)75) = B (f(x0),¢) si
x € B(z9,0) C Gy,, ce qui signifie que f est continue en x.

[.7.7.  On suppose que f|5 est continue pour tout compact A C X. Si une
suite {x,} d’éléments de X converge vers z, 'ensemble A = {z,z1,29,...}
est alors compact dans X. D’on,

lim f(z,) = im fia(7,) = fla(z) = f(2).

La fonction f est donc continue sur X. L’autre implication est évidente.

1.7.8. La continuité de f~! est équivalente & la condition que f(G) est ouvert
dans Y pour tout ouvert G de X. Si G est ouvert dans X, alors G = X \ G
est compact comme sous-ensemble fermé de ’espace compact X. D’aprés le ré-
sultat de 1.7.4, f(G°) =Y\ f(G) est aussi compact, donc fermé. Ceci signifie
que f(G) est ouvert.

Pour montrer que la compacité est essentielle, on considére la fonction
f:]0,1]u{2} — ]0,1] définie par f(z) = x pour =z € ]0,1] et f(2) = 1.
Clairement, f est une bijection continue de ]0,1[ U {2} sur ]0,1]. Puisque
fY(z) = 2 pour z € ]0,1] et f~1(1) = 2, la fonction réciproque n’est pas
continue sur |0, 1].

1.7.9. Soit d;i et ds les distances respectives sur X et Y. Par continuité de f,
étant donné € > 0 et x € X, il existe d(z) > 0 tel que
L €
di(z,y) <o) mplique da(f(2), f(3)) < 5 (1)
Puisque la famille des boules {B (33, %5(1’)) 2 € X} est un recouvrement ou-
vert de ’espace compact X, il existe un sous-recouvrement

{B <azi,%6($i)> :i:1,2,...,n}. ()
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On pose § = £ min {6(z1),8(x2),...,0(z,)} et on prend z et y dans X de sorte
que di(z,y) < J. Puisque la famille (2) est un recouvrement de X, il existe un
indice i € {1,2,...,n} tel que di(z,z;) < £ (2;). On a alors

1
di(y,z;) < di(z,y) + di(z,2;) <0+ o) 6(zi) < 6(ws)-
En conséquence, d’aprés (1),

dy(f(2), f(y)) < da(f (@), f (i) + da(f(2), fy)) <e.

[.7.10. Pour zg,z € X et y € A, on a
dist(z, A) < d(z,y) < d(z,x0) + d(zg,y).
Donc, dist(z, A) < d(z, zo) + dist(zo, A). D’ou,
dist(z, A) — dist(zg, A) < d(z, zg).
De méme, dist(zg, A) — dist(z, A) < d(z,x0) et, en conséquence,
|dist(z, A) — dist(zg, A)| < d(z, zg),
ce qui implique que f est uniformément continue sur X.

I.7.11. Silensemble f(X) n’est pas connexe, il existe alors des ensembles G
et G non vides, ouverts et disjoints tels que Gy U Gy = f(X). La continuité
de f implique que les ensembles f~1(G;), i = 1,2, sont ouverts. Clairement,
ils sont non vides et disjoints et leur union est X, contradiction.

1.7.12. Soit dy et dy les distances respectives sur X et Y. On suppose que
f est continue en zg € A. Etant donné ¢ > 0, on peut trouver § > 0 tel que
f(z) € B(f(z0),e/2) dés que z € B(zp,9) N A. Donc, da(f(z), f(y)) < € pour
z,y € B(xg, ) NA. Il s’ensuit que of(xg) = 0. Réciproquement, si of(xg) = 0,
étant donné € > 0, il existe alors d. > 0 tel que

0 <0 <0 implique diam(f(A NB(zp,0))) <e.
Donc, di(x,z¢) < § implique

dy(f(x), f(x0)) < diam(f(A N B(zo,0))) <e.
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1.7.13. On pose B = {z € A:os(z) >¢c}. Soit {z,} une suite de points de
B convergente vers . Puisque B C A, g € A et of(xg) est bien défini. De
plus, pour tout 6 > 0, il existe n € N* tel que B(x,,0/2) C B(xg,d). D’ou,

diam(f(A NB(xg,0))) = diam(f(A NB(xy,9/2))) = of(xyn) > €.

Il s’ensuit que o¢(xp) > € ou, dit autrement, zo € B.

1.7.14. D’apres le résultat de 1.7.12, 'ensemble C des points de continuité
de f est égal a I’ensemble sur lequel 'oscillation s’annule. On pose

Bn:{l'EXZOf(l')<l}.

n

On déduit du probléme précédent que les B, sont ouverts dans X. D’autre

part,
+oo
C=()B,,
n=1

autrement dit, ’ensemble des points de continuité de f est du type Gs. Il s’en-
suit que l'ensemble X \ C des points de discontinuité de f est du type F,
dans X.

1.7.15. Considérez la fonction définie par (comparez avec 1.2.3(a))

0 six est irrationnel,
fx)=<1 siz=0,
1
q

six = g, p € Z, q € N*| p et ¢ premiers entre eux.

1.7.16. [S.S. Kim, Amer. Math. Monthly 106 (1999), 258-259]. Soit A un sous-
ensemble de R de type F,, autrement dit,

+oo
A=|JF,,
n=1

ou les F, sont fermés. On peut supposer, sans perte de généralité, que
F, C F,. 1 pour tout n € N*. En effet, il suffit de remplacer F, par
FiUFyU...UF,. Si A =R, alors par exemple, f(z) = xg(x) est discontinue
en tout z € R. Si A # R, on définit alors la fonction g par
> & siz€eA,
g(x) = { neK
0 siz e R\ A
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avec K ={n:z € F,} et on pose

@) = 9(@) (xel@) - 3 )

On prouve d’abord que tout point de A est un point de discontinuité de f. En
o

effet, si z € A, tout voisinage de x contient alors un point ou le signe de f est
différent de celui de f(x). Siz € AN A, alors f(x) # 0 et tout voisinage de =

contient un point ot f s’annule. Puisque A = A U(OANA), la fonction f est
discontinue sur A. Notre but est maintenant de montrer que la fonction f est
continue sur R\ A. On a f(z) = 0si z ¢ A. Si une suite {z}} converge vers z
et z; € A, pour tout n, il existe alors un k,, tel que x ¢ F,, pour k > k, (s'il
y a une infinité de xy dans un F,,, alors = appartient aussi a F,,). Donc, pour

k> k,, on a
1 1 1

g(xk)gﬁ+w+...—2—n7

ce qui signifie que lim g(z;) =0 = g(z).
k—-+oco

1.7.17. Non. Toute fonction définie sur un espace métrique discret est
continue.

1.7.18. On suppose d’abord que x € JA = ANX \ A. Puisque chaque boule
B(z,6) contient des points de A et des points de X\ A, on obtient oy, () = 1.
On suppose maintenant que o0y, () > 0. Ceci signifie que pour tout § > 0,

sup{|xa(z) — xa()| : y € B(z,0)} = oy, (z,6) > 0.

Donc, toute boule B(z, ) doit contenir des points de A et des points de X\ A
et 1 €A =ANX\A.

Clairement, si A est ouvert et fermé, alors JA = @. Donc, d’apres 1.7.12,
XA est continue sur X. Réciproquement, si xa est continue sur X, alors
OA = @. On montre maintenant que A C A. Si ce n’est pas le cas, il existe
alors ¥ € A\ A C X\ A C X\ A, contradiction. On montre de la méme
maniére que X \ A est aussi fermé.

[.7.19. Pourz € Aetd>0,ona
of(x,6) = sup{da(f(x), f(y)) : y € B(,)}

)
<sup {da(f(2), f(y)) -y € ANB(z,9)}
+sup {da(f(2), f(y)) : y € (X\ A)NB(z,0)}.

7f
7f
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Donc,

of(z,0) < sup{da(91(2), 91(y)) : y € ANB(z,0)}

+sup {da(g1(2), 92(y)) : y € (X\ A) N B(z,4)}

0g, (%, 0) +sup {da(g1(2), 92(y)) : y € (X\ A) N B(z,0)}
0g, (z,0) + sup {da(g1 (), g2(x))

+da(ga(2), 92(y)) 1 y € (X \ A) N B(z,0)}

< 0g, (2,0) + d2(g1(2), 92(2)) + 04y (, 9).

Puisque g1 et g9 sont continues, on obtient, d’aprés 1.7.12,

<
<

of(x) < da(g1(2), 92(2)). (1)
Notre but est maintenant de montrer que
of(x) = da(g1(x),g2(x)) pour z € A. (2)

Soit {d,} une suite de réels strictement positifs convergente vers 0. Puisque
A=o , Pensemble X \ A est dense dans X et chaque boule B(z, d,,) contient
un point y, de X \ A. Donc,
sup {da2(f (), f(y)) : y € B(z,0n)}
2 sup {d2(g1(2), 92(y)) : y € B(z,0,) N (X \ A)}
2 da(91(2),92(yn))-

Ceci, combiné & la continuité de gy, implique
lim_sup {da(f(2). £(0) ¢ v € B, 6)} > da(on(z).02(z),
ce qui donne (2). Les inégalités (1) et (2) impliquent que 1’égalité cherchée est

vérifiée pour tout z € A. De la méme fagon (en utilisant la densité de A), on
peut prouver que 1’égalité est aussi vérifiée pour z € X'\ A.

1.7.20. On suppose que { f,} est une suite de fonctions continues sur X telle
que f(z) = liIJIrl fn(z). Pour € > 0, on pose
n—-1+od

Pr(e) ={z € X: [f(z) = fm(2)| <€}

+oo

et G(e) = U P ( ). On montre que C = ﬂ G(1/n) est 'ensemble des
=1

points de contlnulte de f. On prouve d’ abord que xg € C si f est continue

en x. Puisque f(x) = nlﬂloo fn(x), il existe m tel que

| f(z0) = fm(w0)| <

Wl ™
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La continuité de f et f,, en xy implique qu’il existe une boule B(xg,d) telle
que

1f(@) = flzo)| S = et |fm(@) — finl(zo)| < %
pour = € B(z,d). Donc, |f(z) — fm(z)| < e six € B(xg,0). Ceci signifie que

L —

xg € P,(e) € G(e). Puisque 'on peut choisir arbitrairement £ > 0, on voit
que zg € C.
Si maintenant

Wl m

+o0
rg € C = () G(1/n),

n=1

alors zp € G(e/3) pour tout € > 0. Il existe donc un entier m > 0 tel que
[e]

xo € Pp,(¢/3). En conséquence, il existe une boule B(xg, d) telle que
€
£0) — (o) < 2

six € B(xg, d). Puisque f,, est continue, ceci montre que f est continue en x.
Notre but est maintenant de prouver que X \ C est un ensemble de premiére
catégorie. On définit pour cela

Fo(e)={z e X:|fn(x) — fm+x(x)|] < € pour tout k € N*} .
La continuité de f, (n € N*) implique que F,(¢) est fermé. On voit que
+o00
X = U Fnle) et Fpu(e) C Pp(e) car f(z) = lirJrrl fn(x) pour x € X. Donc,
me1 n—-+oo

o

+o0
U F/m_(?) C G(e).
m=1

[e]
On remarque alors que pour tout F C X, lintérieur de F \ F est vide car
[e]

o
e —_

F\F C F\ F = @. De plus, si F est fermé, alors F \ F est fermé, donc nulle
part dense. Puisque

400 o 400 o
X\ U Fi(e) C U (Fm(f) \Fm(5)> )
m=1 m=1

oo 2
I'ensemble X\ |J F,(¢) est de premiére catégorie. De plus, 'ensemble X\ G (¢)
=1

m

+00 _—
est aussi de premiére catégorie car X \ G(e) € X\ |J Fyu(¢). Finalement,
m=1
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on observe que

+o0 +o0
X\C=X\[)G(l/n) = [ J (X\G(1/n)).
n=1 n=1

L’ensemble X \ C des points de discontinuité de f est donc de premiére caté-
gorie.

1.7.21. On utilise les notations de la solution du probléme précédent. On a

+o00 © ~+o00 0
X\ G(1/k) c X\ [ Fn(1/k) ¢ | <Fm(1/k)\Fm(1/k‘)> ;
m=1 m=1
d’ou
+o00 +oo +o0o
Uxvea/m)cl ( (1/k) \ F,, (1/k:)>.
k=1 k=1m=1

L’ensemble X \ C est donc un sous-ensemble de I'union d’une famille dénom-
brable d’ensembles fermés et nulle part denses (leurs complémentaires sont
ouverts et denses dans X). Il s’ensuit que C contient une intersection dénom-
brable d’ensembles ouverts et denses. D’aprés le théoréme de Baire, C est
dense dans X.

1.7.22. Pour € > 0, on pose

= : z < }, *.
{O}UD {x>0 (f(nﬂ <el, keN
Puisque f est continue, ces ensembles sont fermés (voir 1.7.1). Par hypothése,
+Ljo Fr = Ry. D’aprés le théoréme de Baire, au moins un des ensembles Fy
(]zs:tl d’intérieur non vide. Il existe donc a > 0, § > 0 et £k € N* tels que

Ja —0,a+ [ C Fi. On peut supposer, sans perte de généralité, que § < ¢. Si
O<z<detn= [%],alorsa—6<a—az<na} a<a+detn>k. Donc
nx € F}. et, par définition de Fy,

ce qui implique lim f(z)=0.

z—0t

1.7.23. On définit F,, comme suit :
F, = {z € X:|f(z)| < n pour tout f € F}.
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La continuité de f implique que les F,, sont fermés. Par hypothése, pour tout

x € X, il existe un entier n, strictement positif tel que |f(x)| < n, pour tout
o

+
f € F Donc, z € F,,, et X = |J F,,. Puisque (X,d;) est un ensemble de
1

n=
[e]

seconde catégorie!”) il existe un F,,, d’intérieur non vide. Posons G = 1'/1-7;
On a alors |f(z)| < ng pour tout f € F et tout z € G.

1.7.24. On sait que

+o0 +o0
f (ﬂ F) C () f(Fn).
n=1 n=1
On montre que si f est continue, alors
+00 +oo
() f(Fn) C f (ﬂ F) .
n=1 n=1
+oo
Soit y € () f(Fy). Pour tout entier n > 0, y € f(F,) ou, dit autrement,
n=1

y = f(x,) pour un z,, € F,. D’aprés le théoréme des ensembles emboités

+oo
de Cantor, F, = {zo} pour un certain zy € F. Par continuité de f,
n=1

n— 00

y= lim f(x,)= f(zg). Donc, y € f <+rjj Fn>

1.7.25. Pour u,v € X, on a
d(fu, fo) = sup{|di(u,x) — di(v,2)| : x € X} < di(u,v).
De plus,
d(fu, fo) =sup{|di(u,z) — di(v,x)| : © € X}
> |dy (u,u) — dy (v, u)| = dq(u,v).
1.7.26. On suppose d’abord’ que X est un espace métrique compact et que
f: X — R est continue. Etant donné ¢ > 0 et x € X, il existe alors

9z > 0 tel que |f(y) — f(z)| < € pour |y —z| < J,. La famille {B(z,d,)}
étant un recouvrement ouvert de X, il existe un sous-recouvrement fini

>)Un ensemble est de seconde catégorie s'il n’est pas de premiére catégorie. (N.d.T.)
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B(z1,04,),-..,B(xy,d;,). Donc pour z € X, il existe i € {1,2,...,n} tel
que z € B(x;,0z,). Il s’ensuit que

[f @) < [f(2) = Flza)| + [f(2o)] < e+max{f(21), f(z2),..., f(xn)},

ce qui prouve que f est bornée sur X.

On suppose maintenant que toute fonction a valeurs réelles continue sur X
est bornée et on suppose, contrairement a I’énoncé, que X n’est pas compact.
On peut alors trouver une suite {x,} d’éléments de X ne contenant aucune
sous-suite convergente et ’ensemble F = {z,, : n € N*} est fermé dans X. La
fonction f définie par f(x,) = n est continue sur F. D’aprés le théoréme de
prolongement de Tiezte, il existe un prolongement continu de f défini sur X.
On a donc construit une fonction continue et non bornée, contradiction.

1.7.27. On montre d’abord que (a) implique (b). On suppose donc que (a) est
vérifiée, que lirf p(x,) = 0 et, contrairement a I’énoncé, que {z,, } ne contient
n—-roo

pas de sous-suite convergente. Il existe alors une suite {y,} d’éléments de X
telle que lir}rl dy(zpn,yn) = 0 et y, # x, pour tout n € N*. Si {y,,} contient
n—roo

une sous-suite convergente {yp, }, alors klim di(Zpn,,Yn,) = 0 implique que
—4-00

{xn, } est aussi convergente. Donc, {y,} ne contient pas de sous-suite conver-
gente et aucun terme des suites {z,,} et {y,} ne se répéte une infinité de fois.
Il existe une suite strictement croissante {nj} d’entiers strictement positifs
telle que les ensembles infinis Fy = {x,, : k € N*} et Fo = {y,, : k € N*}
soient fermés et disjoints. D’apreés le lemme de Urysohn, il existe une fonction
continue f: X — R prenant la valeur 1 sur F; et la valeur 0 sur Fy. Ainsi,

La fonction f est donc continue mais pas uniformément continue sur X, ce qui
contredit (a).

Pour montrer que (b) implique (a), on note A 1’ensemble des points d’accu-
mulation de X. D’aprés (b), toute suite d’éléments de A admet une sous-suite
convergente vers un élément de A et A est donc compact. Si X # A, pour
91 > 0, on pose alors 2 = inf {p(z) : € X, dist(z, A) > 01} et on prouve que
do > 0. Si d = 0, il existe alors une suite {z,,} d’éléments de X telle que

lim p(x,) = 0 et dist(z,, A) > d;. D’aprés (b), {z,,} admet une sous-suite

n——+o0o
convergente vers un élément de A, contradiction. Soit ¢ > O et f: X — R

une fonction continue. Pour = € A, il existe d, > 0 tel que |f(z) — f(y)| < 3¢
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si di(x,y) < ;. Puisque A est compact, il existe z1,...,z, € A tels que
" 1
=il

On pose §; = %min{ézl,...,(szn}, 09 > 0 défini comme précédemment et
d = min {d1,02}. Soit z et y € X tels que dy(z,y) < J. Si dist(z, A) > 1,
alors p(z) > 82 et di(x,y) < 6 < 3 seulement si x = y. Evidemment alors,
|f(z) = f(y)| < e. Sidist(xz,A) < 41, il existe a € A tel que dy(z,a) < 6. 11
découle de ce qui précede qu’il existe k € {1,...,n} tel que di(a,zx) < %59%.
Ainsi,

L

di(y, zi) < da(y, z) + di(w,0) + da(a, 2) <O +01 + 5

et
€

2:!5.

(@) = S| < 1F(@) = Fl@w)] +1f () = W)l < 5 +

Ceci prouve la continuité uniforme de f sur X.

1.7.28. On sait (voir 1.7.9) que toute fonction continue sur un espace mé-
trique compact est uniformément continue sur cet espace. L’énoncé affirme que
chaque ensemble {z € X : p(z) > €}, € > 0, est fini si X est compact. Suppo-
sons, au contraire, qu'il existe un € > 0 tel que ensemble {z € X : p(z) > €}
soit infini. Puisque la famille des boules {B(z,¢),z € X} forme un recouvre-
ment ouvert de X, elle contient un sous-recouvrement fini, ce qui contredit le
fait que p(x) > € pour une infinité de .

On suppose maintenant que toute fonction a valeurs réelles continue sur X
est uniformément continue et que tout ensemble {x € X : p(z) > £} est fini et
on prouve que X est compact. Soit {x,,} une suite de points de X. Si un terme
de la suite apparait une infinité de fois, cette suite contient alors évidemment
une sous-suite convergente. Si ce n’est pas le cas, alors ngrfoo p(x,) = 0 car

les ensembles {x € X : p(z) > €} sont finis. D’apres le résultat du probléme
précédent, {x,} contient une sous-suite convergente.

1.7.29. 1l suffit de considérer X = [0,1] U {2} U {3} U {4} U ... muni de la
distance euclidienne usuelle d; (z,y) = |z — y|.



I1

DERIVATION

Enoncés
I1.1. Dérivée d’une fonction réelle

I1.1.1. Trouver, si elle existe, la dérivée des fonctions suivantes :
(a) f(x) =zlz], z € R,
(b) f(x) =+/]7], = € R,
(¢) f(z) = [x]sin®(nz), v € R,
(d) f(z) = (x — [z])sin®(nz), © € R,
(e) f(z) =Inlz|, z € R,

(f) f(z) = Arccos |?1|, |x| > 1.

I1.1.2. Trouver la dérivée des fonctions suivantes :
(a) f(x) =log,2, 2 >0,z #1,

(b) f(z) =log,cosz, z € |0, Z[\ {1}.
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11.1.3. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

Arctan z si |z < 1,
o s@={
Tsgnz + %= si x| > 1,
e ™ s lz| <1,
o f@=4
= si |z > 1,
Arctan ﬁ six #0,
() fl@)=

six=0.

B

I1.1.4. Montrer que la fonction définie par
leos §| siw#0
7 jcos 7| siw ,
flz) =
0 siz=0

n’est pas dérivable en z,, = =—2—, n € Z, mais est dérivable en 0 qui est un point
p ST : q p

d’accumulation de {x,, : n € Z}.

I1.1.5. Déterminer les constantes a, b, ¢ et d pour que f soit dérivable sur R :
4x siz <0,
(a) fl)=<Kar’+br+c si0<z<l,

(3 — 2z six > 1,

axr +b siz <0,
(b) fl@)=qcax®+dx si0<z<1,
(1-1 six>1,

ar+b sizx <1,

(c) flx)=qar’+c sil<z<2,

da?+1
T

six > 2.
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I1.1.6. Déterminer les sommes suivantes :
n
(a) Z keb* =z eR,
k=0

2n
2
RS SC ) LIRS
k=0
(c) kcos(kx), x€R.
k=1

I1.1.7. Prouver que si |a;sinz +agsin2zx + ...+ apsinnz| < [sinz| pour
x € R, alors |aj + 2ag + ... + na,| < 1.

I1.1.8. Soit f et g deux fonctions dérivables en a. Déterminer les limites

) mH@maf@ ) @) — f(@)g(e)

I1.1.9. Soit f une fonction dérivable en a telle que f(a) > 0. Déterminer les
limites

g (D) (L)
@ ( (@ ) 0 ()T e

I1.1.10. Soit f une fonction dérivable en a. Déterminer les limites suivantes :

a"f(x) — " f(a)

(a) iﬁr}l p— , neN¥,
1) lim L@@ ) 20,

z—a f(x)cosz — f(a)
(c) ngxfoon<f <a+%> +f<a+%> +...+f <a+%> —kf(a)), k € N,
(d) ngrfm<f<a+%>+f<a+%>+...+f(a+%>—nf(a)).
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I1.1.11. Pour a > 0 et m,k € N*, calculer

. n+D)"+n+2)"+...+(n+ k)™
) NETOO<< )™+ ( m)nl ( >_,m>,
(a+3)" (at+2)" - (atp)"

n n

(b) lim

n—+00 ank
(©  lim_ ((1 n %) <1 n i—‘é) (1 n %)) .

I1.1.12. Soit f une fonction dérivable en 0 telle que f(0) = 0. Pour k € N*,
trouver )

: x x x

i 2 (1@ +1(5) +1(5) ++1(3)):

I1.1.13. Soit f une fonction dérivable en a et {z,} et {z,} deux suites conver-
gentes vers a telles que x, # a, z, # a et x, # z, pour n € N*. Donner un
exemple de fonction f pour laquelle

)

lim f(xn) = f(zn)

Nn—+00 Tp — Zp
(a) est égale a f'(a),

b) n’existe pas ou existe mais est différente de f/(a).
p

I1.1.14. Soit f une fonction dérivable en a, {x,} et {z,} deux suites conver-
gentes vers a telles que z,, < a < z, pour n € N*. Prouver que

lim fan) = f(zn)

n—+00 Ty — Zn

~ f(a).

I1.1.15.

(a) Montrer que la fonction f définie sur ]0,2[ par

flz) = x? pour z € QNJ0,2],
2¢ —1 pourz e (R\Q)NJ0,2[

n’est dérivable qu’en = = 1 et que f’(1) # 0. La fonction réciproque est-elle
dérivable en 1 =y = f(1)?
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(b) On pose
A={yel0,3:yeQ,y¢Q},

4
B—{x:w—%,yeA}

et on définit f par
z? pour x € QN10,2],

f(x)=492x—1 pourze (R\Q)NIO0,2,

2x —4 pour xz € B.

Démontrer que U'intervalle |0, 3[ est inclus dans I'image directe de f et que
la fonction réciproque n’est pas dérivable en 1.

I1.1.16. Soit f la fonction définie sur R par

0 six est irrationnel ou z = 0,
flz) =

ag six= g, p € 7Z, q € N*, p et ¢ premiers entre eux,

k

la suite {aq} vérifiant ngr-il—loon a, = 0 pour un certain entier £ > 2. Prouver que

f est dérivable en tout irrationnel algébrique”) de degré au plus k.

I1.1.17. Soit P un polynéme de degré n ayant n racines réelles distinctes
1,22, ...,y et Q un polyndéme de degré au plus n — 1. Prouver que

Q) _\~_ Qlzx)
P(x) ; P'(xg)(z — z)

n
pour x € R\ {z1,x9,...,2,} et déterminer la somme %, n>2.
k=1

(UUn nombre est algébrique sil est racine d’un polynéome non nul & coefficients entiers. Il est de
degré k s’il est racine d’un polynéme a coefficients entiers de degré k mais n’est racine d’aucun
polynome & coefficients entiers de degré strictement inférieur a k. (N.d.T.)
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11.1.18. Etablir les égalités suivantes en utilisant le résultat du probléme pré-
cédent.

(a)

"\ (-D)F n!
];)(k)ijk‘ Cz(z+1)(z+2)-(z+n)
pour z € R\ {-n,—(n—1),...,—1,0},

" (n (—1)k_ n! 2"
Z<k>w+2kw(x+2)(w+4)---(w+2n)

k=0
pour z € R\ {—2n,—2(n —1),...,—2,0}.
I1.1.19. Soit f une fonction dérivable sur R. Décrire les points ou |f]| est déri-
vable.
I11.1.20. Soit f1, fo,..., fn des fonctions définies dans un voisinage de z, ne

s’annulant pas en x et dérivables en ce point. Prouver que

(515)

ﬁ T
fe=1

_ N fi@)

I11.1.21. Soit fi1, fo,..., fn, 91,92, - - ., gn des fonctions définies dans un voisinage
de x, ne s’annulant pas en z et dérivables en ce point. Prouver que

O AR S N (R AC
(ggk><>g9k<>z(fk(x) ).

k=1 9r()

11.1.22. Etudier la dérivabilité de f et |f| pour

(a) fla) = {x sizeQ,

sinz sizeR\Q,

3 : 1 1
x—2—k Slxe@ﬂ[F,w[,k>2,

sin(x—%) sin(R\Q)ﬁ[%,#[,k}Z

(b))  flz) = {
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IT.1.23. Démontrer que si les dérivées a gauche et a droite f’ (xg) et f! (zo)
existent, la fonction f est alors continue en x.

I1.1.24. Prouver que si f: Ja,b] — R atteint son maximum en ¢ € |a,b|,
autrement dit, f(c¢) = max{f(z): 2z €]a,b[} et si les dérivées a gauche et a
droite f’ (c) et f! (c) existent, alors f’ (c) > 0 et f}(c) < 0. Etablir une condition
nécessaire semblable pour que f atteigne son minimum.

I1.1.25. Prouver que si f € €q4), f(a) = f(b) et si f. existe sur Ja,b[, alors
inf { f'(z) : 2 €]a,b[} <O <sup{f (z):x€la,bl}.

I1.1.26. Prouver que si f € €jqp) et si f. existe sur a, b[, alors

f(6) — f(a)

jnf{fl(x):wé]a,b[} < b—

<sup{f' (z):z €la,b[}.

I1.1.27. Prouver que si f’ existe et est continue sur ]a, b, alors f est dérivable
sur Ja,b[ et f'(z) = f_(z) pour tout x € Ja,b].

I1.1.28. Existe-t-il une fonction f: ]1,2[ — R telle que
fllx)=a et fl(z)=2

pour x € |1,2[7

I1.1.29. Soit f une fonction dérivable sur [a,b] telle que

f(a) = f(b) =0, (i)
f'(a) = fi(a) >0, f'(b) = f(b) > 0. (ii)

Prouver qu’il existe ¢ € Ja, b| tel que f(c) =0 et f/(c) < 0.

I1.1.30. Montrer que f(z) = Arctanx vérifie I'équation
(1+2%) f™@) + 200 — D fO V(@) + (n=2)(n = 1) (@) = 0
pour tout z € R et n > 2. Montrer aussi que pour m > 0,

FE©0) =0, fEFY0) = (—1)™ (2m)!.
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I1.1.31. Montrer que

(a) (e"sinz)™ =2%¢%sin (93 + nz> ,te€R, n>1,

4
1 1
(b) (x"lnx)(")—n!(lnx+1+§+...+—>,x>0,n21,
n
(c) Inz (n)—(—l)nn' =1 In —1—1— 1 >0,n>1
, . = lz T 5T T ,n>=1,

(n) .
(d) (3:"_16%) =(-1)" %, x#0, n>1

I1.1.32. Prouver les identités suivantes :

(a) i:(:)sin(x—i-kg) :2%sin<x+n%>, reR, n>1,

- 1/n 1 1
] R+l L _ 1 4 >
(b) gl(n k@) 1+2+u“+n,n/L

I1.1.33. On pose f(x) =22 — 1 pour x > 1. Prouver que £ (z) > 0 si n est
impair et f("(x) < 0 sin est pair et strictement positif.

I1.1.34. On pose fon(z) =1n (1 + xQ“), n € N*. Prouver que féi")(—l) =0.

11.1.35. Soit P un polynoéme de degré n. Prouver que

(k+1)! (k+1)!

k=0 k=0

I1.1.36.  Soit A1, Aa,..., A, des réels tels que A} + )\’2“ + ...+ X > 0 pour tout
k € N*. La fonction f donnée par

1
(I —=Xz)(1 —Aex)--- (1 — A\p)

fz) =

est alors bien définie dans un certain voisinage de 0. Démontrer que f*)(0) > 0
pour tout k € N*,
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I1.1.37. Soit f une fonction n fois dérivable sur R* .
n 1 =)
(= (3)

Soit I,J des intervalles ouverts et f: J — R, g: I — J des fonctions

1 1
I { B Bl R
ntl f <.’L’> o
pour x > 0.

11.1.38.

Prouver que

infiniment dérivables, respectivement sur J et sur I. Démontrer la formule de Faa

di Bruno donnant la dérivée n-iéme de h = fog :

A (¢

Z k:l'kg

o k = ki + ko + ...

ki,ko, ..., ky, tels que k1 + 2ko + ...
I11.1.39. Prouver que les fonctions
(a) f(z)= {0

e
(b) g(z) = { 0

1

©) hiz) = {

0

appartiennent a 6g°.

+t3=%

O\ [ 0@\ )\ "
f<k(())<gu<>> (gm()) “'(gn!()> |

+ k,, et la sommation est faite sur ’ensemble des indices
+ nk, = n.

six #0,

six =0,

six >0,
six <0,
1
siz € la,bl,
six ¢ ]a,bl,

I1.1.40. Soit f une fonction dérivable sur Ja,b| telle que pour tout x € |a,b],
on a f'(z) = g(f(z)) ou g € €5°. Prouver que f € Gl

I1.1.41.
réels o, 3,7 vérifiant a? + 3% > 0 et

Soit f une fonction deux fois dérivable sur |a,b[ telle qu’il existe des

af’(z) + Bf' () +~vf(x) =0 pour tout = € |a,b|.

Prouver que f € Cﬁﬁb[.
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I11.2. Théoréme des accroissements finis
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I1.2.1. Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé [a, b], dérivable sur
I'intervalle ouvert |a , b[ et telle que f(a) = f(b) = 0. Prouver que pour tout a € R,
il existe = € Ja, b tel que

af(z)+ f'(x) = 0.

I1.2.2. Soit f et g des fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur U'intervalle
ouvert |a, b[, la fonction f vérifiant f(a) = f(b) = 0. Prouver qu’il existe z € ]a, b]
tel que ¢/ () f(x) + /() = 0.

I1.2.3.  Soit f une fonction continue sur [a,b] (a > 0) et dérivable sur I'intervalle
ouvert |a,b[. Démontrer que si

fla) _ f(b)

a b’

il existe alors xg € ]a, b tel que zof'(zo) = f(x0).

I1.2.4. Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur I'intervalle ouvert
la,b[. Prouver que si f2(b) — f2(a) = b? — a2, 'équation f'(z)f(x) = x admet
alors au moins une racine dans |a, .

I1.2.5. Soit f et g des fonctions continues et ne s’annulant pas sur [a,b] et
dérivables sur lintervalle ouvert |a,b[. Prouver que si f(a)g(b) = f(b)g(a), il
existe alors xg € Ja, b tel que

11.2.6. Soit ag,a1,...,a, des réels tels que
ao a an—1
—+... =0.
T + - +...+ 5 + an,

Prouver que le polynéme P(z) = agx™ +a;x" ! + ...+ a, a au moins une racine
dans ]0, 1].
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11.2.7. Soit ag, a1,...,a, des réels tels que

a 2&1 22a2 Ap—1 2"an
—+ — 4+ —+... =0.
1 + 2 + 3 e n n+1

Prouver que la fonction
f(x)=apn"z+...+azln’z+ay;lnz+ ag

a au moins une racine dans ]1 ,e? [

I1.2.8. Prouver que si toutes les racines d'un polynéme P de degré n > 2 sont
réelles, alors toutes les racines de P’ le sont aussi.

I1.2.9. Soit f une fonction continiiment dérivable sur [a,b], deux fois dérivable
sur Ja, b[ et telle que f(a) = f'(a) = f(b) = 0. Prouver qu'il existe 1 € Ja, b tel
que f"(z1) = 0.

I1.2.10. Soit f une fonction continiment dérivable sur [a, b, deux fois dérivable
sur Ja,b[ et telle que f(a) = f(b) et f'(a) = f'(b) = 0. Prouver qu'il existe
x1,x9 € |a, b, x1 # x2, tels que

f'(1) = f"(22).
I1.2.11. Montrer que chacune des équations
(a) o3 + 723 -5 =0,
(b) 3% 4 4% =5*

admet exactement une racine réelle.

11.2.12. Soit ay,as,...,a, des réels non nuls et ag, ao, ..., a, des réels tels que
a; # o pour @ # j. Prouver que I’équation

a1z + az™ + ...+ apz® =0 (zeRY)
a au plus n — 1 racines dans R .
I11.2.13. Prouver que sous les hypothéses du probléme précédent, 1’équation
a1e™” + age™” + ...+ ae®* =0

a au plus n — 1 racines réelles.
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I1.2.14. Soit f, g et h des fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur |a, bl
On pose

f(@) g(x) h(z)
F(z) = det | f(a) g(a) h(a) |, x €[a,b].
f(b) g(b) h(b)

Prouver qu’il existe zg € |a,b] tel que F'(z9) = 0. En déduire le théoréme des
accroissements finis et le théoréme des accroissements finis généralisé.

I1.2.15. Soit f une fonction continue sur [0,2], deux fois dérivable sur ]0,2[.
Montrer que si f(0) =0, f(1) =1 et f(2) = 2, il existe alors z¢ € |0, 2] tel que
f"(wo) = 0.

I1.2.16. Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Prouver
que si f n’est pas une fonction affine, il existe z1 et xo dans Ja,b[ tels que

f(b) = f(a)

b—a < f’(.’L‘g).

fi(an) <
I1.2.17. Soit f une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1] telle que
f(0) = f(1) = 0 et telle qu’il existe zg € |0, 1] vérifiant f(zp) = 1. Prouver qu'il
existe ¢ € |0, 1] tel que |f'(c)| > 2.

I1.2.18. Soit f une fonction continue sur [a,b] (a > 0) et dérivable sur |a,bl.
Prouver qu’il existe x1 € Ja, b[ tel que

11.2.19. Montrer que les fonctions = +— In(l 4+ z), z — In(1+2?) et
x — Arctan x sont uniformément continues sur R .

I1.2.20. Soit f une fonction deux fois dérivable sur |a , b] telle qu’il existe M > 0
vérifiant |f”(z)] < M pour tout = € Ja,b[. Prouver que f est uniformément
continue sur |a, b[.

I1.2.21. Soit a et b deux réels tels que b—a >4 et f: [a,b] — R une fonction
dérivable sur I'intervalle ouvert ]a,b[. Prouver qu'il existe zg € ]a, b] tel que

f(z0) < 14 f2(x0).
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I1.2.22. Prouver que si f est dérivable sur |a,b[ et si

hm+ f(z) = 400, hr?, f(z) = —o0, (1)
f'(x)+ f2(x)+1>0 pour tout z€la,b|, (ii)

alors b—a > .

I1.2.23. Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Prouver

que si hnl?, f(xz) = A, alors f(b) = A.

I1.2.24. Soit f une fonction dérivable sur R telle que f'(z) = O(z) lorsque
tend vers +oo. Prouver que f(z) = O (:EZ) lorsque x tend vers +oc0.

I1.2.25. Soit f1, fo,..., fn €t g1,92,...,9n des fonctions continues sur |a, b,
dérivables sur Ja, b| et telles que gx(a) # gr(b) pour tout k = 1,2,...,n. Prouver
qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que

e (b) = fr(a)
f1.(c = .
Z e ;:1 e )gk(b) — gr(a)
I1.2.26. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et [a,b] C I. On

dit que f est uniformément dérivable sur [a,b] si pour tout € > 0, il existe 6 > 0
tel que

f(x"i_h)_f(x) l
LI )

pour tout x € [a,b] et |h| < &, x + h € L. Prouver que f est uniformément
dérivable sur [a,b] si et seulement si f’ est continue sur [a, b].

I1.2.27. Soit f une fonction continue sur [a,b] et g une fonction dérivable sur
la, b telle que g(a) = 0. Prouver que s'il existe A # 0 tel que

|9(x)f(2) + Mg/ (x)| < lg(z)| powr € [a,b],

alors g(z) = 0 sur [a,b].

I1.2.28. Soit f une fonction dérivable sur R’ . Prouver que lim |f’(z)] =0 si

T——+00
lim {& —
r—+oco ¥
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11.2.29. Montrer que les seules fonctions f: R — R vérifiant ’équation

fle+h) - f(x)
h

1
—f/(x+§h>, x,h e R, h#0,
sont les polynoémes du second degré.

11.2.30. Pour p et ¢ strictement positifs tels que p + ¢ = 1, trouver toutes les
fonctions f: R — R vérifiant I’équation

flx) = fy)

P = f'(pr+qy) powr z,y€R, v#£y.

11.2.31. Prouver® que si f est dérivable sur un intervalle I, alors f’ vérifie la
propriété des valeurs intermédiaires sur I.

I1.2.32. Soit f une fonction définie et dérivable sur R’ . Prouver que

(a) si lim (f(xz)+ f'(z)) =0, alors zll)riloof(x) =0,

T——+400

(b) st lim (f(x)+ 2y/xf'(x)) =0, alors zgrfmf(x) =0.

T—+400

11.2.33. Prouver que si f € ‘5@ b] admet au moins trois zéros distincts dans
[a,b], Véquation f(z) + f”(x) = 2f'(x) admet alors au moins une racine dans

[a,b].

11.2.34. Prouver que si le polynéme P admet au moins n racines distinctes
strictement supérieures a 1, alors le polynéme

Q2) = (22 +1) P)P'(z) + 2 (P(2))” + (P'(2))*)

admet au moins 2n — 1 racines réelles distinctes.

I1.2.35. Soit P(x) = apma™ + ... + a1z + ag, an, > 0, un polynéome ayant m
racines réelles distinctes. Prouver que le polynome Q(z) = (P(z))? — P'(z) admet

(a) exactement m + 1 racines réelles distinctes si m est impair,

(b) exactement m racines réelles distinctes si m est pair.

) Théoreme de Darbouz. (N.d.T.)
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11.2.36. Soit P un polynoéme de degré n > 3 n’ayant que des racines réelles. On
note

P(z) = (z —a1)(z —az) - (z — an)
ona; <aip1 (1=1,2,....,n—1)et
P(z)=n(z—c)(x—co) - (x—ch_1)

oua; < ¢ <aipp (i=1,2,...,n—1). Prouver que si

Q(r) = (x —a1)(x — ag) -~ (z — an—),
Q'(z) = (n—1)(z —d)(x —dy) - (x — dn2),

alors d; > ¢; pour i = 1,2,...,n — 2. De plus, prouver que si

R(z) = (z — az)(z — a3) - (z — aq),
Rx)=mn-1)(z—e)(z—e) (- en_2),

alors e; < ¢ pour i =1,2,... ,n—2.

11.2.37. Sous les hypothéses du probléme précédent, prouver que

(a) siS(z) =(r—a1—¢)(x—a2) - (x—ay,),ote >0 est tel que a1 +¢ < ap_1
et si S'(x) =n(x — f1)(x — fa) - (x — fn_1), alors fr_1 > cp1;

(b) siT(x) =(x —a1)(r —ag) - (x —ap+¢e), ote >0 est tel que a, —e > ag
et siT'(z) =n(z—g1)(x —g2) - (x — gn—1), alors g1 < 1.

11.2.38. Prouver que sous les hypothéses de I1.2.36, on a

I1.2.39. Prouver que si f est dérivable sur [0, 1] et si

(i) f(0) =0,

(i) il existe K > 0 tel que|f’(z)| < K |f(z)| pour z € [0,1],
alors f(x) = 0.
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11.2.40. Soit f € Cf]o_ol et J C ]—1,1[ un intervalle de longueur A. L’intervalle J
est décomposé en trois intervalles consécutifs J1, Jo et J3 de longueurs respectives
A1, A2 et A3 (on a donc Jy UJoUJs =J et Ay + A2 + A3 = \). Prouver que si

mi(J) = inf{‘f(k)(x)‘ tx € J}, k e N*,

alors

(@) < 3 (mi 1 (@) + mi1(35)).
2

I1.2.41. Prouver que sous les hypothéses du probléme précédent, si |f(x)] < 1
pour x € |—1,1], alors
k(k2+1) i

mk(J) < , keN*

2k
11.2.42. Soit P = anz™ + an_12"" ' + ... 4+ a1z + ap un polynéme admettant n
racines réelles distinctes. Prouver que s’il existe p, 1 <p <n — 1, tel que a, =0
et a; # 0 pour tout 7 # p, alors a,_1a,+1 < 0.

I1.3. Formule de Taylor et régle de L’Hospital

144

11.3.1. Soit f: [a,b] — R une fonction n—1 fois dérivable sur [a,b]. Si £ ()
existe, alors pour tout = € [a, b,
f'(xo)

f(ﬂf)Zf(ﬂfo)+T(93—éEo)+

P00 g

(n)
. f n(!ivo)

+. (x —z0)" +o((x—x0)") .

Cette formule est appelée formule de Taylor avec reste de Peano'™.
I1.3.2. Soit f: [a,b] — R une fonction n fois contintiment dérivable sur [a, b]

telle que f("+1) existe sur |a, b[. Prouver que pour tous x, zg € [a,b] et tout p > 0,
il existe 6§ € ]0, 1] tel que

"2 e (n) (g
1) = fao T8 gy T (o gy (IO (),
() = FOD (20 + (2 — 0)) (1= 0)"*1P (4 — o)™

nlp
est le reste de Schlomilch-Roche.

)Ou encore, dans la terminologie francaise, formule de Taylor avec reste de Young. (N.d.T.)
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11.3.3. Déduire du résultat précédent les formes suivantes du reste :

(a)
SO (o + 0(z — 20))

(o) = T ()"
(reste de Lagrange),
(b)
oy £ B )

n!
(reste de Cauchy).

I1.3.4. Soit f: [a,b] — R une fonction n + 1 fois dérivable sur [a,b]. Pour
x, o € |a,b], prouver la formule de Taylor avec reste intégral :

1) = fan) + T (g gy 4 L0)

(n) T
o141 n(!xO) (z —@0)" + % /x0 SO (@ — )™ dt,

(z — x0)°

I1.3.5. Soit f: [a,b] — R une fonction n + 1 fois dérivable sur [a,b]. Pour
x, o € |a,b], prouver la formule de Taylor suivante :

f(x) = f(xo) + f,(j(]) (x — o) + f”;TO) (z — x0)?
(") (1
P fT(,O) (@ — 20)" + R (2),

ot T tnt1 tn to
Rpy1(x) = / / / e / FOD@E) dty - dbydtg .
xo J a0 xo xo

I1.3.6. Montrer que I'approximation

1 1
v1+x%1+§x—§x2

donne /1 + z avec une erreur inférieure a 3 lz? si |z| < I

11.3.7. Pour & > —1, x # 0, montrer que
(a) 14+2)*>14azrsia>1oua<0,

b) A+2)*<l4+azrsi0<a<l.
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I1.3.8. Soit f,g € Cf[%vl} telles que f/(0)g”(0) # f"(0)g'(0) et ¢'(z) # 0 pour

x €1]0,1[. Pour = € ]0,1[, on note #(x) un des réels pour lesquels 'égalité dans
le théoréme des accroissements finis généralisé est vérifiée, autrement dit, tel que

f(@) = F(0) _ ['(0))
g@) —9(0) ~ g(0(@)) "

lim @
rz—0t X

Calculer

11.3.9. Soit f: R — R une fonction n + 1 fois dérivable sur R. Prouver que
pour tout = € R, il existe 6 € ]0, 1] tel que

(a)
2

f(x) = f(0) +2f'(z) — =

@) (R O )

n!

w2 @ o
+(=1) mf (0z),

T — f(p) — 22 'y \n zn f(n)(x)
(1) = 1@- 2@+ e

n+1) (z+0z?
p2n+2 i )< e )

(14 2)"* (n+1)!

_|_(_1)”+1 , x#—1.

11.3.10. Soit f: R — R une fonction 2n + 1 fois dérivable sur R. Prouver que
pour tout x € R, il existe 6 € |0, 1] tel que

=10+ 3. (3) () + 5 () (5) +--

‘B G e (5

I1.3.11. Prouver, en utilisant le résultat du probléme précédent, que

n 1 x 2k+1
In(1 p)) Y G
n(l+a) > l§2k+1<2+x>

pour n € Net xz > 0.
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11.3.12. Prouver que si f”(x) existe, alors

fl@+h) = 2f(x) + f(z—h)

(a) }LILI%) 52 = f"(x),
h)—2 h
e MR 2N
I1.3.13. Prouver que si f"”(z) existe, alors
lim f(x+3h) —3f(x+2h)+3f(x+h) — f(z) ),

h—0 h3

11.3.14. Pour x > 0, établir les inégalités suivantes :

n k
xT
. xr
((L) e’ > E _]{;"
k=0

2 3 4 2 3
(b) x—%+%—%<ln(1+x)<x—%+%,
(c) 1+1 ! 2o V1+ <1—|—1x 13:2—1—1373
c —Tr— =z x —r— = — .
2 8 2 8 16

11.3.15. Prouver que si f("*1(z) existe et n’est pas nul et si 6(h) est un réel
défini par la formule de Taylor

n—1 n
fle+h) = f@)+hf'(@)+...+ (:_ ol Fr () + % FU (@ + 0(h)h),
alors
lim O(h) = —
h—0 n+1"

I1.3.16. Soit f une fonction dérivable sur [0, 1] telle que f(0) = f(1) =0 et f”
existe et est bornée sur |0, 1[ (|f”(z)| < A pour z € |0, 1[). Prouver que

pour z € [0,1].

2|

|f'(x)] <

I1.3.17. Soit f: [-c,c¢] — R une fonction deux fois dérivable sur [—c, ¢|. Pour
k=0,1,2, on pose M = sup{’f(k)(x)’ i € [—c,c]}. Prouver que

(a) |f'(2)] < % + (2* + %) % pour x € [—¢,d],

M,
(b) M, <2/ MyMy pour c=> ﬁo.
2
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I1.3.18. Soit f une fonction deux fois dérivable sur Ja, +oo[, a € R. On pose
My, = sup {‘f(k)(a:)‘ tx € ]a,—l—oo[} <400, k=0,1,2.

Prouver” que M; < 2v/MyMs. Donner un exemple de fonction pour laquelle
Iégalité My = 2+/MyM, est atteinte.

11.3.19. Soit f une fonction deux fois dérivable sur R. On pose
My = sup{‘f(k)(x)‘ tTE ]R} < +4o0, k=0,1,2.
Prouver que My < /2MyM>.

11.3.20. Soit f une fonction p fois dérivable sur R. On pose
My, :sup{‘f(k)(x)‘ :xeR} < +oo0, k=0,1,...,p, p=2.

Prouver”) que

k(p—k) 1-& E

M, <27z M, "My pour k=12,...,p—1

I1.3.21. Soit f: RY — R une fonction telle que f” existe et est bornée sur R
et lim f(z)=0. Prouver que lim f/(z)=0.
T—+00 T—-+00

I1.3.22. Soit f une fonction deux fois contintiment dérivable sur R telle que

lim zf(z)=0 et lim xf’(z)=0.

T—-+00 r——+00

Prouver que lim xf’(x)=0.
T—+00

I1.3.23. Soit f une fonction deux fois contintiment dérivable sur |0, 1] telle que
6) tim fx)=0,
(i) il existe M > 0 tel que (1 —z)? |f”(x)| < M pour = € ]0,1].

Prouver que zlinlqi(l —x)f'(x) = 0.

Y Inégalité de Landau. (N.d.T.)
©) Inégalités de Kolmogorov. (N.d.T.)
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I1.3.24. Soit f une fonction dérivable sur [a,b] telle que f'(a) = f'(b) = 0.
Prouver que si f” est définie sur |a, b[, il existe alors ¢ € ]a, b tel que

4

()| = —— 1f(b) = f(a)].

(b—a)

I1.3.25. Soit f: [-1,1] — R une fonction trois fois dérivable telle que
f(=1)=f(0)=0, f(1)=1 et [f/(0)=0.

Prouver qu’il existe ¢ € |—1, 1] tel que f”(¢) > 3.

I1.3.26. Soit f une fonction n fois continiment dérivable sur [a,b]. On pose
pour z,t € [a,b] t # x,

x)— f(t
oty = 10 10)
Prouver la version suivante de la formule de Taylor :
" (n) T "
£a) = £lao) + T (0 gy LU0 ),
ot 7 () = LI (& — )",

I1.3.27. Soit f: |]—1,1[ — R une fonction dérivable en 0. Soit z,, et y, deux

suites telles que —1 < 2, < y, <1 (n € N*) et lim =z, = lim y, = 0, on
n—-—+00 n—-—+00

considére le quotient

flyn) = f(zn) .

Yn — Tn

D, =
Prouver que

(a) sl zp, <0<y, alors lim D, = f(0),

n—-+o00
(b) si 0 < x, < yp et sila suite {?i—”} est bornée, alors lim D, = f/(0),
Yn—Tn n—-+o0o

(c) si f" existe sur |—1,1] et est continue en 0, alors lir}rl D,, = f/(0).
n—-+0oo

(Comparer avec I1.1.13 et 11.1.14.)

11.3.28. Pour m € N*, on définit le polynéme P en posant

m+1
P@) =3 <m; 1) (—1* @ —k)™, zeR

k=0

Prouver que P(z) = 0.
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11.3.29. On suppose que f™2) est continue sur [0, x]. Démontrer qu’il existe
0 €10,1] tel que

! (n—1) Fm T
f(z) = f(0) + fl('o) x+...+%mnl+#x"
n (n12) L2

11.3.30. On suppose que f("*?) existe sur [a,b] et est continue en zy € [a,b].
Prouver que si f("9)(z0) =0 pour j =1,2,...,p—1, f"+P)(20) #£ 0 et

f'(20)
1!

f(nfl)(xo)
(n—1)!

f(x) = f(zo) + (r—x0) +...+ (. —x0)""

alors

lim 0(z) = <”+p>_’1’.

T—T(
I1.3.31. Soit f une fonction deux fois contintiment dérivable sur |—1,1] telle
que f(0) = 0. Déterminer
kd
lim f(kx).
=1

o+
r— L

I1.3.32. Soit f une fonction infiniment dérivable sur Ja,b[. Prouver que si
f s’annule en une infinité de points de lintervalle fermé [c,d] C |a,b[ et si
sup{|f(")(a;)‘ :x €la,b[} = O(n!) lorsque n tend vers +oo, alors f s’annule
sur un sous-intervalle ouvert de Ja, b[.

11.3.33. Soit f une fonction infiniment dérivable sur R vérifiant
(i) il existe L > 0 tel que |f(") (z)| < L pour tout z € R et tout n € N*,
(ii) f (%) = 0 pour tout n € N*.

Prouver que f(z) =0 sur R.
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11.3.34. Utiliser la régle de L’Hospital pour déterminer les limites suivantes :

Arctan z;j& 1\%
(a) lim ——= | (b) lim =z <<1 + —> - e> ,
x

r—1 x—1 r—+400

(0) lim (6 — )75 () tim (Si”)”l” ,

z—5 r—0t X
1

1 22
o (402
z—0t T

11.3.35. Prouver que si f est deux fois contintiment dérivable sur R et telle que
f(0)=1, f/(0) =0et f”(0) = —1, on a alors, pour tout a € R,

. a\\"
(1)) -
11.3.36. Pour a > 0, a # 1, évaluer
im (ﬂ)l
az—+oo \ z(a — 1)

11.3.37. Peut-on appliquer la régle de L’Hospital pour calculer les limites sui-
vantes 7

. T —sinx

lim —,
z—+o0 22 + sinx

. 2z +sin2z +1

lim - - 5
z—+o0 (2x + sin 2z) (sinz + 3)

1 xX
(c) lim <2 sin /x + v/x sin E) ,

z—0t

(a)
(b)

1
ex?

1 1
(d) lim <1 + ze 3 sin F)

z—0

11.3.38. La fonction définie par

1 1 :
fz) = {:cln2 — g siz #0,

1 s
3 six=0.

est-elle dérivable en 07
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11.3.39. Soit f une fonction n fois continiment dérivable sur R. Pour a € R,
prouver 1’égalité

n

£ (q )_%E%£;§%<X—1W/k<Z>f@w+km>.

11.3.40. Démontrer la version suivante de la régle de L’Hospital. Soit
fig: Ja,bf — R, —o00 < a < b < +o0, deux fonctions dérivables sur |a,bl.
On suppose de plus que

(i) ¢'(z) # 0 pour x € Ja, b],

(ii) hm g(z) = 400 (ou —o0),

(i) tim S8 = I, 00 < L < 400

On a alors
lim L@ _
z—at g(z)

11.3.41. Utiliser la version ci-dessus de la régle de L’Hospital pour prouver la
généralisation suivante des résultats donnés en 11.2.32. Soit f une fonction déri-
vable sur RY et a > 0.

(a) Si xETm(af(x) + f'(z)) = L, alors mkrfwf(x) ==
(b) Si lim (af(x)+2yxf'(x))=L,alors lim f(x)=

T——+00 T——+00

Ces propositions sont-elles valides pour a < 07

I1.3.42. Soit f une fonction trois fois dérivable sur R* telle que f(z) > 0,
f'(z) >0et f’(x) >0 pour z > 0. Prouver que si
/ n
o L@@
o ()

alors

o J@r@) 1
! |
et (@) 2-c

I1.3.43. Soit f € € 11 telle que f(0) = 0. Prouver que si g est définie sur
]—1,1[\{0} par g(z) = (x) , il existe alors un prolongement €*° de g sur |—1,1].
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I1.4. Fonctions convexes

Une fonction f est convere sur un intervalle I C R si
fOz1+ (1= Nx2) < Af(21) + (1= N)f(z2) (%)

pour tout xj,z2 € I et A € ]0,1[. Une fonction convexe f est strictement
convexe sur I si l'inégalité (x) est stricte pour x; # x9. La fonction f est
concave sur I si —f est convexe.

I1.4.1. Prouver qu’'une fonction f dérivable sur un intervalle ouvert I est convexe
si et seulement si f’ est croissante sur I.

11.4.2.  Prouver qu’'une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I
est convexe si et seulement si f”(z) > 0 pour z € L.

I1.4.3. Soit f une fonction convexe sur un intervalle I. Prouver 'inégalité de
Jensen :

vz + Xeza + ..o+ Azy) < A f(x1) + Xaf(22) + ..o 4+ A f(zn)

pour tous z1,...,x, € L et tous A1,..., A\, positifs tels que \; +... + A, = 1.

I1.4.4. Pour z,y > 0 et p,q > 0 tels que % + % = 1, prouver l'inégalité

11.4.5. Prouver®) que

pour xi,...,x, > 0.

I1.4.6. Montrer que

eb — eo <ea+eb
b—a 2

pour a #b.
(O] s’agit de Iinégalité entre moyennes arithmétique et géométrique. (N.d.T.)
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11.4.7. Pour x et y strictement positifs, établir 'inégalité

r+y
5

zlnz+ylny > (z+y)n

11.4.8. Pour o > 1 et x1,...,x, strictement positifs, prouver que

n

[e% 1 n
k=1

k=1

—

n
I1.4.9. Soit z1,...,2, €1]0,1] et p1,...,p, €1]0,1] tels que > pr = 1. Prouver

que h=1
n -1 n 1 + Th PE
a 1 < ,
(a) + (me) H < . )
k=1 k=1
n
1+ > pray

., Tp €10, 7[. Prouver que

n
(a) H sinzg < (sinx)",
k=1

n

(b) H sin zj, < (sinx)n.

XT i
=1 K

I1.4.11. Prouver quesia > letxy,..

., Tp €10, 1] sont tels que x1+. . .+x, =1,
alors

n 1 a (n2 + 1)a

dolmt—) >

k=1 k

11.4.12. Pour n > 2, vérifier I'inégalité suivante :
| 2 1 \"

11 T S(2-ot o)

n
k=2
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11.4.13. Etablir les inégalités suivantes :

(a) pour z1,...,x, >0,

T+ 4z, T oz,

n
(b) pour zg,ar >0 (k=1,2,...,n) tels que > ay =1,
k=1

1
A4y .+

Tn

cexet <oy F ..+ apy,

n
(¢) pour g,y = 0et ap >0 (k=1,2,...,n) tels que > aj =1,
k=1

ot xpt oyt ynt < (@ y)™ e (@ )

n
(d) pourzj; 20et oy >0 (i=1,2,...,n,5=1,2,...,m) tels que > a; =1,
i=1

Qg

11.4.14. Prouver que si f: R — R est convexe et majorée, elle est alors
constante sur R.

I1.4.15. Une fonction convexe et bornée sur Ja,+oo[ ou sur |—oo,a| doit-elle
étre constante ?

I1.4.16. Soit f: Ja,b[ — R une fonction convexe sur Ja, b (les cas a = —o0 et
b = +oo sont possibles). Prouver que soit f est monotone sur Ja, b|, soit il existe
¢ €la,b] tel que

fle)=min{f(x):x €]a,b[}

et f est décroissante sur ]a, c| et croissante sur [c, b[.

I1.4.17. Soit f: Ja,b[ — R une fonction convexe sur Ja, b (les cas a = —o0 et
b = +oo sont possibles). Prouver que les limites (finies ou infinies)

lim+f(:n) et hril, f(zx)

Tr—a

existent.
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I1.4.18. Soit f: |a,b[ — R une fonction convexe et bornée sur Ja,b| (les cas
a = —o0 et b = 400 sont possibles). Prouver que f est uniformément continue
sur Ja,b| (comparer avec 11.4.14).

I1.4.19. Soit f: Ja,b[ — R une fonction convexe sur |a, b (les cas a = —o0 et
b = +oo sont possibles). Prouver que f admet des dérivées a gauche et a droite
sur ]a, b et qu’elles sont monotones. Prouver de plus que les dérivées a gauche et
a droite sont égales, excepté sur un ensemble dénombrable.

I1.4.20. Soit f une fonction deux fois dérivable sur R telle que f, f’ et f” soient
strictement croissantes sur R. On se donne a,b € R, a < b. Soit x — &(x), x > 0,
la fonction définie par le théoréme des accroissements finis :

fo+z)— fla—x)

b—a+ 2z =119

Prouver que la fonction { est croissante sur RY .

11.4.21. En utilisant le résultat de II.4.4, prouver 'inégalité de Holder : si
p,qg>1et %—l—%:l, alors

n n % n %
Z |lziyi| < <Z \l’i\p> <Z \yi\q>
=1 i=1 i=1

11.4.22. En utilisant I'inégalité de Holder, prouver 'inégalité de Minkowski : si

p =1, alors
1 1 1
n D n P n p
<Z | +yz’\p> < <Z \xi\p> + <Z \yi\p>
i=1 i=1 i=1

+oo +oo
11.4.23. Prouver que si la série Y. at converge, alors la série Y. %2 converge
n=1 n—1n5

aussi.

I1.4.24. Pour z;,y; >0 (i =1,2,...,n) et p > 1, prouver 'inégalité

=

1
(2 +y0)e + .+ (@F +0h)

S =

(z1+ ...+ x)’ + (y1 + ... +yn))
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11.4.25. Prouver l'inégalité de Minkowski généralisée : pour z;; > 0 (i =
1,2,...,n,j=1,2,....m)et p>1,ona

P 1

n m % m n P
TR (z) |
i=1

i=1 \j=1 i=1

11.4.26. Une fonction f définie sur un intervalle I est mid-conveze sur cet inter-

valle si
; (x+y> _ @)+ )
2 = 2

pour tout x,y € I. Prouver que si f est continue et mid-convexe sur I, elle est
convexe sur I.

11.4.27. Prouver que I’hypothése de continuité ne peut pas étre omise
en 11.4.26.

11.4.28. Soit f une fonction continue sur I telle que

() < L

pour tout z,y € I, x # y. Prouver que f est strictement convexe sur I.

11.4.29. Soit f une fonction convexe sur un intervalle ouvert I. Prouver que f
est localement lipschitzienne sur I.

I1.4.30.  Soit f: R} — R une fonction convexe telle que
li =0.
Jim_f(z)

f(@)

Prouver que la fonction o — == est croissante sur RY .

I1.4.31. La fonction f est dite sous-additive sur RY si on a

f(x1 4+ x2) < f(21) + f(22)
pour tout 1,z € R%. Prouver que

(a) six— @ est décroissante sur RY , alors f est sous-additive,

f@)

(b) si f est convexe et sous-additive sur RY, alors = ~— est une fonction

décroissante sur cet intervalle.
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I1.4.32. Soit f une fonction dérivable sur |a,b[ telle que, pour z,y € ]a,b]
(x # y), il existe un unique ¢ vérifiant

fly) = =)

=T

Prouver que f est strictement convexe ou strictement concave sur |a, b|.

11.4.33. Soit f: R — R une fonction continue telle que pour tout d € R, la
fonction g4(x) = f(x 4+ d) — f(z) soit €°° sur R. Prouver que f est €°° sur R.

11.4.34. Soit a, < ... < a9 < aq des réels et f une fonction convexe sur 'inter-
valle [ay, , a1]. Prouver que

Zf k1)@ Zf k) @41

en posant a,41 = ay.

11.4.35. Soit f une fonction concave et strictement croissante sur I'intervalle
Ja,b] (les cas @ = —o0 et b = 400 sont possibles). Prouver que si a < f(z) < x
pour tout z € Ja,b[ et

alors

P A CO Rl €D
n—too frtl(y) — fr(y)

pour tout xz,y € |a,b[, f™ représentant la n-iéme itérée de f (voir 1.1.40).

=1

I1.5. Applications des dérivées

I1.5.1. Montrer, en utilisant le théoréme des accroissements finis généralisé, que

2
(a) 1— g;—' < cosx pour x#0,
3
(b) T g <sinz pour x>0,
2 4
(c) cosx < 1— 2| + pour x # 0,
3 5
>z
(d) 51n$<$—§+§ pour x > 0.
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11.5.2. Pour n € N* et x > 0, vérifier les propositions suivantes :

PR LAn—3 LAn—1
I Il 7w Bl v ¥
<Sin$<$—$—3+...—|— 2 — 2 + il
3! (An—3)!  (“n—-1)!  (dn+1)!’
2 g pAn—4 An—2
R TR TH Rl oy s Rl r o3y
< cosx < 1—w—2+...+ G — o + i .
2! (dn—4)!  (4n—-2)!  (4n)!

I1.5.3. Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur I'intervalle ouvert
la,b[. Prouver que si a > 0, il existe alors z1, 22, 23 € |a, b tels que

e )

219 3:E§

f() = b+ a)

= (b* + ba + b°)

11.5.4. Démontrer la généralisation suivante du résultat donné en 11.2.32. Soit

f une fonction a valeurs complexes définie sur R* et o un nombre complexe &

partie réelle strictement positive. Prouver que liI_P f(x) =0 si f est dérivable
T— 100

et si xgrfw(af(x) + f'(z)) = 0.

I1.5.5. Soit f une fonction deux fois dérivable sur R%. Prouver que si
lim (f(z)+ f'(x) + f"(z)) = L, alors lim f(x)= L.
T——+00 T—+00

I1.5.6. Soit f une fonction trois fois dérivable sur R* . L’existence de la limite

lim (f(z)+ f'(z) + f'(x) + f"(z))

T—400

implique-t-elle celle de zgr}rloo ()7

11.5.7.

(a) Soit f une fonction contintiment dérivable sur R telle que f(0) = 1. Prouver
quesi | f(z)| < e pour z > 0, il existe alors zg > 0 tel que f/'(zg) = —e™ 0.

(b) Soit f une fonction continiment dérivable sur |1, +4o00] telle que f(1) = 1.
Démontrer que si |f(z)] < 2 pour z > 1, il existe alors zy > 0 vérifiant

f(xo) = —=.

0
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I1.5.8. Soit f et g deux fonctions dérivables sur [0, a| telles que f(0) = g(0) =0
et g(z) > 0, ¢'(x) > 0 pour x € |0,al. Prouver que si g—: est croissante sur |0, al,

alors g est aussi croissante sur cet intervalle.

I11.5.9. Montrer que chacune des équations

sin(cosz) =x et cos(sinz) =2z

admet une unique racine dans [O, g] Montrer de plus que si z1 et xo sont res-

pectivement les racines de la premiére et de la seconde équation, alors x1 < xs.

I1.5.10. Prouver que si f est dérivable sur [a,b], f(a) = 0 et sl existe C' > 0
tel que |f'(z)] < C'|f(x)| pour tout = € [a,b], alors f(x) = 0.

I1.5.11. En utilisant le théoréme des accroissements finis, prouver que
P q
x T
<1 + —> < (1 + —>
p q

I11.5.12. Montrer d’abord que e* > 1 + x pour x € R, puis, en utilisant ce
résultat, prouver I'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique.

pour x > 0si0<p<gq.

I11.5.13. Montrer que
zy <e’ +y(ny—1)
pour x € R et y € R . Montrer aussi qu’il y a égalité si et seulement si y = e*.

11.5.14. Soit f: R — [~1,1] une fonction de classe €2 sur R telle que

(FO0)* + ()" = 4.
Prouver qu’il existe zp € R tel que f(zo) + f”(z¢) = 0.

11.5.15. Etablir les inégalités suivantes :
1
(a) <£E + —) Arctanz >1 pour z >0,
x

(b) 2tanxz —shax >0 pour 0<x<%,

(c) nz < 2 pour x>0, = #e,
e
rlnx 1

x2—1<§ pour x>0, x # 1.

160



ENONCES

I11.5.16. Déterminer lequel des deux nombres est le plus grand :
(a) €™ et 7€,
(b) 2V2 et €,

(¢) In8et 2.
11.5.17.  Vérifier les propositions suivantes :
b b
(a) ln<1+£)ln<1+—><—, a,b,r >0,
a x a
T\™ T\"
(b) (1+ —) (1 - —) <1, zeRmneN mn> |,
m n

(c) ln<1+\/1+x2><£+lnx, x> 0.

11.5.18. Pour x > 0, établir les inégalités suivantes :

(a) In(1+2x) < Ve
(b) (x—1)*>zln?z.

I11.5.19. Montrer que

2 23 22
(a) 3:+7—€<(1+3:)1n(1+3:)<:z+7 pour = > 0,

2
(b) In(1+4cosz) <In2— % pour z € 0, 7].

11.5.20. Pour x > 0, vérifier les propositions suivantes :

(a) e’ <1+ xe”, (b) e® —1—x < z%e”,

(c) zer < e® —1, (d) e® < (14 z)te,
z+1

© (”“"; 1) <o

I1.5.21. Montrer que (e + )" > (e — )™ pour = € ]0, e[.

11.5.22. Montrer que e* ! +Inz —2x+1>0siz > 1.
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11.5.23. Etablir les inégalités suivantes :

1 2 . m
(a) gtana;—l—gsmx>:1; pour 0<x<§,

(b) x(2 + cos ZE) > 3sinx pour z >0,
n? 2

T
pour O0<z< —.

: <
(c) cosx 5

ZE2

I1.5.24. Montrer que si a > 1, on a alors

1
20471

<z%+(1—-2)*<1
pour 0 < x < 1.

I1.5.25. Montrer que si « € ]0, 1], alors

(x+9y)* <az®+y° pour x,y > 0.

I1.5.26. Pour a € 0,1 et z € [—1, 1], montrer que

(1+x)a<1+ax—wx2.

I11.5.27. Prouver la généralisation suivante du résultat du probléme précédent.
Pour B>0et x € [-1,B],on a

1—
(a) (1+x)0‘<1+aa¢—2a((1+g))2 si O0<a<l,
a(l —a)

(b) 1+2)*>14azx— 22 st l<a<?2

2(1+ B)?

11.5.28. Prouver que

2
(a) sinz > —x pour x€[07g]a

NN

(b) sine > —x + % (772 - 43:2) pour x € [O, %] .

3

11.5.29. Prouver que

mx(l —xz) <sinmx < 4x(l —z) pour z €)0,1[.
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11.5.30.

11.5.31.

11.5.32.

11.5.33.

I1.5.34. Déterminer tous les points ou la fonction f(z) = 3 (1—x)

Prouver que

"z
e’ — F<ﬁ(ez_1) pour z € R’ et n € N*.

Soit n € N*. Trouver les extrema locaux de la fonction

22 ™\ .
flz)= <1+$+§+...+H>e .

Soit m,n € N*. Trouver les extrema locaux de la fonction
flz) =™ (1 —-2)".

Soit m,n € N*. Trouver le maximum de la fonction

f(z) = sin®™ z x cos? z.

ses extrema locaux.

11.5.35.

11.5.36. Déterminer le maximum de la fonction f définie sur R par

atteint

Déterminer le maximum et le minimum sur [—1,1] de la fonction

f(z) =z Arcsinz + V1 — 22

1 1
T)= + .
T = T T e o
11.5.37. Prouver les inégalités suivantes pour ay,aso,...,a, € Ry :

e
k=1
1 @ 4
'l - 2 —aj < .
( )) n Zake 62 )
k=1
n n n
(c) H ag < <—> exp <§ Z%)
k=1 k=1
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11.5.38. Déterminer tous les points ou la fonction
1
e ol (\/i—i—sin%) six #0,
flx) = .
0 six =0

atteint ses extrema locaux.

11.5.39. On pose

six =0.

1 .
o) = {34(2+sm5) six # 0,

Prouver que f est dérivable sur R et que f atteint son minimum absolu en 0 alors
qu’elle n’est monotone sur aucun intervalle de la forme |—¢,0[ ou |0, ¢[ (¢ > 0).

11.5.40. Etablir les inégalités suivantes pour z > 0 :
shx

vshax? 4+ ch 22

I11.5.41. En utilisant le résultat du probléme précédent, prouver que si a et b
sont deux réels distincts et strictement positifs, alors

1
<thzx<x<shx< §Sh2$.

2 b— b 24 p2
ﬁ<\/E< @ _atb . jeeth

-+ 3 Inb—1Ina 2 2
Le réel L(a,b) = lnlg:ﬁ est appelé la moyenne logarithmique des réels strictement

positifs a et b, a # b (on pose généralement L(a,a) = a)!”).

11.5.42. La moyenne des puissances des réels strictement positifs x et y est
définie par

1
P +yP\r
Mp(x,y)—< 2y> si p#0.

(a) Montrer que
lin%] My(z,y) = V/xy.
p—

(Il est donc naturel d’adopter la convention My(z,y) = \/zy.)
(b) Montrer que My(z,y) < My(z,y) six #yet p<gq.

<7>H(a,b) = —1%1— est appelé la moyenne harmonique des réels strictement positifs a et b,
ot

Ms(a,b) = \/‘122;[’2 est appelé la moyenne quadratique des réels positifs a et b. (N.d.T.)
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11.5.43. Pour X\ > 1, x,y strictement positifs et tout entier n >

2, montrer que

n n n__ n _ ,mn
Vﬁkgdx—u/+A«x+w T y)<x+y‘

24+ A (2" —2) D)

11.5.44. Prouver que

(a) sin(tanz) > x pour x € [0,

Wl

(b) tan(sinz) > x pour =z € [0,

11.5.45. Montrer que

1 < 1 1 4
sin?z a2 2
six e ]O, %]
I11.5.46. Montrer que
3x

Arctanz >

Hz—m pour x > 0.

11.5.47. Soit ag, bk, k= 1, 2, .o
I'inégalité

ﬁxak+(1—xbk max{Hak,ku}
k=1 k=1 =

est vérifiée pour tout = € [0, 1] si et seulement si

" ak—bk> <Zn: ak—bk> S
S b >0
(k_l Ak L

En utilisant les résultats de I1.5.1, prouver que

11.5.48.

cosz 4+ cosy < 1+ cos(zy) pour z2+9% <7

11.5.49. Etablir, pour x et y strictement positifs, I'inégalité

 +y* > 1.

., n des réels strictement positifs. Démontrer que
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I1.5.50.  Pour tout entier n > 2, prouver que si 0 < z < 2, alors
(1—2z"+ 3:"“)” <(1—zm"t,
11.5.51. Soit f la fonction définie par
3 4 1
f(z) :x—%%—;—zlsing pour z > 0.

Prouver que si y et z sont des réels strictement positifs tels que y + z < 1, alors

fly+2) < fly)+ f(2).

I11.5.52. Prouver l'inégalité

n

3 (k — na)? <Z> 2F (1 —2)"F < % .

k=0

11.5.53. Soit f € (f[i,b} une fonction telle que f(a)f(b) < 0 et f' et f” ne
changent pas de signe sur [a,b]. Prouver que la suite récurrente définie par

xn+1:xn_f,(x)’ nEN
n

et zg = b si f et f” ont le méme signe et xg = a, dans le cas contraire, converge
vers 1'unique racine de I'équation f(z) = 0 dans Ja,b[. (Il s’agit de la méthode
d’approzimation dite de Newton d’une racine de I'équation f(x) = 0.)

11.5.54. Sous les hypothéses du probléme précédent, prouver que
M
‘xn+1_§‘<2_(xn_§)2v TLGN,
m

si M = max{|f"(z)|: z € [a,b]}, m = min{|f"(x)| : x € [a,b]} et £ est 'unique
racine de 'équation f(z) = 0.

11.5.55. Trouver sup {2*”” + 2% x> 0}.

I1.5.56. Soit f une fonction infiniment dérivable sur [0, 1] telle que, pour tout
x € [0,1], il existe un entier n(z) vérifiant f(*(*)(z) = 0. Prouver que f coincide
avec un polynoéme sur [0, 1].
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I1.5.57.  Montrer sur un exemple que ’hypothése dans le probléme précédent que

f est infiniment dérivable sur [0, 1] est essentielle. Montrer aussi que la conclusion

de I1.5.56 est fausse si on remplace 'existence de n(z) par hI_iI_l ) (x) = 0 pour
n—-rodo

tout z € [0, 1].

I1.6. Dérivabilité forte et dérivabilité au sens de Schwarz

Définition 5. Une fonction & valeurs réelles définie sur un ensemble ouvert
A C R est fortement dérivable en a € A si

i 1@~ fl=2)
(z1,22)—(a,a) T — T2
T1#£T2

= f*(a)
existe et est finie. Le nombre f*(a) est appelé la dérivée forte de f en a.

Définition 6. Une fonction & valeurs réelles définie sur un ensemble ouvert
A C R est dérivable au sens de Schwarz (ou Schwarz-dérivable) en a € A
sl

. flath)=fla=h)
i oh = f(a)

existe et est finie. Le nombre f¥(a) est appelé la dérivée de Schwarz ou dérivée
symétrique de f en a.

La dérivée forte supérieure (resp. inférieure) de f en a est définie en rempla-
cant la limite par une limite supérieure lim (resp. limite inférieure lim) dans la
définition 5 et elle est notée D* f(a) (resp. Dy f(a)). Les dérivées de Schwarz supé-
rieures et inférieures sont définies de facon analogue et sont notées respectivement

D5 f(a) et Dsf(a).

I11.6.1. Démontrer que si f est fortement dérivable en a, elle est alors dérivable
en a et f*(a) = f'(a). Montrer sur un exemple que la réciproque est fausse.

11.6.2. Soit f: A — R. On note A' et A* I'ensemble des points o f est
respectivement dérivable et fortement dérivable. Prouver que si a € A* est un
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point d’accumulation de A*, alors

lim f*(z) = lim f'(z) = f*(a) = f'(a).
reA* rzeAl

11.6.3. Prouver que toute fonction continiiment dérivable en a est fortement
dérivable en a.

11.6.4. La dérivabilité forte de f en a implique-t-elle la continuité de f’ en ce
point ?

11.6.5. Soit G un sous-ensemble ouvert de A. Prouver que f est fortement
dérivable sur G si et seulement si la dérivée f’ est continue sur G.

11.6.6. Prouver que si f est dérivable sur R, elle est alors fortement dérivable
sur un ensemble résiduel, ¢’est-a-dire sur un ensemble R\ B ot B est un ensemble
de premiére catégorie dans R.

I1.6.7. Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que la dérivée de Schwarz
f# existe sur lintervalle ouvert |a,b[. Prouver que si f(b) > f(a), il existe alors
c €la,b tel que f*(c) = 0.

I1.6.8. Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que f(a) = f(b) = 0. Dé-
montrer que si f est Schwarz-dérivable sur l'intervalle ouvert |a, b[, il existe alors
x1, T2 € |a,b[ tels que f*(x1) > 0 et f%(x2) <O.

I1.6.9. Soit f une fonction continue sur [a, b] et Schwarz-dérivable sur I'intervalle
ouvert |a, b[. Prouver qu’il existe x1,x9 € ]a, b tels que

f(0) — f(a)

Fola2) S ——

< fA ().

I1.6.10. Soit f une fonction continue et Schwarz-dérivable sur |a,b[. Prouver
que si la dérivée de Schwarz f® est bornée sur ]a, b, alors f est lipschitzienne sur
cet intervalle.

I1.6.11. Soit f une fonction continue et Schwarz-dérivable sur |a,b[ tel que f*
soit continue sur cet intervalle. Prouver que f est dérivable et f'(z) = f%(x) pour
tout = € Ja, b].
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I1.6.12. Soit f une fonction continue et Schwarz-dérivable sur un intervalle I.
Prouver que si f*(z) > 0 pour = € I, f est alors croissante sur I.

11.6.13. Soit f une fonction continue et Schwarz-dérivable sur un intervalle I.
Prouver que si f*(z) = 0 pour tout x € I, f est alors constante sur I.

I1.6.14. Soit f une fonction Schwarz-dérivable sur |a,b[ et 2 € Ja,b] un extre-
mum local de f. La dérivée de Schwarz doit-elle s’annuler en xq ?

11.6.15. Une fonction f: R — R vérifie la propriété de Baire s’il existe un
ensemble résiduel S C R sur lequel f est continue. Prouver que si f vérifie la
propriété de Baire, il existe alors un ensemble résiduel B tel que, pour tout z € B,

Dsf(z) = Dif(x) et D°f(x) = D" f(x).

11.6.16. Prouver que si f vérifie la propriété de Baire et est Schwarz-dérivable
sur R, f est alors fortement dérivable sur un ensemble résiduel.

11.6.17. Soit f une fonction Schwarz-dérivable sur un intervalle ouvert I et soit
[a,b] C I. La fonction f est uniformément Schwarz-dérivable sur [a,b] si, pour
tout € > 0, il existe & > 0 tel que si |h| < 0, alors

flath)—flxz=h)
dés que x € [a,b] et z+h,x —h e L
Soit f une fonction Schwarz-dérivable sur un intervalle ouvert I et [a,b] C I.
Prouver que s’il existe zg € ]a,b[ tel que }lLin%)|f(w0 + h)| = +oo et §'il existe

x1 tel que f soit localement bornée sur [z, o[, alors f n’est pas uniformément
Schwarz-dérivable sur [a,b].

I1.6.18. Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert I contenant [a, b].
Démontrer que f est uniformément Schwarz-dérivable sur [a,b] si et seulement si
f* est continue sur [a,b].

11.6.19. Montrer sur un exemple que 'hypothése de continuité de f est essen-
tielle dans le probléme précédent.

11.6.20. Prouver qu’une fonction localement bornée sur un intervalle ouvert I
est uniformément Schwarz-dérivable sur tout [a,b] C I si et seulement si f est
continue sur I.
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Solutions

I1.1. Dérivée d’une fonction réelle

II.1.1.
(a) On a
2 .
3 six >0,
"1;‘ pr—
Ut ) {—x2 six <0.
Donc,
2¢  six =0,
fl(x) = .
—2r siz <0
car

(b) On obtient

N si x < 0.
Puisque
Vh—0
/ _ . _
f+0) Tk +
et

la fonction f n’est pas dérivable en 0.

(¢) f'(x) = nwsin(2rz) pour z € |n,n + 1[, n € Z. De plus, pour n € Z,

in? -0 nsin?(wz — mn)
) = i ) =0 _
f+(n) asveet rT—n e ) 0,
— 1) sin? _
f.(n) = lim (n—1)sin”(mz) — 0 _o
T—n— r—n

Il s’ensuit que f'(z) = 7 [x] sin(27x).

(d) 11 découle de (c) que

flx) = (z sin2(7rzn))/ — ([«] sin2(7rzn))/
= sin?(nz) + 7 (z — [z]) sin(27 ).
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(e) f'(z) =1 pour z #0.

) fl(z) = z\/;—_l si|z| > 1.
I1.1.2.
(a) Puisque log, 2 = %, on obtient
In2 log,2-log, e
/ 95 X
)= — = — .
fle) zln?x %

(b) Comme en (a), on prouve que

—tanzlnz — Llncosx
f,(x): 2 =

In“ x

1
= —tanzlog, e — —log, cosz - log, e.
0
I1.1.3.

(a) Clairement,

1 .
o= {pr o<1
= si|z| > 1.

On vérifie maintenant si une dérivée existe en 1 et en —1. On a

s w_—l_% 1
+() :z:ig1+ rx—1 27

Arctanz — T 1
"(1)= lim —/—— = 4 _ Arctan’(1) = = .
f~() = lim —— retan’(1) = 3

Donc, f/(1) = . On a aussi

Arct s
fﬁr(—l) ~ lim rctanx + ;

_ 1) —
e T = Arctan’(—1)

et f/(—1) n’existe pas.
(b) On a
2re=%" (1 —22) silz| < 1,

0 si|z| > 1.
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De plus,

11
£i(1) = lim

e
z—1t x — 1

=0,

2 ,—x2 1
’ . x%e -z ( 9 ,zz)/
"(1)= lim ———¢ = (x%¢ = 0.
/ ( ) z—1- ®=1 |z=1
Puisque que f est paire, f/(—1) = 0.
(¢) On remarque que f est continue en 0. De plus,
Arctani — T t—%
fi0) = lim ———~—2 = lim —2
z—07F x t_’%7 tant
s
= lim (t — —) tant = —1
s L= 2
2
et
Arctan (—=) — T z
f2(0) = lim (c2) -5 _ lim =
a0 x =357 " tant

La fonction est donc dérivable partout sauf en 0.

I1.1.4. On note d’abord que

7(0) = tim 15

z—0 T

0.

Clairement, f’(z) existe pour =z # ﬁ (n € Z). Pour z, =

n=20,2,4,...,0on a

2 s
0 _ 5 T Cos o 9 T™\/ .
il = lim —% = @ Ges = =,
r—zi T — Tp X/ |z=zn
2 s
0 L —T7CoS 9 ™\’ .
fi(xy) = lim ——& = (—x“cos — = —.
r—x,; L — Tnp X/ |z=2y
De méme, si x, = Qfﬁ, n=1,3,5,..., alors f(z,) = 7 et f'(z,)

Puisque f est paire, f n’est pas dérivable en x,, n € Z.
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0,5
0,4 1
0,3 4
0,2
0,1

v

02 04 06 08 1

I1.1.5.

(a) Puisque f doit étre continue, on obtient ¢ = 0 et a + b = 1. Puisque
f2(0) = 4 et fL(0) = b, on obtient b = 4 et a = —3. On vérifie facile-
ment que pour de tels a, b et ¢, la fonction f est dérivable sur R.

b) a=d=-1,b=0,c=1.

(c) b:c:l,a:(),d:i.

I1.1.6.

(a) Pour = # 0,
1— e(n-l—l):c

n
e
e =
1—e”
k=0

En dérivant les deux membres de cette égalité, on obtient

Enj poke — 1D — (n 4 1) T 4 e
— (1—e?)?

(b) En dérivant n fois les deux membres de 'égalité

S (3 = -1,

k=0
on obtient
el 2n o ()
Z(—nkk"e’m( k) - ((ew —1) ") .
k=0

(n)
Pour calculer <(ez - 1)2”> en 0, on pose g(x) = e* — 1 et on note que

la dérivée n-ieme de (g(z))?" est une somme dont chaque terme contient
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une puissance de g(x) d’ordre au moins n (comparez avec 11.1.38). La
dérivée n-iéme de z — (e* — 1)2" en 0 est donc nulle. En conséquence,

é(—l)k (?) k" =0.

(¢) En dérivant 1'égalité

L sin 22 gin (P2
Zsin(k‘:v) o 2 r#£2nlez,
sin 5
on obtient
n 9 (2n+1)x .92 nx
nsin £ sin 1 —~ — gin“ &%
chos(kx): 2 = 2 x#2nleZ.
2sin 5

Pour x = 2ir,

Zk‘cos (kx) (n+1)

I1.1.7. On pose f(z) = a;sinz + agsin2z + ... + a, sinnz. On a alors

|a1—|—2a2—|—...+nan|:‘f |_h£% M'
— lim L8] SR8 _ i |[£@)] 4
z—0 |sin z 7—0 |sin
I1.1.8.
(a) On a

i @ —af@@) . (z—a)f(a) —a(f(z) = f(a))

r—a r—a r—a Tr—a

— f(a) = af (a).

(b) Comme en (a), on a

1 F@0(@) — f@e@) _ | U@ = [@)gle) = F@)ge) — g(0))

r—a r—a r—a Tr—a

= f'(a)g(a) — f(a)g'(a).
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I1.1.9.
(a) Puisque f est continue en a et f(a) > 0, on voit que f (a + H) > 0 pour

. .
n suffisamment grand. De plus, puisque f est dérivable en a, la fonction
x +— In f(z) D'est aussi. Donc,

- ln<f(a+%)>i_1_ 1 Inf(at + 1) —In f(a)

= 1
f(a) n—-+00 n? pos
=0

—OX(lnf( ))\z a

lim i)

n— 00

et |
| (f(a+%))":1‘

(b) Comme en (a), on obtient

f(@) e e Inf@)

t (7 r—a

I1.1.10.
(a) D’aprés I1.1.8(b), en prenant g(z) = z",
anf(x) — x"f(a) _ _nan—lf(a) + a"f'(a).

nf@)  _e-a _f@

Inz —Ina  f(a)

on a

=
(b)
L@ fO0) . f@e - f0) e
z—0 f(x)cosz — f(0) -0 5 f(z)cosz — f(0)
1

= (f(®)€") =0 (f(x) cos $)1z=0
_ O+

£/(0)
(©)
. . +1) - f(a)
(N7 (o0 2) <) = i 300
=1+2+...+k)f'(a)
=MD ),
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(d) Pour k € N*,
L
f (a + nz) f(a) _ f/((l).

n

lim
n— 00

Ceci implique que, étant donné € > 0, il existe ng tel que

k k k k k
LI@-Se<s (ot %) - i < 5 1@+ Spe
pour k € {1,2,...,n} si n > ng. En sommant sur k, on obtient
n(n+1 n(n+1 - k
%f/(a)—(zTg)5<Z<f<a+m>—f(a)>
k=1
n(n +1 n(n+1
(2n2 )f/((l)+ (2n2 )

Il s’ensuit que la limite est égale a %f’(a).

I1.1.11.

(a) On a
lim m+D)"+n+2)"+...+(n+k) —kn
n—-—+o00 nm—1

m+1)"=—n"+n+2)"—n"+...+(n+ k)" —n™

n—+oo nm—1

nm _ 2\m _ k™ _
. ((1+n1) 1 2(1+n2) 1 --+’f(1+"k) 1)
n—-+4oo = = by,
_ k(k+1)
2

Comparez avec 11.1.10(c).

(b) D’apres 11.1.10(c), on a

lim 1n<(a+%)n(a+%)"”-(a+%)”> k(k + 1)
n—-+00

I
X
SHEa

ank

Donc,
@D @) @ rh)" e

lim

n——+o00 ak
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(¢) On note que

lim 1n< < > 1+"—Z)>
n—-+4o0o n
:ngglm(ln( +—2>+ln<1+i—z>+...+ln<1+%)>

1 1 n 1
= lim |(In +— +...+In{-+—= ) —nln—).
n—-+0o0o a n2 a n2 a

Le résultat de 11.1.10(d) implique alors

T (1+i) 142 ---(1+E) 3
n—+o00 n2 n?2 n?

I1.1.12. On a

:g%(f(ac);f@)+ )x—f<o>+”_+f(%)x—f<o>>
= <1+%+é+'“+%>f/(0)-

I1.1.13.
(a) Si f(x)=a™ (m € N*), alors

lim f(xn) — f(2n) _ lim Ty — Zp

=ma™ ! = f'(a).
n—-—+o0o BB, = ) n—+00 Ty — Zp

(b) Considérez la fonction définie par

z?sin L sz #£0,
f(z) = T
0 six=0.
Pour
X 2 et z, =
" (4n +1) " ong’
on a )
n—-+0o0o T Zn
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D’autre part, si
3 .. 1 5
o) = r2siny siz#0,
0 siz=0

et si on prend {z,} et {z,} comme précédemment, alors

Tomn g(xn) — g(zn) —

n—-+00 Tp — Zn
I1.1.14. D’aprés les hypothéses,
f(xn)_f(zn) . f(xn)_f(a) . Tn —a +f(zn)_f(a) . a — zp

)

Ty — 2n Ty — By = B Zn — G Ty — 2n
ou
0< 2% 9, o< "% 4
Ty — Zp T — Zn
et

a— zp T, —a
+ = 1.

Ty — Zn Ty — Zn

f(zn) = f(2n)

Tp — Zn

f(xn) — f(a) ot f(zn) — f(a) )

T, —a Zn —a

Il s’ensuit que
est compris entre

Le théoréeme des gendarmes donne alors

lim f(xn) = f(zn)

n—+00 Ty — 2n

= f'(a).

I1.1.15. [W. R. Jones, M. D. Landau, Amer. Math. Monthly 76 (1969), 816-817].

(a) On note d’abord que f n’est continue qu’en 1. Si {x,} est une suite de
rationnels différents de 1 qui converge vers 1, alors

Fen) =1 1) =2,

n—+oo X, — 1 n—-+00

f(xn)_l_

Donc, f’(1) = 2. Clairement, f est injective sur ]0,2[. La fonction réci-
proque est définie sur |0, 3[, excepté pour les rationnels dont la racine est
irrationnelle. L’ensemble de définition de f~' est donc d’intérieur vide
et on ne peut pas définir (ffl)/ (1).
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(b) On note d’abord que f est définie sur |0,2[UB, ou B C |2,7/2[. On note
aussi que la restriction de f a]0,2[ est la fonction définie en (a). Donc,
f'(1) = 2. Puisque f(B) = A, I'image de f contient |0, 3[. Néanmoins,
(f_l), (1) n’existe pas car tout voisinage de 1 = f(1) contient I'image
par f de points de |0, 2[ et I'image de points de B. Ainsi, méme la limite
de f~! en 1 n’existe pas.

I1.1.16. D’apreés un théoreme de Liouwville |[voir, par exemple, J.C. Oxtoby, Mea-

sure and Category, Springer-Verlag, 1980, p. 7|, tout irrationnel algébrique z de

degré k s’approche mal par des rationnels dans le sens ot il existe M > 0 tel
_ 2‘

ax >

que pour tout rationnel g. Donc,

1
q Mq*

1E) =10 _
— 35— | < M¢"ag].
q
Il s’ensuit, par hypothése, que f/(z) = 0.
On notera que si, par exemple, a, = 279, f est alors dérivable en tout
irrationnel algébrique.

L’identité & prouver,

est équivalente a

s
—
8
|
8
<
N~—

S,
I
=

O
—
&
I
=
Il
—
O
—
8
=
~—
=2

(zx — z5)

[
Il
=
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() étant un polynoéme de degré au plus n — 1, il suffit de prouver que cette
égalité est vérifiée en n points distincts. Clairement, elle est vérifiée en x = xy,
k=1,2,...,n.

En particulier, si Q(x) = 1, alors

S

1

En regardant les coefficients des termes en 2", on obtient

n

1
—— =0 > 2.
; Par) pour n

I1.1.18. Appliquez le résultat du probléme précédent en prenant
(a) P(x)=z(z+1)(x+2)---(x+n) et Q(z) =nl
(b) P(z) =z(z+2)(x+4) - (z+2n) et Q(z) =n!2™.

I1.1.19. Clairement, la dérivée de |f| existe en tout z tel que f(z) # 0. De
plus, si f(z) = 0et f'(x) =0, alors |f|' (x) = 0.

I1.1.20. Il existe un voisinage de x ol aucune des fonctions fi ne change de
signe. Donc |f| est dérivable en z et on a

(11 15u) o
~a () = (lnH w) @=3 WD
kgl\fk\ k=1 = |fr(@)|

La démonstration se conclut en observant que |fx|" () = sgn(fi(2)) f1.().

I1.1.21. Appliquez le résultat du probléme précédent en remplagant fy

par Z&
Ik

I1.1.22.

(a) Clairement, f et |f| ne sont continues qu’en 0. De plus, f/(0) = 1 et
|fI (0) n’existe pas (comparez avec I1.1.19).

(b) Les fonctions f et |f| ne sont continues qu’en zj = 2% (k=2,3,...). On
vérifie facilement que f'(x3) =1 et que |f| (z3) n’existe pas.
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I1.1.23. Soit € > 0. Par définition de f/ (x¢), on a
(fi(zo) —€)(x — z0) < () — f(20) < (f}(20) + €)(z — o) (1)

pour z > xg suffisamment proche de xy. De méme,

(fL(x0) — €)(z — x0) = f(z) — f(z0) > (fL(0) + &) (2 — 0) (2)

pour x < xg suffisamment proche de zg. La continuité de f en x( est une
conséquence immeédiate de (1) et (2).

I1.1.24. Puisque f(¢) = max{f(z):x € la,b[}, on a f(x) — f(c) < 0 pour

x € ]a,b[. Donc,
0= i L@ =1

T—Cc™ T = C

= 0.

De méme, f! (c) < 0.
Si f(co) = min{f(z): x €la,b[}, on a alors f (co) >0 et f/(cp) <O.

I1.1.25. Clairement, la proposition est vraie si f est constante. On consi-
dére donc une fonction f non constante. On peut supposer, sans perte de
généralité, que f(a) = f(b) = 0. Il existe alors, par exemple, x; € |a,b]
tel que f(z1) > 0. Soit &k € R tel que 0 = f(b) < k < f(x1). On pose
¢ =supq{z € ]x1,b: f(x) >k} et on a f(x) < k pour z € [c,b]. De plus, il
existe une suite {h,} a termes strictement négatifs, convergente vers 0 et telle
que f(c+ hy,) > k. Puisque f existe,

f/,(C): T f(c+hn)_f(c)

n—-+oo hn

< 0.

On a donc prouvé que inf {f’ (z):z €la,b[} < 0. On prouve de la méme
fagon que sup {f’ () : = € |a,b[} > 0.
On remarque de plus que 'on a un résultat semblable pour f!, a savoir,

inf {fi(z): 2 €]a,b[} <O<sup {fi(z):z€la,b}.
11.1.26. On applique le résultat du probléme précédent a la fonction auxi-
liaire :
v fle) - LD )

pour prouver cette proposition.
On peut prouver une proposition semblable pour f’ :

f(b) = f(a)

inf {f}(z) : 2 €Ja, b} < ——

<sup {fi(z):z €la,b[}.

181



CHAPITRE II. DERIVATION

182

11.1.27. D’aprés le résultat du probléme précédent, on a

fl@+h) - f(x)
h

inf {f'.(2) : z € ]z, z + h[} < <sup{f'(2):z €z, +h[}
pour z € |a,b[ et h > 0 tel que x+h € ]a, b[. Puisque f est continue sur Ja, b,
on obtient, par passage a la limite lorsque h tend vers 0, f (z) = f"(z).

11.1.28. Le résultat du probléme précédent implique qu’'une telle fonction
n’existe pas.

I1.1.29. Par hypothése, f s’annule en au moins un point de 'intervalle ouvert
la,b[. On pose
c=inf{z €]a,b: f(z) =0}.

On a f(c) = 0 et, puisque f'(a) > 0, on obtient f(z) > 0 pour x € Ja,¢[. De
plus, puisque f’(c) existe,

: th)—fle_ . fleth)

(&) = tim L = | <0.

A A <O

I1.1.30. Clairement, on a (1—{—3:2) fl(x) = 1, ce qui implique

(1+ 2?) f"(x) + 2z f'(z) = 0. On montre alors par récurrence que
(1+2%) f™(z) +2(n — D2 fD(z) + (n - 2)(n — 1) f"D(z) = 0.

Si on prend x = 0, on obtient alors, de nouveau par récurrence, f (2m) (0)=0
et ™D (0) = (=1)™ (2m)!.

I1.1.31. Ces identités se prouvent facilement par récurrence.

I1.1.32.
(a) Appliquez la formule de Leibniz
n & n n—
(1) = Y- (1) 1)
k=0
et 'identité (a) du probléme précédent.

(b) Appliquez la formule de Leibniz et identité (b) du probléme précédent.
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I1.1.33. On voit facilement que si x > 1, alors f(x) > 0, f'(z) > 0 et
f"(x) < 0. En dérivant n fois (n > 3)

(f(@)* =2 -1

et en utilisant la formule de Leibniz, on obtient

(2)f"(a Z() f P (@) = 0.
Le résultat cherché s’obtient par récurrence.
I1.1.34. On a®

fon(z) =1n 1—1—3: Zlnx—wk

ol w = cos M + % sin W Donc,
(2n) 1
o (2) = —(2n — 1)!; T
En prenant = —1, on obtient
(2n) 1
Fso(=1) = —(2n — 1)! kzl Tro>

Un calcul facile montre que

. 2n -1 —1)k
g(i)(—l):z( - ) (1)

Puisque f2 ( 1) est réel, on en déduit que f2 (—1) = 0.

(®)11 est conseillé de se reporter & un ouvrage d’analyse complexe pour la définition du logarithme
d’un nombre complexe. (N.d.T.)
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I1.1.35. On note respectivement G(x) et D(z) le premier et le second
membre de l'identité a prouver. G et D sont des polynomes de degré n + 1
et G(0) = D(0) = 0. 11 suffit donc de montrer que G'(z) = D’(x) pour tout
z€R. On a

~PW(0)

G/(x):ZTx = P(z),
k=0
/ . P(k+ ( ) k+1
D' (z) = (—) ) 2 4 k7$+
kZ_O Z (k+1)!
— P(z) + (- )"wxnﬂzp(:p).

(n+1)!

I1.1.36. Il existe un voisinage de 0 ou f est strictement positive. Donc,

f’(l’)_ )\1 + )\n
flz) 1-Xz " 1-=duz

D'own, f'(z) = f(z)g(z) et f/(0) =X + A2+ ...+ A, > 0. De plus,

(i)(z)—il L_‘_ _{_L
g N aae)™ T 1= )™

(In f(2)) = =9(z).

D’aprés la formule de Leibniz,

k—1
W@ =3 (*7 )0 @re )

1=0

On obtient alors, par récurrence et en utilisant (), £)(0) > 0 pour k € N*.

I1.1.37. On procéde par récurrence. L’égalité est évidente pour n = 1. On
la suppose vérifiée pour k < n et on montre qu’elle 'est aussi a I'ordre n + 1.
On a

(e ()= (e ()
cerna(e () (o )
=P G) _(cp)n? <$n_2f, G))(m |
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De plus,

(@) o (e ()

L’hypothése de récurrence appliquée a f’ en prenant & = n — 1 donne

(n—1)
b Q)=o)
Donc,
(n+1) /
oyt (g (L __ " e (B (e (L
o (#(3) - 5) -3 6)

1 1
_ (n+1) { =
xn+2f <ZE> :

11.1.38. La démonstration présentée ici de cette formule bien connue est ba-
sée sur Varticle de S. Roman |[Amer. Math. Monthly 87 (1980), 805-809|. Bien
que l'on applique des méthodes de ’analyse fonctionnelle, la démonstration
reste élémentaire. On considére des formes linéaires L: P — R définies sur
I'ensemble P des polyndmes a coefficients réels et on note (L, P(z)) la valeur
de L en P(z). Soit A¥ une forme linéaire telle que

<Ak,x”> = nl 6,

1 sin=k,
5nk:
’ 0 sin#k.

ou

+0o0

On remarque ici que la valeur de A¥ en 2™ est (x”)‘(j)zo On note Y apA*,
k=0

ar € R, la forme linéaire définie par

<ZakA Pz > Zak<A P(x)).

Puisque <Ak,P(x)> = 0 pour presque tout k, il n’y a qu'un nombre fini de
termes non nuls dans la somme se trouvant dans le second membre de cette
égalité. Le but est maintenant de prouver que

L= f <Lkifk> AF (1)
k=0 ’
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si L est une forme linéaire sur P. En effet, pour n > 0,

<Z E) g, > R ey,

k=0 k=0

Puisque L et A* sont linéaires, on obtient

(L. Pla)) = <Z B2 4, o >>

k=0

pour tout polynéme P, ce qui prouve (1). Du fait que la valeur de AF en g™

est (:E")‘(f)zo, il semble naturel de définir une opération sur A¥ en posant

En tenant compte de (1), on peut étendre cette opération en une opération
définie pour tous L, M : P — R comme suit :

LM = Z L xk> Z <M x’ chA"

10‘7

o (L,2*) (M, "

M ICEITE

k=0

Donc, d’apreés (1),

(LM, z") = Zn: (Z) <ka> <M, x”*k> . 2)

k=0
On montre alors par récurrence que

n

Z n! :
<L1...Lj71'n>: W<L1,$kl><L2,$k2>“‘<Lj,$kJ>- (3)
k1,..k;=0 ’
k1~1|>...+lz)j='n

On définit la dérivée formelle L' de L par

(AO)/ =0, (Ak)/ = kA" ' pour k € N*

et
Z+OO (L,a*) ks
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On montre maintenant que
(L', P(x)) = (L,zP(x)) (4)

pour tout P € P. Clairement, il suffit de montrer que

(4 am) = (aams1).
On a
<(A’f)',x"> = (RAF0™) = bl S 1 = (n+ 1)l dpen e = (4F,271).

Pour démontrer la formule de Faa di Bruno, on pose

h = B @), gn = g™ @), fo = FO (Wpu=ge)-
Clairement,

hi = fig1, ha = figa + fo91, hs = figs + f23g192 + f3g-
On peut montrer par récurrence que

hn :kaln,k(glvg2a-"agn)v (5)

k=1
ot Uy k(91,92 - - -, gn) ne dépend pas des f; (j =0,1,2,...,n). Pour determiner
lnk(91,92; - gn), on choisit f(t) = e (a € R). On a alors fj, = abe™® e

hy, = (eag(t))(n). L’égalité (5) implique
()R-
e—ag(t) <eag(t)> = Z akln,k(glv 92, ... agn) (6)
k=1

On pose By (t) = e~ (e“g(t))( ™) pour n > 0. La formule de Leibniz donne

n—1
Ba(t) = 90 (agy (1) ®) "

n—1

u n—1 “ (n—k—1)

40 < . >gk+1(t) ( g(t)> (7)
k=0

n—1
_GZ( Ge+1(t) Bp—g—1(t).

Pour t € I fixé, on note B, = B,(t) et on définit les formes linéaires L et
M sur P par (L,z") = By, (M,z") = gp. On a alors (L,1) = By = 1 et
(M,1) = go = g(t). De plus, d’ apres (1),

L= Z—Ak et M= ngAk
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En combinant maintenant (7) a (2) et (4), on obtient

(L,z™) = ani:l <n ; 1> <M, xk+1> <L,x"—1—k>
S

=a(M'L,a"").
Donc, (L',z""') = a(M'L,2"') ou, dit autrement,
L'=aM'L.

Cette équation différentielle formelle admet des solutions de la forme L =
ce®M=90) ot ¢ étant une constante réelle. Les conditions initiales donnent
1=By=(L,1) = <ce“(M_90), 1> =cet L = e®™=9) 7] g’ensuit que

+oo R

B, = (L,a") = <€a(M—go)7xn> — Z Z' <(M 90)%, x >
k=0
+oo k n n! A '
- Z k! Z il <M 90737]1> <M _90=35]2>"'<M —90737]k>
Pl Gyt = 5 o gt
J1t...-Fje=n
“+oo k n |
n!
_Z k! Zf 1! - g i i
]17"'7]k_1
J1-E R iR =

En identifiant les coefficients de a* dans (6), on obtient

n! n Gi, Gi gi
k(91,92 0n) = 72 >, Sk

k! i1! Jo! !
Jrrenge=1 Ji J2 Jk
Jt+...+j=n
S L OO
k! kql- - kp! \ 1! 2! n! i
klv---vknzo
k'1+ +kn—k‘
k142ko+...+nkn=n
Finalement,
n n n
kaln,k(glvg2a"'7gn):ka Z m(ﬁ) (n_7:> )
k=1 k=1 k1,....kn=0

k1+2ka+...+nkn=n

ce qui compléte la démonstration.
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I1.1.39.
(a) On a
B {;256_112 sixz #0,
0 siz=0
car (voir 1.1.12)

. e
lim —— = 0.
z—0 X

Il s’ensuit que f’ est continue sur R. De plus, pour z # 0, on a
_a1 (4 2x3
1 _ -
r)=e€ 2 [ —— —— .
)= (5= 22
De nouveau, en utilisant 1.1.12, on montre que f”(0) = 0 et f” est aussi
continue sur R. On remarque finalement que

e P (L) siz#0
1 @) = w ’
0 sixz =0,

P étant un polynome. On en déduit que f( est continue sur R pour
tout n € N.

) Comme en (a), on montre que ¢(™ (0) = 0 pour tout n € N* et que
appartient a %R‘X’.

(¢) La fonction est le produit de deux fonctions fi, fo € 4x°, en prenant
fi(x) = g(x —a) et fa(x) = g(b — x), g étant définie en (b).

11.1.40. On a
f'(z) = ¢'(f(2))f () = g'(f(2)9(f(=)),
(@) = g"(f(@))(9(f(2)))* + (¢ (f(2)))*g(f ().

Les fonctions f” et f” sont donc continues sur ]Ja,b[. On montre par ré-
currence que f, n > 3, est la somme de produits des dérivées g (f),
k=0,1,2,...,n — 1. Elle est donc continue sur |a, bl.

11.1.41. Sia#0,

f"(:v) _ _/Bf/(x)a_ vf (=) .

Donc,

iy _ B =1 f(@) _ (8 —10) f(z) + 181 (@)
(@) = — : .

« (&%
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On montre alors par récurrence que la dérivée n-iéme de f est combinaison
linéaire de f et de f’.

Sia =0, alors 8 # 0 et f/(z) = %’f(a:) On obtient, de nouveau par
récurrence,

f®(2) = (~)" L f(=).
I1.2. Théoréme des accroissements finis

I1.2.1. La fonction auxiliaire h(z) = e**f(z), z € [a,b], vérifie les hypo-
théses du théoréme de Rolle. Il existe donc zg € Ja, b| tel que

0=h(x) = (af(xo) + f’(xo)) ™0,
d’ou af(zg) + f'(xg) = 0.

I1.2.2. La fonction h(z) = 9@ f(x), = € [a,b], vérifie les hypothéses du
théoréme de Rolle. Il existe donc ¢ € |a, b[ tel que

0 = K/ (20) = (¢ (w0) f (o) + f'(x0)) €9,
d’ott ¢'(z0) f(z0) + f'(w0) = 0.

I1.2.3. Appliquez le théoréme de Rolle a la fonction h(z) = GO [a,b].

xT

11.2.4. Considérez h(z) = f(z) — 2? (z € [a,b]) et appliquez le théoréme
de Rolle.
I1.2.5. Appliquez le théoréme de Rolle a la fonction h(z) = %, x € [a,b)].

11.2.6.  On remarque que le polynéme

Q(x)

ao

:n+1x"+1+%x"+...+anx

vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle sur I'intervalle [0, 1].

11.2.7. La fonction
h(z) =

vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle.

an

n—Hln"+1:E+...+%ln3x+%ln2x+?ln:p, x € [1,62],
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11.2.8. D’apres le théoréme de Rolle, entre deux zéros réels du polynome P,
il existe au moins un zéro de P’. De plus, chaque zéro de P d’ordre k (k > 2)
est un zéro de P’ d’ordre k — 1. Il y a donc n — 1 zéros de P’, comptés avec
leur multiplicité.

I1.2.9. D’apreés le théoréme de Rolle appliqué a f sur [a, b], il existe ¢ € |a, ]
tel que f'(¢) = 0. En appliquant alors le théoréme de Rolle & f’ sur [a,c]|, on
voit qu’il existe z1 € Ja, ¢[ C Ja,b[ tel que f”(z1) = 0.

11.2.10. Appliquez un raisonnement semblable a celui utilisé dans la solution
du probléme précédent.

I1.2.11.

(a) On pose P(z) = '3 4+ 723 — 5. On a P(0) = —5 et li_)m P(z) = +o0.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, P adlg‘vnez>O au moins une
racine strictement positive. S’il en admettait deux, le théoréme de Rolle
impliquerait que P’(xo) = 0 pour un certain zy > 0. Ceci contredit le
fait que P’(x) = 0 si et seulement si = 0. Pour finir, on remarque que
P(x) < 0 pour xz < 0.

(b) On considére la fonction

-G (9

On a f(2) = 0. Si f s’annule en un autre point, d’aprés le théoréme de
Rolle, sa dérivée s’annule alors en au moins un point, contredisant le fait
que f'(x) < 0 pour tout z € R.

I1.2.12.  On procéde par récurrence. Pour n = 1, ’équation ajxz® = 0 n’a
pas de racine dans R% . On suppose que, pour n € N* donné, I’équation

a1t +asx® + ... +a,z®” =0
admet au plus n — 1 racines dans R* et considére ’équation
a1 4+ agz*? + ...+ apx®" + app12°"tt =0
que l'on peut réécrire sous la forme
a1 + ax® " + L+ appxt T = 0.
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Si cette derniére équation admet plus de n racines strictement positives, d’apreés
le théoréme de Rolle, la dérivée de la fonction dans le premier membre de ’éga-
lité admet au moins n racines strictement positives, ce qui contredit 'hypothése
de récurrence.

11.2.13. Appliquez le résultat du probléme précédent en remplacant x par e”.

I1.2.14. Clairement, F(a) = F(b) = 0 et F est continue sur [a,b]. De plus,
F' est dérivable sur |a, b[ et

F'(@) g'(x) W(2)
F'(z) = det [ f(a) g(a) hla)
J(b) g(b) hv)

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe zg € Ja, b[ tel que F'(xg) = 0.
En prenant g(z) = x et h(z) = 1 pour x € [a,b], on obtient

f'(20) 10
F'(zo) =det | f(a)
f(®)

al] =0,
b1
ce qui donne f(b) — f(a) = f'(x0)(b—a). On a donc obtenu le théoréme des ac-

croissements finis. Pour obtenir le théoréme des accroissements finis généralisé,
il suffit de prendre h(x) = 1.

I1.2.15. Le théoréme des accroissements finis implique qu’il existe z1 € ]0, 1]
et xg € ]1,2[ tels que

fll@)=fQ)-f0)=1 et f'(z2)=f(2)-f1)=1
La proposition se déduit alors du théoréme de Rolle appliqué a f’ sur [z7 , z9].

I1.2.16. Puisque f n’est pas une fonction affine, il existe ¢ € ]a, b tel que

IO _g) o fio) > fla)+ L0

b—a b—a

fle) < fla) + (c—a).

On suppose, par exemple, que

flo<fla) + ———
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On a alors

flo) = fla) fO)—Fa) =~ fl)-fO) _Fb) - fla)
c—a b—a c—b b—a ’

La proposition se déduit donc du théoréme des accroissements finis. Le méme
raisonnement s’applique au cas ot

£(e) > fla) + LU =10

11.2.17. On suppose d’abord que xzy #* % Un des deux intervalles [0, zg]
et [xo,1] a une longueur inférieure a % Supposons, par exemple, que ce soit
[xg,1]. D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a

-1 f(@) = f(zo)

1—.%'0 1—.%'0

et |f'(¢)| > 2. Supposons maintenant que zy = % et que f est affine sur [0, %}
On a alors f(z) = 2z pour z € [O, %] Puisque f’ (%) = 2, il existe x1 > %
tel que f(z1) > 1 et la proposition se déduit du théoréme des accroissements
finis appliqué & f sur [z1 ,1]. Finalement, on suppose que f n’est pas affine sur
[0, %] S’il existe xo € ]0, %[ tel que f(zg) > 2x9, il suffit d’appliquer alors
le théoréme des accroissements finis sur [0, z3]. Si f(x2) < 2z9, on peut alors
appliquer le théoréme des accroissements finis sur [azg , %]

11.2.18. On voit en appliquant le théoréme des accroissements finis généralisé
aux fonctions z — L&) et z 1 sur [a,b] que
(a) o1 f' (1) —f(z1)

B 1) _
bf(az_zf(b) 5 _ 7 = f(x1) — z1 f' (1)

—

s ‘

(Sl
Q=
8 (&
Y L

11.2.19. D’aprés le théoréme des accroissements finis, pour z1,29 € Ry, il
existe zg € |1, z2] tels que

In(l+z1) — In(1 + z9)| = |z1 — 22| < |21 — 29| .

14z
De méme,
2
ln (1 +23) —1In (1 +23)| = H&xg @1 — @3] < |21 — 2]
0
et

|Arctan z; — Arctan zo| = 5 |71 — 2| < |71 — T2 .

1+ xf
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I1.2.20. On se donne zy € |a,b[. Pour tout x € ]a,b], d’aprés le théo-
réme des accroissements finis, il existe ¢ se trouvant entre zg et = tel que

f(@) — f'(z0) = f"(c)(x — xo). Donc,
|F/(c)| < M|z — xo| + | f(w0)| < M(b—a) + | (z0)

ce qui signifie que f” est bornée. Il s’ensuit (comme dans la solution du pro-
bléme précédent) que f est uniformément continue sur |a, b.

)

I1.2.21. On considére la fonction = — Arctan f(x). D’aprés le théoréme des
accroissements finis, pour a < x1 < xo < b et x9 —x1 > 7, on a

|Arctan f(x2) — Arctan f(zq1)| = % (x2 — x1) .
Donc,
| (o)
Z T4 polag) 27
et

f@o)l __m

< < 1.
1+f2($0) T9 — T

11.2.22. On a

Arctan f(x9) — Arctan f(zq) = % (xg — 1)

pour a < z1 < x93 < b. D’aprés (ii),

Arctan f(x2) — Arctan f(x1) > —(x3 — x1).
En faisant tendre xo vers b~ et xy vers a’ et en utilisant (i), on voit que
—m 2 —(b—a).

11.2.23. D’aprés le théoréme des accroissements finis,

b+h)— f(b
F0) = Tim fo+ })L 1) = lim f(b+0m) = A

I1.2.24. Puisque f'(z) = O(z), il existe M > 0 et zyp € RY tels que
|f'(x)] < Mz pour x > (. D’aprés le théoréme des accroissements finis,

|f(z) = f(@o)| = | f'(z0 + O(z — 20))| (z — @0)
< M(xo + 0(x — x0))(x — x0) < Ma(x — 10) < Mx?

pour x = xg.
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I1.2.25. Le résultat se déduit du théoréme de Rolle appliqué a la fonction
auxiliaire
- fr(0) — fi(a)
h(z) = <fk$—fka—gkév—gka -
(@) =3 (1@ = (@) =~ (0n(2) — qu(@) ZEH =21

k=1

I1.2.26. On suppose d’abord que f est uniformément dérivable sur [a,b].
Pour toute suite {h,,} convergente vers 0 telle que h,, # 0 et x + h,, € I pour

x € [a,b], la suite de fonctions {%W} est uniformément convergente

sur [a,b] vers f’. D’aprés le résultat de 1.2.34, f’ est continue sur [a, b].
On suppose maintenant que f’ est continue sur [a,b]. D’apreés le théoréme
des accroissements finis, pour = € [a,b], x + h €I, on a

f(:v+h})l—f(33) — f'(@) = f'(xz + 0h) — f'(z)

pour un certain 0 < 6 < 1. La continuité uniforme de f’ sur [a,b] implique
alors la dérivabilité uniforme de f.

I1.2.27. La fonction f étant continue sur [a,b], elle est bornée et il existe
donc A > 0 tel que |f(z)| < A pour z € [a,b]. Par hypothése,
1+A
‘gl(fb)‘ < W lg(z)] -

Soit [c, d] un sous-intervalle de [a,b] dont la longueur est inférieure a 3 1‘%4 =

5 et tel que g(c) = 0. Pour 2 € [c,d], on a
B lg(z1)]
2 B

En répétant le procédé, on obtient une suite décroissante {x,} de points de
[c,d] telle que

l9(z0) — 9(0)| = lg(zo)| = (z0 — ¢) |¢'(x1)]| <

1 1
loeo)l < 3 loan)| < - < o latan)| < ...

On a donc g(zg) = 0. 1l suffit pour conclure la démonstration de décomposer
[a,b] en un nombre fini de sous-intervalles de longueurs inférieures a g.
On peut noter ici que I’hypothése de continuité de f sur [a,b] peut étre

remplacée par 'hypothése que f est bornée sur [a, b].

11.2.28. D’aprés le théoréme des accroissements finis généralisé, on a

f@x) _ f(®)
T = f(Q) - (IO
2x az
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ol x < ¢ < 2x. D’on,

I -8 _ 2 (ro-22).

2x 3 2x

Ceci implique

+[£9)

¢
On obtient le résultat cherché par passage a la limite lorsque z tend vers +oo.
11.2.29. Le résultat est une conséquence immédiate de 1.6.30.

11.2.30. Par hypothése,

f'(pz +qy) = f'(qz + py) pour =z #uy. (*)

Sip # q, f’ est alors une fonction constante. En effet, si f/(x1) # f'(x2), en
prenant alors

D p—1 p—1 D
=] t =
T 2p_13:1+2p_1x2 et y 2p_1x1+2p_13:2,

onax =pr+ (1—p)yetxy=py+ (1—p)x, cequicontredit (x). On a donc
prouvé que f est une fonction affine si p#£q. Sip=q = %, d’aprés le résultat
du probléme précédent, f est un polyndéme du second degré.

11.2.31. On suppose, par exemple, que f'(a) < f'(b) pour [a,b] C I. Soit
A un réel tel que f(a) < A < f'(b). On considére la fonction définie par
g(z) = f(z)—Az. Ona ¢'(a) < 0 et ¢'(b) > 0, donc g atteint son minimum sur
[a,b] en un point z( de I'intervalle ouvert ]a, b[ et ¢'(z¢) = 0 ou, dit autrement,

f/({L'o) =\
11.2.32.

(a) Etant donné ¢ > 0, soit a > 0 tel que |f(z) + f'(z)| < € pour > a.
D’aprés le théoréme des accroissements finis généralisé, il existe ¢ € |a, z|
tel que

e’ f(x) —e"f(a)

e.CB_e(l

= f(¢) + £'(©).

Donc,

() = fla)er"| <e 1= e

)
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ce qui donne
[f@)] < |f(a)l e~ + e[l — e

En conséquence, |f(x)| < 2¢ pour z suffisamment grand.

(b) Appliquez le théoréme des accroissements finis généralisé & x — eV® f (x)
et © — eV® et procédez comme en (a).

I1.2.33. Les hypothéses impliquent que la fonction x — e~* f(z) admet au
moins trois zéros distincts dans [a, b] et, d’aprés le théoréme de Rolle, sa dé-
rivee © — e 7(f'(z) — f(z)) admet au moins deux zéros distincts dans cet
intervalle. Ceci implique alors que la dérivée seconde admet au moins un zéro,
ce qui signifie que 'équation e~ *(f(x) + f"(x) — 2f'(x)) = 0 a au moins une
racine dans [a, b].

I1.2.34. On observe d’abord que Q(x) = F(x)G(z), ou

F(z) = P'(z) + 2P(a) = e % (ﬁp(x))/,

G(z) = zP'(x) + P(z) = (zP(x))’.

Soit 1 < a1 < ag < ... < ay les racines du polynéme P. D’aprés le théoréme
de Rolle, F' a au moins n — 1 zéros que 'on note b; (i =1,2,...,n—1) et G a
n racines que 'on note ¢; (i = 1,2,...,n). On peut supposer que

1<ag <by<ag<by<...<b, 1<ap,
O<cp<ar<cp<ag<...<cy<ay.

Si b; # ¢jy1 pour ¢ = 1,2,...,n — 1, le polynéme @) admet au moins 2n — 1
racines. On suppose maintenant qu’il existe ¢ tel que b; = ¢; 11 = r. On a alors
P'(r)4+rP(r) =0=rP'(r) + P(r) et (r? —1) P(r) = 0. Puisque r > 1, cela

donne P(r) = 0, contradiction.

11.2.35. Soit 1 < w9 < ... < z,, les racines de P. Les hypothéses im-
pliquent P’(z,,) > 0, P'(xyp—1) < 0 et P'(zp—2) > 0,.... On voit de plus que
Q(xm) <0, Q(xpm—1) > 0,.... Si m est impair, alors Q(x1) < 0. Si m est pair,
alors Q(z1) > 0. Donc, d’aprés le théoréme de Rolle, @ a au moins m + 1
racines réelles lorsque m est impair et au moins m racines réelles lorsque m est
pair. On montre maintenant que tous les racines réelles de ) sont distinctes.
Puisque toutes les racines de P sont réelles et distinctes, (P'(z))? > P(z)P"(z)
pour = € R. En effet, puisque

P(z) =ap(z —z1)(x —x2) - - (& — T1p),
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on voit que

pour x # x;, j = 1,2,...,m. Donc,

P(z)P"(z) - (P'())” = -P2(x) Y

(& — z)°
De plus, pour z = x;,
2
(P/(xj)) >0= P(xj)P”(xj).
L’inégalité (P'(z))? > P(x)P"(x) est donc prouvée. Do,

Ceci signifie que

P(2)Q'(z) > 2P'(2)Q(), (%)
ce qui montre que tous les zéros de () sont simples. Si y; et yo sont deux zéros
consécutifs de @, alors Q'(y1) et @Q'(y2) sont de signes opposés. D’aprés (),
P(y1) et P(y2) sont alors aussi de signes opposés. Il y a donc entre deux zéros
consécutifs de ) au moins un zéro de P. Donc, lorsque m est impair, si ) a
plus de m + 1 zéros réels, alors P aurait plus de m zéros réels, ce qui contredi-
rait les hypothéses. De méme, lorsque m est pair, si @ a plus de m zéros réels,
il aurait alors plus de m + 2 zéros réels et, en conséquence, P aurait plus de
m zéros réels, contradiction.

I1.2.36. |G. Peyser, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 1102-1104]. On remarque
que si toutes les racines d’un polynéme P sont réelles, d’aprés le théoréme de
Rolle, toutes les racines de P’ sont alors aussi réelles et se trouvent entre les
racines de P et P’ a donc bien la forme donnée dans le probléme. On ne prouve
que la premiére proposition, la démonstration de la seconde étant semblable &
la premiére. Clairement, P(z) = Q(z)(x — ay) et

P'(z) = Q'(z)(z — an) + Q(2). (%)
Il suffit de considérer le cas ol a; < a;y1. Supposons, par exemple, que
P(z) > 0 pour = € la;,a;+1]. On a alors Q(z) < 0 pour = € Ja;,a;+1]. De
plus, 1'égalité (x) implique Q'(x) < 0 pour = € |a;,¢;[ et @' (¢;) < 0. En
conséquence, d; > ¢;, ce qui conclut la démonstration de la proposition.
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I1.2.37. |G. Peyser, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 1102-1104|. On suppose que
ap—1 < ay et e > 0. Clairement,

S(z) = P(z) —eR(x)

ou R(z) = (x—az)(x—as) - (r—ay,). On suppose, par exemple, que P(z) < 0
pour z € |ap—1,a,[. On a alors aussi S(z) < 0 et R(x) < 0 pour & € |an—1 , ap|.
Puisque

S'(z) = P'(z) — eR/(x), (%)

on voit que S'(¢,—1) = —eR'(cy—1). Le probléme précédent implique
R'(cp—1) > 0 et, d’aprés (), on a S’(¢,—1) < 0. Puisque S’ passe de néga-
tif & positif en un point de Uintervalle |a,—1,a,[, on voit que f,—1 > cp—1.
L’autre proposition se prouve de la méme facon.

I1.2.38. |G. Peyser, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 1102-1104]. On pose
W(z) = (. —a;) (& — ajq1). Sii = 2,3,...,n — 1, alors W(z) = 0 pour
T = a; et pour '

_ g tap o Gl — G4

S

Sii =1, W' ne s’annule alors qu’en c¢. En appliquant d’abord le premier résul-
tat de I1.2.36 (n — i — 1) fois, puis le premier résultat du probléme précédent
(¢ — 1) fois en prenant e successivement égal & a; — a1, a; — ag, ..., a; — a;—1,
on arrive a

r=cC

Qi1 — Q4

i+1
On peut appliquer les secondes parties des deux problémes précédents pour
obtenir I'inégalité de gauche.

C < C= iy —

11.2.39. On observe que, d’aprés le théoréme des accroissements finis, pour
tout = dans ]0,1/K[N[0,1], on a

|f(z)| < Kz |f(21)] < K2z |f(22)] < ... < K'awy - 2o | f(20)]

ou0 < xp <xp_q1<...<x <z Dong, |f(z)| < (Kz)"|f(x,)|. La fonction
f étant bornée, il s’ensuit que f(z) = 0 sur [0,1/K]N[0,1]. Si K > 1, on
peut prouver de la méme maniére que f(z) =0 sur [1/K ,2/K]. On arrive, en
répétant le procédé un nombre fini de fois, & f(z) = 0 sur [0, 1].

11.2.40. Pour z; € J; et 3 € J3, on a
F* D (as) = FE D (a1)

T3 — T1

=)
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pour un certain ¢ € |z, z3[. Donc,

(@) < —=— (| as)| + | £ D (@)

T3 — X1

< 5 (|74 + 74 D))

On obtient I'inégalité voulue en prenant la borne inférieure sur tous les x1 € J;
et x3 € J3.

I1.2.41. On procéde par récurrence sur k. Pour k = 1, I'inégalité se déduit
du théoréme des accroissements finis et du fait que |f(x)| < 1. On suppose que
I'inégalité & prouver est vérifiée a l'ordre k. D’aprés le résultat du probléme
précédent, on a

mip1(J) < Ai (mi(J1) + my(J3))
2

1 1 kk+1D) 1 k(+1)
<— (=22 k4272 kF
A2 (A’f N

:2wkk< kl N k1 >

En prenant Ay = \3 = 2(11;)&1) et Ay = k%rl, on obtient
N (k + 1)+
mi+1(J) < Nt :

I1.2.42. On a

(p+1)!

! n! _
51 Gpt1Z2 + ...+ AP

@0 — () — o
PP~ (z)=((p—1)0ap_1 + n—pt 1) an®

Le théoréme de Rolle implique qu’entre deux zéros réels consécutifs de P se
trouve exactement un zéro de P’. Le polynome P®=1 4 donc n — p+ 1 zéros
réels distincts et PP a n — p zéros réels distincts. Comme on 1’a déja men-
tionné, entre deux zéros réels consécutifs de P?~1 se trouve exactement un
zéro de P®).

Supposons, contrairement a la proposition a prouver, que a,—i et a,41 sont
de méme signe. On peut supposer, sans perte de généralité, qu’ils sont tous
deux positifs. Il existe alors € > 0 tel que P?~1) soit décroissant sur |—¢, 0]
et croissant sur ]0,¢[. Clairement, P®)(0) = 0. S’l n’y a pas d’autres zéros
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de P®) on a alors PP~V (z) > PP=1(0) > 0 pour z # 0, contradiction. Si
P®) a des racines non nulles, on note z # 0 la plus proche de 0. Il y a donc
une racine de PP~1) entre 0 et z9. D’autre part, PP~ (z) > 0 sur l'intervalle
ouvert d’extrémités 0 et xg, contradiction.

I1.3. Formule de Taylor et régle de L’Hospital

I1.3.1.  On remarque que pour n = 1, la formule se déduit immédiatement
de la définition de f’(xp). Pour n > 1, on pose

"1 (n) T "
ro(z) = f(x) — <f(a:o) + f (110) (x—z0)+...+ f n(' 0) (x — o) ) :
On a ry(zg) = 7,(xg) = ... = ri™ (xg) = 0 et, par définition de la dérivée

n-iéme,
r (@) = r D (@) = r D (20) = rY (20)(z — m0) + oz — 20),
(n—1)

d’ou /() = o(x — xp). En utilisant le théoréme des accroissements finis,
on obtient

P D(2) = 1D () - v (20) = r V() (@ — o),

¢ étant un point de l'intervalle ouvert d’extrémités x et zg. On voit que
r,(Ln_z)(x) =0 ((x - x0)2> car |¢c —xg| < | — zp|. En répétant n fois le pro-

cédé, on obtient 7, (z) = o ((x — z0)").

I1.3.2. Pour z,z¢ € [a,b], on pose

"z ) (g
(o) = @) - <f(<vo) + T80 gy 4.+ TR0 ‘”f0>”> -

1!

On peut supposer, sans perte de généralité, que = > zg. Sur [zg, x|, on définit
la fonction auxiliaire ¢ par

1! n!
On a
o(xg) =rp(z) et @(x) =0. (1)
De plus, ¢’ existe sur |zg, x| et
O
d) =L D) )
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D’aprés le théoréme des accroissements finis généralisé, on a

o(x) — p(x0) _ ¢'(c)
P(z) —P(z0)  Y(c)’

ou 1 est une fonction continue sur [zg,z], dérivable et dont la dérivée ne
s’annule pas sur |zg,z[. Les relations (1) et (2) donnent alors

¢(33) — ¢(x0) . f(n+1)(c) ($ o C)n
Y'(c) n! i

En prenant ¢(z) = (z — 2)? et en écrivant ¢ = o + 0(x — x¢), on arrive a

rn(z) =

FOH (o + 6(z — @0))

n'p (1 _ 0)n+1*p ($ _ xo)n+1 )

rn(z) =
I1.3.3.  Ces résultats sont des cas particuliers du probléme précédent. 11 suffit
en effet de prendre
(a) p=n+1,

(b) p=1.
I1.3.4. Une intégration par parties donne

1@~ f) = [ fO@= @07 O, + [ @070,

0

Donc,

@) = floo)+ L5 @ =)+ [“@ =070y .

Il suffit de répéter n fois le méme raisonnement pour arriver & la version de-
mandée de la formule de Taylor.

11.3.5. Pour n =1,

/ / FOt dt1dt2/ (f'(t2) = f'(x0)) dt2

— f(x0) = (x — o) f' (o).

On arrive & la formule demandée par récurrence.
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I1.3.6. La formule de Taylor avec reste de Lagrange (voir 11.3.3(a)) donne

1 1 3 :1
Vitz=1+-z—-2%+ (1+60x) 2 43

2 8 3 x 8

pour un certain 0 < 6 < 1. Donc, pour |z| < %,

3|z’ 20z 1
WVitz—(1+iz-1L2%)|< \x\§_\/_ix| éimg.
48 (3)?

11.3.7. En appliquant la formule de Taylor avec reste de Lagrange
(voir 11.3.3) & f(z) = (1 + x)%, on obtient

(a—1)(1+60z)* 2 ,
5 X

(1+x2)* = 1+az+ 2
pour un certain 0 < 6 < 1. Il suffit alors de remarquer que

ol —1) (1 + 02)*2
2

>0 pour a>1 ou a<0

et
afa—1) (14 0z)* 2
2

<0 pour O0<a<l.

11.3.8. La formule de Taylor donne

f@) = f0) _ f(0)z + 5 f"(bi(x))z”
9(x) —g(0) ~ g (0)z + % ¢"(B2(x))a?

D’autre part, d’apres le théoréme des accroissements finis, on a

f'(0(x) _ f(0)x +6(x) " (63(x))
g0)  g0)z+0(x)g"(0a(x)

En utilisant les égalités précédentes et la continuité de f” et de ¢” en 0, on
vérifie facilement que
0(x)

. 1
lim —= = —.
z—0t T 2
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I1.3.9.

(a) D’apres la formule de Taylor, on a

f"(x)

FO) = G+ () = £(z) + LD () + LD (ay
o e ()

On obtient ’égalité demandée en prenant 6 = 1 — 6.

b) Observez que f (=) = f(x — 22 ot procédez comme en (a).
1tz 1+z

I1.3.10. On a

z T x f(3) (z f@n)(Z) g2
o 5 ) oyt

(2n +1)! 2
De méme,
@ (2n) (z -
0=1(3-5)=1(G)- 58 5+ -+ T (B
P (5 4 023) (yent
 @2n+1)! (5) '
En soustrayant une égalité a 'autre, on obtient
10=10+37(5) (5 +57°G) ()
S T Al €]
.

Le résultat cherché se déduit alors du fait qu'une dérivée vérifie la propriété
des valeurs intermédiaires (voir 11.2.31).

I1.3.11. On applique le probléme précédent en prenant f(x) = In(1+x) pour
x > 0 et on remarque que les dérivées d’ordre impair de f sont strictement
positives pour x > 0.
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Avec la formule de Taylor avec reste de Peano (voir I1.3.1), on a

11.3.12.
(a)
L f@h) = 2f() + f@ = h)
h—0 h?
. (ﬂx) +hf'(2) + & f"(2) + 0 (h?)
= lim
h—0 h?
2f(x) = f@) +hf'(@) = B @) +o (h?))
h2
= f"().
(b)
hmf(a: +2h) —2f(z + h) + f(x)
h—0 h2
h2 " + 4h2 —9 h2
_ fl}i}l}] f (x) O(h2 ) O( ) — f”(ﬂ;').
11.3.13. On peut, comme dans la solution du probléme précédent, appliquer

la formule de Taylor avec reste de Peano (voir I1.3.1).

I1.3.14.

(a) La formule de Taylor donne, pour = > 0,

w ok n+1 w k
5 77 77
69”:2——1— eez>Z—.
| | |
— El " (n+1)! — k!
(b) On a, pour z > 0,
z2 23 gzt 2P 1 2 g3 gt
In(1 =r——+—=———+ — - ——.
n(l+z)=x 2+3 4+5(1+01x)5 x 2+3 1
De méme, pour z > —1, = #£ 0,
2 g3 gt 1 2 3
lf@esg=—=t—==———Fm=—I —
( ) 2 3 4 (1+6y2)* 2 3
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(¢) En appliquant la formule de Taylor & la fonction x — +/1 + z, on obtient

1 1 1 1 7
Vitz=1 — = — 3 — — (1+6z) 22
+x t3% 83: +16:E 128( +01x) 2 x
<itle- Loy By
278" T16"
et
1 5 4 1 1,
\/1+a:—1+ T — = x? +—(1+02:E) 2x° > 14— Sa”.
8 16 2 8
11.3.15. D’aprés 11.3.1, on a
hn hn+1

f(n+1)(x) +o (hn+1) )

flo+h) = f@) +hf' @)+ +— D)+ (n+1)!

D’autre part,
hn— 1
(n—1)!

En soustrayant la premiére égalité & la seconde, on obtient

fW@+0(h) = f(@) _ [ @) ok

flx+h)=f(@)+hf(x)+...+

D @) + 2 ) a1 o (h)

h  n+1 h
o FO@) | o(h)
o(h) = ——=11 TR
F™ (@+0(h)h)— (™) (z) *
6(h)h

Le résultat demandé découle alors du fait que f ("“)(x) existe et n’est pas nul.

11.3.16. Pour 0 < x < 1,o0n a
2

f0) = f@ - 2) = f@2) - f @) + f(a - ) (1)
et, pour 0 <z < 1,

F) = fo+ (1 -2)) = F@)+ F@ -2+ @+ 60 -2) 2D (9)

On note que (1) implique |f'(1)] < 4 et (2) donne |f/(0)] < 4. De plus, en
soustrayant (2) a (1), on obtient

fl(z) = % <f”(:z —bhz)x? — "z + 621 — ) (1 — :E)2) pour 0<zx<1.

Do,

A A
<5(2x2—2x+1)<§, 0<x<l.

/()]
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11.3.17.
(a) Pour z € [—c,¢|, on a

(x4 01(c— 1))

flo) = f(=@) = f(z)(c—2) + 5 (c—2)® (%)

et
f(_c) o f(a;) _ —f/(x)(c—i—x) + f”(l' — 022(C+ZE)) (C—i—I)Q )
Donc,
o) = 1O=F0 _(ema)’f"@+bi(e= @)~ (cxaf "z —ba(cta))
2 4c
En conséquence,
F@)] <22 4 () T

(b) Pour x € [—c,c][, on obtient avec () dans la solution de (a)

flo) = fx) _ f(z+61h)

fla) = 29 .

h,

ou h=c—xz > 0. Donc, |f'(z)] < 2% + £ Mah. En prenant h = 2,/ %,
on a alors |f'(z)] < 2/ MMy, ce qui implique M; < 2v/MoMs.

I1.3.18. L’inégalite My < 2v/MyMs a été prouvée en 11.3.17(b). L’égalité
est atteinte, par exemple, pour f définie par

202 -1 si—-1<z<0,
f(:E):{ 2

=l o
P siz e R,.

On a en effet My =1 et My = My = 4.

I1.3.19. Pour h >0et x € R, on a
h2
fl@+h) = f(@) + f(@h+ f(z +6h)

et
2
F@—h) = f(@) = f'@)h+ f'(z - th)% .
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Donc,

/@) = g5 (F+h) = Fa— ) = 5 (F"(@ +0h) — /(@ — O1R))

ce qui implique
My h
|f'(z)] < TO + §M2 pour h > 0.

Il suffit de prendre h = 2% pour obtenir I'inégalité demandée.

11.3.20. Pour p = 2, le résultat est contenu dans le probléme précédent.
On procéde par récurrence et on suppose que la proposition est vérifiée aux
ordres 2,3, ...,p pour la montrer a 'ordre p 4+ 1. On a

FP V(x4 h) = fFe () + FP ()R + fOH) (2 + gh)h;

et
2
f(p—l)(x —h) = f(p—l)(:E) _ f(p)(:z)h + f(p+1)(:v — 91h)% )
Donc,
1 _ _
fP@) =5 (F2 (@ + 1) = o (@~ 1)
h
= <f(p+1)($ +0h) — [P (g — 91h)>
et M b
‘f(p)(x)‘ < Zil + 5 M,+1, pour h>0.
En prenant h = 2%’;3, on trouve M, < /2M,_1M,,;. L’hypothése de

récurrence au rang p — 1 donne par un simple calcul

1 P
M, < 28 MM (+)

La proposition est donc prouvée pour k = p. On la prouve maintenant pour
1 < k < p— 1. Par hypothése de récurrence, on a

k(p—k)  1-k k

My<2-7 M, "M,
ce qui, combiné & (x), donne

k(ptl—k) 1——F_  _E_
p+1 p+1
M, <272 M, Mp+1‘
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I1.3.21.  On suppose que |f"(z)] < M (M > 0) pour z € R*. D’apres la
formule de Taylor, on a

2
F+h) = f@) + F@)h+ 'z + 9h)%

pour z,h € R%. Il s’ensuit que

fo+h) = f@)| , Mh

|f'(2)] < - >

Puisque liI_P f(x) =0, étant donné € > 0, il existe zy tel que
T— 100

Mh
‘f’(:z)‘ <%+T pour x > xg, h > 0.

En prenant h = /27, on obtient | f/(z)| < V2 M pour & > x, ce qui signifie
que 1151} f(xz)=0.
T—r--00

11.3.22. Pour z > 0, on a
fle+1) = £@) + F(2) + 5 )

pour un & € |z, z + 1[. Donc,

£(6)

af'(x) = (z+1) flz+1) —af(x) -

z
§

N =

z+1
et IETOO zf'(x) =0.
I1.3.23. La formule de Taylor donne, pour u,z € |0, 1[, u > =,
Flu) = (&) + f/@) o= 2) + 5 £(€) (u — 2)*
pour un £ € |z, u[. En prenant u =z + (1 — x), 0 < € < 3, on obtient
f(w) = f(2) = (1 = ) @) + 5 " (z + 6e(1 = )) (1 - 2

pour un # € |0, 1[. En faisant tendre x vers 17, on voit que

r—1—

0= lim <(1 —x)f'(z) + %6]"”(3: +0e(1 —x)) (1 — x)2> :
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Par définition de la limite, si &1 > 0, alors

(1-2)|f'(x)] <e1+ %€|f”(:v+06(1—3:))‘ (1—z)?
1 Me

<ep+-—t
T2 (ge—1)?

pour x suffisamment proche de 1. Puisque 'on peut choisir arbitrairement
e>0,ona (1—x)|f(z)] <e, ce qui signifie que lim (1 —z)f'(z) =0.
rz—1—

11.3.24. On a

f<a—2i—b> _ )+ f”gl) (b;a>2

f<a—21—b> =f(b)+f“éf2) (b;a>2

pour un x| E]a,‘%‘b[et un o E]“T'H’,b[. Donc,

et

176~ @1 = (52 2 - el < (552) 1),

ot | f"(e)| = max {|f"(x1)], [/ (z2)[}-

11.3.25. La formule de Taylor implique

1 £ (z1) 1 £ (x2)

1= 1) = 50+ I et 0= f(-1) = 2 f/0) + L

pour un z7 € ]0,1[ et un x9 € |—1,0[. Donc,

(@) + £ (x2) = 6,

ce qui implique " (x1) > 3 ou f"(z9) > 3.

On peut noter que l'égalité est atteinte, par exemple, pour f(x) =
s (a:3 + x2)
: .
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11.3.26. On écrit
f(t) = flz) + (- 2)Q()

et on dérive chaque membre de cette égalité par rapport a t pour obtenir

(1) = Q) + (t —2)Q'(t). (1)
En remplagant ¢ par zg, on a
F(@) = f(z0) + (z — z0) (o) + (z — 70)* Q' (x0). (2)

En dérivant (1) par rapport a t, en prenant ¢t = z et en utilisant (2), on obtient

f(x) = f(zo) + (x — o) f'(0) + %f”(xo) (z — ) + % (z — 20)* Q" (x0).

Il suffit de répéter n fois le procédé pour obtenir 1’égalité demandée.

11.3.27. D’aprés la formule de Taylor donnée en I1.3.1, on a

Fwn) = £(0) + £/ (0)yn + 0o(yn),
f(@n) = £(0) + f/(0)zn + o(xn).

Donc,

f/(O) _ f(yn) = f(xn) + o(yn) — o(xn) . (%)

Yn — Tp, Yn — T

(a) Puisque x,, < 0 < y,, on voit que

o(yn) = o(zn) |  Jolyn)l | lo(@n)l  lo(un)l | Jo(zn)l

Yn — Tn D Yn —Tn  Yn — Tn - Un —Tn
Donc,
11m O(yn) - O(xn) — 0,
n—+oo  Yp — Tp

ce qui, avec (), montre que lim D, = f/(0).
n— 00

(b) D’apreés (x), il suffit de prouver que lim oyn)=o(zn) _ o Op a

n—+oo  YnTTn

Tia o(yn) — o(xn) — lim <0(yn) Y o(zn) _Un > — 0,
n—+0o0 Yn — T n—+00 Yn Yn — Tn Yn Yn — T

la derniére égalité se déduisant du fait que { Y } et {ynx_—"} sont

Yn—Tn Tn
bornées.

(c) D’aprés le théoréme des accroissements finis, D, = f'(6,) on
Ty < 0, < yn. Le résultat se déduit alors de la continuité de f’ en 0.
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I1.3.28. On remarque d’abord que P est un polynéme de degré au plus m.
En dérivant I'égalité

JH Z§< ) s

on obtient
m+1
1) (1 -y = C”*)vn%w*. W

En prenant y =1, on a

Eé( Y vt @)

On en déduit que P~ (0) = 0. On dérive alors (1), on prend y = 1 et on
voit, avec (2), que P2 (0) = 0. En poursuivant ce procédé, on montre que
PU(0) =0 pour j =0,1,2,...,m — 1. De plus, P (0) = 0 car

T im+1
0=(1-1)"""= —1)F.
a-pm =Y (") ey
k=1
La formule de Taylor implique alors P(z) = 0.

I1.3.29. |E. L Poffald, Amer. Math. Monthly 97 (1990), 205-213|. On aura besoin
de la forme suivante de la formule de la moyenne pour les intégrales.

Théoreme. Soit f et g des fonctions continues sur |a,b|, g étant de signe
constant sur cet intervalle. I existe alors & € |a,b| tel que

[t = 1@ [ g

Démonstration. On pose
m=min{f(z):z €a,b]} et M=max{f(z):z € |a,bd]}.

On suppose, par exemple, que g(z) > 0. On a mg(z) < f(z)g(x) < Mg(z). En
intégrant membre a membre cette inégalité, on obtient

mlﬁmm<lUuM@m<MLme

ffg
I 9(x) d

et
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La proposition se déduit alors du fait que f vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires. 0

On suit maintenant E. I. Poffald pour démontrer la formule demandée. La
formule de Taylor avec reste intégral (voir I1.3.4) donne

(n) v — f(n) (n+1) () —*_ T (n+2) _r
10 (25) =100 + 1000 4 [T feee) (2 o) a

n+1 n+1
Donc,
7(0) OB ACK C:2)
FO)+ = x—i—...—i—mx 1+Ta¢
B £'(0) FO70)

+ (f(’“(o) Jrf("“)(o)?%rl + /On+1 FOrD (4 <ni - —t> dt) i—?

. f'(0) f(n+1)(0) ntl | & o (n+2) &

D’autre part, la formule de Taylor avec reste intégral donne aussi

£(0) foo) 1 [ e n
f(@) = F(0)+=; L +1+(n+ 1)!/0 FOI @) (@ — )" at.
En conséquence,
/ (n—1) f(n) ni
fx)—1f(0)+ fl('O) x—i—...—i—%l()o!)x"_l—i—#xn
1 z w nLH
_ m/o f(n+2) (t) (.’L‘ . t)n-i-l dt — %/0 f(n—f—?) (t) (ni—kl — t> dt

1 [neT (x —t)n*L x
- (+2)py (X222 pn —t] |dt
n! Jo / ®) < n+1 T \n +1
1 x
L (n42) (1) (£ — )T gt
e L 0 E-Y
n+1
On considére la fonction g définie par

T — n+1
g(t)zi( ) —<E"<

n+1
On vérifie facilement que ¢/'(t) > 0 pour ¢t € |0,z[ et g(0) = 0. La fonction
g est donc strictement positive sur U'intervalle ouvert 0, z[. La formule de la

n—g{j—l —t> pour t € [0,z
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moyenne pour les intégrales prouvée au début de la solution nous donne

nil _ p\ntl nil
/0 FO+2) (g (% _ <n i - - t>> dt = f(n+2)(§1)/0 g(t)dt

et

/z f(n+2)(t) (ZE o t)n+1 dt — f(n+2)(£2) /x (IL' . t)nJrl dt.

n+1 n+1

Il découle de ce qui précéde que

! (n—1) ) 2
f@) - (f(0)+ L wx)

= 1) [T+ = 1) [ @ty tan

77’1/' 0

On voit, en posant

que

A+ o= .
T o+ 1)2(n+2)

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,

_T B o n+1
FrD(E) Jo T g(t) dt 4 F () [ CTTde
g = i)
" t2n )
2(n+1)2%(n+2)

& se trouvant entre & et . Donc,

(n—1)! n!
_ L sy P n ey B

I1 suffit pour conclure la démonstration de prendre 6 = %
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I1.3.30. Les hypothéses et la formule de Taylor appliquée a f(™) donnent

F™ (o + 0(z)(z — x0))

(n+p) (g z)(z —x
— f(n)(l”o) + fintP) (g +9;!9( )( 0)) (O(2)(x — 0))" .
Do,
"(x (n)
f(@) = f(zo) + f(llo) (x — o) +...+ ! n(' )(az—xo)”
(ntp) (g z)(r —x
n f (2o +3!1§!( )( 0)) (& — 20)" (0(z))?
D’autre part,
v €T (n) T
f(x)_f(xo)+¥(x—xo)+...+ / n(' 0) (z — 20)"
N f(n+p)(x0 + 0s(z — x0)) (z— xo)”+p.

(n 4+ p)!
On obtient en regroupant ces deux derniéres égalités

F4P) (29 4 0,0(z) (z — z0)) b FO4P) (g + Bz — x0))

0 _
nip! (0(=)) (n+p)!
Un passage & la limite lorsque z tend vers zg, f("*P) étant continue et
1 _ 1 g
f+P)(z4) # 0, donne ) = W:clggo (0(x))P.

On remarque que 'on retrouve le résultat donné en I1.3.15 si p = 1.

11.3.31. D’aprés la formule de Taylor, on a

ou
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Puisque f” est bornée dans un voisinage de 0 et

o ) e )

8

k=1

(2) implique lim+ n(z) =0 et (1) donne alors
z—0

kd ,
hrg+ Z flkx) = éO)
T k=1

I1.3.32. Le théoréme de Bolzano-Weierstrass (voir, par exemple, 11.4.30
(vol. I)) implique que Iensemble des zéros de f admet au moins une va-
leur d’adhérence dans [c,d]; on la notera p. Clairement, f(p) = 0. Soit {x,}
une suite de zéros de f convergente vers p. D’aprés le théoréme de Rolle, entre
deux zéros de f se trouve au moins un zéro de f’, donc p est aussi une valeur
d’adhérence de I'ensemble des zéros de f’. Puisque f’ est continue, f/(p) =0
et, par récurrence, f*) (p) = 0 pour tout k € N*. En conséquence, d’aprés la
formule de Taylor,

f™(p+6(z — p))

n!

flz) = (x—p)"

pour un certain 6 € ]0,1[. Puisque sup{‘f(")(ajﬂ :x €la,b[} = O(n), il
existe M > 0 tel que |f(x)] < M |z — p|" pour n suffisamment grand. Donc, si
x €la,b[ et |z —p| <1, alors f(z) =0.

11.3.33. Comme dans la solution du probléme précédent, on peut montrer
que f#)(0) = 0 pour tout k € N*. D’aprés la formule de Taylor,

_ f(6a) ,

— " n € N*,
n!

()

Pour x donné, lirJrrl fL—T,L = 0 et on voit que f(x) =0 pour tout x € R.
n—-roo °

11.3.34.
(a) 1.
(b) —e/2.
216
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11.3.35. Pour prouver que

. a * . :clnf(i> _aZ
A <f <ﬁ>> T ¢’

on peut utiliser un développement limité (voir I1.3.1) qui donne

N

1.2
f($)=1—7+0(332)v

puis appliquer 1.1.17(a). On peut aussi utiliser la régle de L’Hospital de la
fagon suivante :

In f (aV/?) _ af’ (avt)

>:P$ E e 2VAF (avh)
a2f” (a\/f) a2

li 1
i (

Sie

B 2 @) + 2avEf (VD) 2

11.3.36. On suppose d’abord que a > 1. La régle de L’Hospital donne

| a*—1 \= u
im =
T—+00 x(a — 1)
Si0<a<1,alors
r __ 1 x
lim a4 =1
z—+oo \ z(a — 1)

I1.3.37.

: l—cosz
:cl{r—ll—loo 2+4cos

L’Hospital. Clairement, la limite est égale a 1/2.

(a) Puisque

n’existe pas, on ne peut pas appliquer la régle de

(b) On ne peut pas appliquer la régle de L’Hospital car la dérivée de la
fonction au dénominateur s’annule en § + 27wn, n € N*. Par ailleurs, on
prouve facilement que cette limite n’existe pas.
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(¢) Pour trouver la limite de f(z)9(*) lorsque z tend vers 0%, il suffit de dé-
terminer lim+ w Cependant, cette limite ne peut pas étre calculée
=0T ()

a 'aide de la regle de L’Hospital, I’hypothése d’existence de la limite du
quotient des dérivées n’est pas vérifiee. On a prouvé en 1.1.23(a) que la
limite est égale a 1.

(d) La limite est égale a 1 (voir I.1.23(b)). Cependant, on ne peut pas ap-
pliquer la régle de L’Hospital pour la trouver.

I11.3.38. On a
1 1 1 (1 7= 1_1
. ZIn2 @1 2 _ .. In(lft t 2
lim, = = 10—
In2
’ In2(2t —2In(1+¢t) —tln(l 4+ t))
= l1m
t—0 2tIn%(1 + t)
_ In2
127

la derniére égalité s’obtenant en appliquant successivement plusieurs fois la

régle de ’'Hospital. Done, f/(0) = —1?—22-

11.3.39. Comme dans la solution de 11.3.28, on montre que

Z":(_l)k <Z>W:{O sir=0,1,...,n—1,

! =
0 nt r=mn.

Il suffit maintenant, pour obtenir I’égalité demandée, d’appliquer n fois de suite
la régle de 'Hospital.

11.3.40. On suppose d’abord que lim+ g(x) = +oo et L € R. D’apres (iii),

r—a
étant donné € > 0, il existe a; tel que
/
x
L—E<f/()<L+€ (%)
9'(z)

pour x € |a,ay[. Puisque ¢’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, (i)
implique que ¢’ ne change pas de signe sur |a,b| et g est donc strictement
monotone sur |a, b[. Pour x,y € |a,a1[, z < y, d’aprés le théoréme des accrois-
sements finis généralisé, on a
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pour un xg € |x,y|[ C |a,ai][. On fixe y pour 'instant. On a alors, avec (x),

f@) _ [
L—e< @) 9@ < L+e.
_ 9
g(z)

Donc si, par exemple, g est strictement décroissante sur |a, b[, alors

o (19w fl) _ f@) o1 9w\, f®
(& )<1 g<x>>+g<x><g<x><<“)< g<x>>+g<x>'

On obtient, en faisant tendre x vers a™,

x
L—e< lim L) < L+e,
z—at g(x)
ce qui conclut la démonstration dans ce cas. Les autres cas se démontrent de
la méme fagon.
On notera que 'on a un résultat semblable pour une limite a gauche en b.

11.3.41.
(a) On a, d’aprés la régle de 'Hospital (voir 11.3.40),
axr axr !
f@) L eaf@) + @) _ L

lim f(z)= lim

T——+00 r—+oo ¥ T—+00 ae?® a’

(b) De méme,

e avo ( f(g) + 2
lim f(z)= lim M = lim ‘ <f () 2/ f(a:))
T—-+00 z—>+oo  eaV/T T——+00 g\f e
L
= A 2 (af (@) +2vaf (@) = —.

Pour voir que les propositions (a) et (b) sont fausses dans le cas ot a < 0,
on considére respectivement les fonctions f(z) = e et f(z) = e V7,

11.3.42. En utilisant la régle de I’'Hospital prouvée en 11.3.40, on obtient

=cC

@)Y
: f/(x) @ (x_ f”—(;c)) L f/( )f///( )
lim <1 - xf//(x)) o xEI}»loo T o IEI}:OO (f//( ))

T——400

et
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Par hypothése, on voit donc que ¢ < 1. Clairement, si ¢ # 1, alors

lim zf(z) _ !

T——+00 f’(x) Cl1—¢’ (*)

On prouve maintenant que lirf f(x) = 400. On a, d’aprés la formule de
— 100

Taylor,
2

flo+ 1) = f@)+ F@h+ Q% k>0

Done, f(z + h) > f(z) + f'(x)h. En faisant tendre h vers +oo, on voit que
lim f(z) = +o0. De nouveau avec la régle de ’'Hospital, on a

T——+00
@) @t 1
e f@) et @) T T-¢

ce qui, combiné & (x), donne

lim M: lim xf"(;v)‘ f(z) _ 1
z—+oo (f'(x))? s—too fi(z)  zf'(x) 2-c

11.3.43. Pour x # 0, d’aprés la formule de Leibniz, on a

9@ =3 (7)o ()

k n' (k 1
= Z ) )
On pose ¢g(0) = f’(0). Une application de la régle de ’'Hospital donne

)  tim SO =FO _ @) =0

z—0 x z—0 .1'2
o F@ = F0) 1)
z—0 2x 2

et ¢’ (0) existe donc. On montre maintenant que ¢’ est continue en 0. D’aprés (*)
et la régle de ’'Hospital, on a

tim () = tig TO =90 _ p, 2F0) 2 S0
- iLo $f2gp(x) =¢'(0).
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La fonction g appartient donc a ‘5}1_1 1 On procéde alors par récurrence. On
(n+1)
suppose que g(")(()) = fniﬂ(o)

et g € Cﬁfil 1 D’aprés (%) et la régle de
I’Hospital, on a alors

M) () — g™

z—0 T

> (D)™ 8 fO (@)t — 2+ ()

— lim =0
x—0 IL'n+2

- —k (n+1) (0
kz_:o (—1)" Z_" Ji0) (z)z" — ey n+1( )
- :}:li% Z"t+2

L (-1)" £1a)+ 3 (<177 3 £ )t
= lim

z—0 (TL + 2).’)3n+1

> (~1)"™ gy f R )bt — 2" D (0)

k=1
+ (n + 2)znt1
Rl (=1)" (@) + 3 (~1)" 7 2 flErD )k
L k=1
= (n+2)an 1
n—1
T (—)rlk nl p(k) () gk — gn fintD)(0)
4 k=0 '
(TL ue 2)3371—1—1
i @) - 7)) _ f42(0
70 (’I’L L Q)anrl . D) .
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Notre but est maintenant de prouver que g(”‘H) est continue en 0. De nouveau
a l'aide de () et la régle de I’'Hospital, on trouve
n+1
1-k 1)!
> ()RR f B (@)

(n+1) _ 1 k=0
SIheT ) =

n+1

_ynti—ky, n+l ntl-k( n
O R 1) (k1) ()b +Z( DDl 06) () o

z—0 (1’L + 2)£En+1
o FO @)
=l = =)

Pour résumer ce qui précéde, on voit que le prolongement de g défini précé-
(n+1) (0
demment est € sur |—1,1[ et g™ (0) = w pour n € N.

II.4. Fonctions convexes

II.4.1. Soit f une fonction convexe sur I. Pour 21 < & < 29, on a

f(x) = f(z1) > f(x2) — f(z1)

~
r — X Tro — I1

(voir (1) dans la solution de 1.2.33). D’autre part, puisque

ro — & r — I

ar = xr1 + x9,
To — X1 T2 — I
on voit que
ro — T r — I
x) < ax X
f( )\xz_xlf( 1)+x2_x1f( 2)

et®
f(x2) — f(z1) - f(z2) — f(2) '

~
ro — I Tr9g — &

Ceci, combiné a (1), donne
f@) = f(z1) _ f(@2) = f(2)
T — T S xe—z

Par passage a la limite lorsque z tend vers 3:1", on voit que

o f@2) = flz)

fl@1) < pr—

(9 Cette inégalité et Iinégalité (1) forment le lemme des trois cordes. (N.d.T.)



SOLUTIONS

De méme, par passage & la limite lorsque « tend vers x; dans (2), on obtient

f(z2) = f(21)

T2 — I

f(x2) =

et f'(x1) < f'(z2), ce qui montre que f’ est croissante.
On suppose maintenant que f’ est croissante sur I. Soit 71 < z < xs. Le
théoréme des accroissements finis donne

f@) = f(z1) _ (&), f(xa) — f(z)

Tr — X Tro — T

= f(&),

ouxy <& <z <& < x9. On obtient donc I'inégalité (2) par monotonie de f'.
On prouve maintenant que (2) implique la convexité de f. On pose pour cela
x=Ar1+ (1 — XNz, ot x; <z2et A€]0,1[. On ax € |z1,z2[ et

x—r1=(1-XN(xg —x1) et xz3—z=A=x2 —21).

L’inégalité (2) donne donc f(z) < Af(z1) + (1 — A)f(z2). On peut noter ici
que l'inégalité (2) est en fait équivalente & la convexité de f.

On peut aussi noter que si f’ est strictement croissante, alors f est stric-
tement convexe sur I.

I1.4.2. 1l suffit d’observer que la condition f”(z) > 0 pour x € I est équi-
valente au fait que f’ est croissante et d’appliquer le résultat du probléme
précédent.

I1.4.3. On procéde par récurrence. Le cas n = 2 est la définition de la
convexité de f sur I. On suppose donc que l'inégalité a prouver est vérifiée a
Pordre n > 2 et on montre qu’elle 'est aussi a 'ordre n+1. Soit Ay, ..., Ap, Apt1

des réels positifs tels que A\; +...+ A\, + A1 = 1. La somme Ay + A\ 1Tp41

pouvant s’écrire sous la forme (A, + Apy1) <)\nj‘>’fn+1 Ty + An)'\:;':+1 :En+1), I’hy-

pothése de récurrence donne

fuzi+deze + ..o + A 1Zn41)
S Af(z1) + Aef(z2) +.. .+

)\n )\n+1
(An 4 >\n+1)f (An T >\n+1 Ty + A+ >\n+1 xn+1> .

Il ne reste plus qu’a appliquer la définition de la convexité de f au dernier
terme.
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I1.4.4. Puisque In"(z) = —3;, la fonction  +— In z est concave sur R? . Donc,
T

p q
m<£~+£>>}hm¢+lhwq=m@w-
P q p q

I1.4.5. La fonction x — Inz étant concave sur R% , on obtient
In

1
) > E(ln:nl—l—lna:g—l—...—{—ln:nn)

1@ﬂ+@+m+
n n n

:—1 ... n)-
- n(z1zy - - Ty)

I11.4.6. La fonction x — €% est strictement convexe sur R.

A

(b,¢")

(a, eu}

& b
Si, par exemple, a < b, Iaire sous le graphe de y = e* de x = a a x = b est
inférieure & 'aire du trapéze de sommets (a, 0), (b,0), (a,e?) et (b,e?). D’ot,

b a b
eb—e“—/etdt<(b—a)e e .
o 2

I1.4.7. On considére la fonction donnée par f(zr) = xlnz, z > 0. On a
f"(x) =1 >0et fest donc convexe. Do,
r+y, r+y =z Y
1 <=1 ZIny.
p "Tg Spnrtymy

I1.4.8. Utilisez le fait que z +— 2%, o > 1, est convexe sur R*.

I1.4.9.
(a) La fonction f(z)=1In (%4 1) est convexe sur R} car f”(z) > 0 sur cet

intervalle. Le résultat se déduit donc de I'inégalité de Jensen (voir 11.4.3).

n

On remarque que si pp = % pour k = 1,2,...,n et si > xp =1, on
k=1

retrouve alors l'inégalité donnée en I1.2.4(a) (vol. I).
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(b) II suffit d’appliquer 'inégalité de Jensen a la fonction

1+
=1 , O<z <1
oo (2, o
n
On remarque que si pp = % pour k = 1,2,...,netsi > zp = 1, on
k=1
retrouve alors 'inégalité donnée en 1.2.45 (vol. I).
11.4.10.
) , . . . . " _ 1
(a) On définit f(z) = In(sinz) pour z € |0, 7[. Puisque f"(z) = —=5- <0,

on voit que f est concave sur |0, 7[. Il suffit alors d’appliquer I'inégalité
de Jensen (voir 11.4.3) a —f.

(b) On consideére la fonction définie par

f(z) =In(sinz) —Inz, z€]0,n[,

L z% < 0 et on applique 'inégalité de

sin” x

on remarque que f”(z) =
Jensen (voir 11.4.3) a —f.

I1.4.11. On note que la fonction f(z) = (z + 1)* est convexe sur R car

@) =a(o+ i)Q (@-n(1-%)+Z(=+1)) >0

D’aprés l'inégalité de Jensen (voir 11.4.3), on a

a

2 a n n a
n‘+1 1 1 1 1
pu— —_— _— g— —_— .
() - [s3m+ TS

n
k=1 L5 k=1 K
k=1
Donc,
" 1\*_ (n?2+1)°
> |\t o) 2T
k=1 &

I1.4.12. On obtient, en appliquant 'inégalité de Jensen a z — —Inx, z > 0,

! Inl+1 22_1+1 23_1+ +1 27 -1
— n n n n
n 2 22 on—1

<l 1+22_1+23_1+ it m(e—24 L
X In - = In — = .
n 2 22 on—1 n n2n1
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I1.4.13.

a) On obtient, en appliquant I'inégalité de Jensen a f(z) = 1, z >0,
b

1 1 1 1 1
- K S —
Eazl—i—...—i—ﬁxn n I W 3B
Do,
n? 1 - 1
14+, x X,
(b) On obtient, en appliquant 'inégalité de Jensen a f(x) = —Ilnz, z > 0,
In(z{*---zp")=a1lnzy + ...+ a,Inx,
<In(aqzr + .. 4 apzy).
D’ou,
it < a1y 4.+ oy, (%)

On obtient la premiére inégalité en remplagant xj par é dans (x).

(¢) Siun des xx ou yi est nul, I'inégalité est alors évidente. On peut donc
supposer que T,y > 0 pour k = 1,2,...,n. On peut alors réécrire cette
inégalité sous la forme

(AR} (0% aq, Q2 (e%
D) xnn+y1 Yoo Yn"

(1 +y1) (2 +y2)* - (Tn + yn)™

Maintenant, d’aprés (b),

(@1 4+vy1)" (2 +y2)*? - (@p + yn)*"
Y1 Yn
<oy +...+a "+ +.. . toy— =
T1+ Y "ZTn + Yn 1+ Y " T + Yn

(d) Cette inégalité se déduit de (¢) par récurrence sur m.

I1.4.14. On suppose, contrairement & la proposition, que f n’est pas
constante sur R. Il existe alors z; < 2 tels que f(x1) < f(z2) ou
f(x1) > f(x2). Soit x tel que x1 < x93 < x. On a alors

f(xg)—f<x_x2x1+x2_xlx> <TTT2 p () + 27T £y

r — I r — X2 r — X r — I
et v
T —x1 — X3
> To) — 7). *
J@) > - f ) = X [() (+)
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Si f(z2) = f(z1) + A avec A > 0, (x) implique f(z) > AF=2- + f(z1),

To—T1
contredisant ’hypothése que f est majorée. De méme, si f(x1) > f(x2), alors

f(z1) = A+ f(x2) avec A > 0. En prenant alors z < x1 < z2, on obtient

+ f(m2)v

Tro —XT

flz) = A

T — 1

contredisant & nouveau le fait que f est majorée.

I1.4.15. Non. Il suffit de considérer les fonctions f(x) =e %, z € Ja, +o0[ et
flz)=¢€", z €]—00,al.

I1.4.16. On suppose que f n’est pas monotone. Il existe alors a < x1 < x9 <
r3 < b tels que

flxr) > fz2) et flz2) < f(ws)
ou
flr) < f@2) et flz2) > f(ws).
La fonction f étant convexe, f(x2) < max{f(z1), f(x3)} et la seconde possi-
bilité ne peut donc pas étre vérifiée. La continuité de f (voir 1.2.33) implique
qu'’il existe ¢ € [z1,x3] tel que f(c) = min{f(z) : € [z1,x3]}. Par convexité,
on voit que f(z1) < max{f(z), f(c)} pour = € |a,z1[. Puisque f(c) < f(z1),
on a donc f(z1) < f(x). Il s’ensuit que si z,y € Ja, ¢], alors
o z <y < implique f(y) <max{f(z), f(x1)} = f(2),
e z <1 <y implique f(y) <max{f(c), f(x1)} = f(z1) < f(),

e 71 <z <y implique f(y) < max{f(z), f(c)} = f ().

On a donc prouvé que f est décroissante sur |a,c| et on peut prouver de la
méme fagon qu’elle est croissante sur [c, b|.

11.4.17. 1l s’agit d’une conséquence immédiate du probléme précédent.

11.4.18. Puisque f est bornée, d’aprés le probléme précédent, les limites &
droite en a et & gauche en b existent et sont finies. La proposition se déduit
donc de 1.2.33 et 1.5.7.

I1.4.19. Soit 1 < x5 deux points de |a,b[. Pour a <y < x1 < x < x9, on a
(voir (1) et (2) dans la solution de I1.4.1)

fly) = flx) _ f@) = flz) _ fl@2) — fla1)

~ ~
Yy—x1 T — T T2 — T

(%)
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Ceci signifie que la fonction z +— %ﬁxl) est croissante et minorée sur |z , b.

La dérivée a droite f’ (z1) existe donc bien et

Futen) < L= S0, ()

On note maintenant que pour z1 < xg <t < b, on a

f(x2) — f(z1) - f@t) = f(=2) ’

~X
Tro — T1 t—.’L‘g

ce qui donne

flx2) = f(@1) _

— = - < x9).

2T < 1)

Ceci, combiné a (sx), montre que f’ (x1) < f’ (x2). On peut appliquer le méme
raisonnement pour prouver que la dérivée & gauche existe et est croissante sur
Ja,b[. De plus, () implique f’ (z1) < f\(z1) pour z; € Ja,b[. On rappelle
que, d’aprés (2) dans la solution de I1.4.1, si 21 < z < x9, alors

flx) = flo) _ f(xz)—f(l’)‘

~
r — I ro — &

Ceci implique
fi(z1) < fL(z2).

Pour résumer, on a obtenu

L) < fi(z) < fl(za) < fi(ze) pour 1 < 9.

Ceci montre que si une dérivée a gauche ou a droite est continue en un point
de ]a, b[, les deux sont alors égales en ce point. Une fonction monotone n’ayant
qu'un ensemble dénombrable de discontinuités (voir 1.2.29), les dérivées a
gauche ou & droite sont donc égales sauf sur un ensemble dénombrable.

On a aussi une proposition semblable pour les fonctions concaves.

11.4.20. Puisque f’ est strictement croissante, la fonction réciproque (f’ )*1

f(b+$)—f(a—$)>
b—a-+2z ’

existe et

) = (17 (

Il s’ensuit que § est dérivable sur R* . On obtient, en dérivant I’égalité donnée
dans le probléme,

f'o+z)+ fla—=) -2/

e = [(©)¢ (2). ()
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On remarque maintenant que f” > 0 et, puisque f” est strictement croissante,
/' est strictement convexe (voir la solution de II.4.1). Donc (voir la figure
ci-dessous),

fota)+fla=g) [t

b— 2
(b —a+ 2z) 5 .

fl@)dt = f(b+2x) - fla— ),

et

2
On voit done, avec (x), que &'(z) > 0 pour = > 0.

fo+z)r———————-

K |

|

|

|

|

e |

e :

= ]
ez
a—=x b+z i

n
I1.4.21. On peut supposer, sans perte de généralité, que »_ |z;| > 0 et
i=1

n
> |yil > 0. D’aprés 11.4.4, on a
i=1

p q

|z , |yl o1 |z L2 |yi]

<i§\xi\p>% (:Zl\yi\q>%\p <i§‘xi‘p>% q W

En sommant membre & membre ces inégalités pour 7 allant de 1 & n, on obtient

n p q
Zl|93z‘yz'| 1 n |a:~\ 1 n \y~\
— 1 K
T TS o2 T 2 *;Z o N2
P q :1 P :1 q
(z |xi|p> (z \yi\q) ; (z \x#) @ (z \yi\q)
=1 =1 =1 =1
n n
DTN Wk .
o =1 i=1 . _
— - n = =-+-=1
PsjeP O e P 1
=1 =1
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11.4.22. L’inégalité est évidente pour p = 1. Pour p > 1, on définit ¢ de sorte
que%—l—%:l,soitq:p%l.Ona

leﬁ-yl Z|xz+yl||$z+yz|p !

i=1

n n
< Z o] |i + P+ Z il [z + il
i=1 i=1
1
n n q
< <Z|ﬂiz‘|p> <Z|93z +yz|(p1)q>

(Zlyzlp> (Z | + ;| P19 )
( w) + (é\yi\f))% (g\xi—i-yﬂp)%.

n » [ » (o ,
<Z |zi + yi|p> < <Z |$i|p> + <Z |yi|p>
i=1 i=1 i=1

11.4.23. D’aprés 'inégalité de Holder, on a
1 3
N N TN\
>l (>at) (X))
n=1 M° n=1 n=1 1%

11.4.24. Onlpose S1 = x1+x2+ ... +xpy, S2o = y1 +yY2+ ... +y, et
S = (s +sh)r. On a alors

LA

D’ou,

Ju
(=]

SP = sh+sh = <xlsf71 4k yls§71>+<x2511’71 + y2512;71>+. . .—|—<xn371071 + ynsgA) :

L’inégalité de Holder donne

Jun

1 1 1 1
SP < (2f + y1)¥ (sf + ) v + (ah +y5) 7 (s + s5)@
1
+ ... +(:vp+y£)7(371’+32)
P
= Saq <(x1+y1)p+(g;2_|_y2)

S Ly
kA

o () ),

ce qui implique I'inégalité cherchée.
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11.4.25. On pose

m n %
SZ:Z:EM et S = (Zsf>
j=1 /

D’aprés I'inégalité de Holder, on a

n n m m
-1 -1
SP = g S E g B = g Ty 98
| | il ol

ST sy

ce qui implique I'inégalité cherchée.

11.4.26. Soit z,y € I, on suppose que < y. Pour n € N, on pose
T = {Zin 1=0,1,... ,2"} et on montre par récurrence que l'on a

F(1=s)z+sy) < (1—s)f(2) +5f(y)

pour n € N et s € T,,. Clairement, si n = 0, alors s =0 ou s = 1 et I'inégalité
ci-dessus est évidente. On suppose que 'inégalité est vérifiée pour un n € N
donné et pour s € T, et on la prouve au rang n+ 1. On suppose que s € T, 1.
Clairement, il suffit de considérer le cas ou s ¢ T,,. Puisqu’il existe ¢,n € T,
tels que s = CH’ , on Vvoit que

(1—s)z+sy= (1_4—2“7>x+g42’77y

_(1=9+0=m)  ¢+n
= 5 T+ 5 Y

_ (A =9z+¢y) + (A —n)z+ny)
5 :

La mid-convexité de f donne

F(A=s)z+sy) <
et, par hypothése de récurrence,

(1-0Of(@) +{fly) + A —n)f(z) +nf(y)
2

(1 - Cﬂ) fo)+ 420 £y

L=z +Cy) + F((L = n)z + ny)
2

f((1=s)z+sy) <

2 2
= (1 =9)f(z) +sf(y)
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Soit ¢ un point de [0, 1]. L’ensemble

+00
T=|JT,
n=0
étant dense dans [0, 1], il existe une suite {s,} de points de T telle que
t= lim s,. On a donc, par continuité de f,

n—-+o0o

P =tz +ty) = Tim F((1=s2)2+ 50)
< lm (1= s2)f(2) + 50 f (1)

n— 00

=1 =) f(z) +tf(y).

11.4.27. 1l existe des fonctions f: R — R additives et discontinues
(voir 1.6.31). Si f est une telle fonction, alors pour tout € R,

o=1(5+3)=1(5)+1(5) =21 3)

et f (%) = 4 f(z). Donc, pour tout z,y € R, on a

1
2

Si f était convexe sur R, elle y serait continue (voir 1.2.33), contradiction.

I1.4.28. On suppose par exemple que z < y. Pour ¢ € ]0,1[, on pose
=1-tlr+ty. Onax < z < y et il existe a € |z, z[ et b € |z,y] tels

que 2z = %2 De méme, il existe ¢, € ]0,¢[ et ¢, € ], 1[ tels que

a=(1—tg)x+ty et b= (1—1t)z+ty.

Puisque z = GTH’, onat= % On sait par le résultat de 11.4.26 que f est

convexe sur I. On prouve maintenant que f est strictement convexe. On a
f(a) + f(b)
2
o f((l - ta)x + tay) + f((l - tb)x + tby)
2
< U —ta)f(z) +taf(y) + (1 = t) f(2) + tf (y)
h 2

B ta+ t ty +tp
— (1- 25 0+ 2 )

= (1 =t)f(z) +tf(y)-

f(A =tz +ty) = f(2) <
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I1.4.29. La fonction f étant continue sur I (voir 1.2.33), elle est localement
bornée. Soit zg € I et £ > 0 suffisamment petit pour que [xg—2e,z¢+2¢] C L.
Le fait que f soit localement bornée implique qu’il existe M > 0 tel que

|f(z)| < M pour z € [zg—2e,z0+ 2] (%)
Soit x1 et x9 deux points distincts de [zg—e, zg+¢], 3 = x2+|x;—zl\ (2 — 1)
se trouve dans [zg — 2¢, o + 2¢] et
£ To— T
_ _ |22 — 21|
|1’2—ZE1|—|—€ |1’2—1’1|+€

X9 xIs3.

La fonction f étant convexe, on voit que

fla2) < fla1) +

Sz — x| +e

5 \$2—$1|

[EErAEEA
et

|2 — 21
|zo — 1| +

<2222 ) — s,

f(z2) — f(o1) < (f(z3) — f(=1)),

ce qui, combiné & (*), montre que f(z2) — f(z1) < 24 |zg — 2. Les roles de
x1 et xo pouvant étre échangés, on obtient |f(x2) — f(z1)] < % |xe — 1].

I1.4.30. Soit z1 < z2 deux éléments de R% . Si 0 < z < z1, alors

ro9 — T1 rKT — T
= +

T = X Z9.
Tr9 — T ro — &
La convexité de f implique
Tro — T1 Ir1 — T
T1) < ) aF T
f( 1)\x2_xf() xQ_xf( 2)

et, par passage & la limite lorsque z tend vers 0T, on voit que

@) < j—;f«vz)-

I1.4.31.

f=)

(a) La monotonie de x — implique

f(l'l aF 33'2) . f(ﬂ:'l aF 1’2)
r1 + T2 T+ T2

f(@1+22) =21 < flz) + f(x2)
pour x1,zo > 0.
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(b) Soit 0 < @ < b, on pose p = ¢ et ¢ = 1 — p. La convexité et la sous-
additivité de f donnent

f(®) = f(pa+gq(a+0b)) <pf(a)+qf(a+b)

<pf(@) +a(f(a) + £(B) = f(a) + (1= ) )

Donc,
£6) _ fa)
b a

~—

I1.4.32. On suppose, contrairement a la proposition a montrer, que f n’est
ni strictement convexe, ni strictement concave. Il existe alors des points « et
B dans Ja,b| tels que la droite passant par (o, f(«)) et (8, f(3)) rencontre le
graphe de f en un point (v, f(7)), ot & < v < (. Par hypothése, il existe un
unique ¢; € Ja,y[ et un unique (3 € |y, B[ tels que

f(’):))/:(];(a) _ f/(Cl) et f(ﬂﬂ):i(')/) _ f/(C2)

Les points (a, f(«)), (B, f(5)) et (v, f(y)) étant alignés, on en déduit que
(&) = f(¢2), ce qui contredit 'hypothése.

A

11.4.33. On note d’abord que les dérivées de Dini

D+f(3;') _tL%i f(éE-i—t?)f_f( ) : D, f(z) _tllr(l;l+ (3;'—|—ti—f(gj),
D*f(g;):t@ f(:v+ti—f(:v)’ D*f@):th—%{ f(x+ti—f(x)
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existent toujours (finies ou infinies). De plus, g; étant dérivable, on obtient
(voir 1.4.10)

DY f(z+d) =D f(z) + ga(w),  Dif(z+d) =Dy f(2) + ga(w),
D™ f(z+d) =D f(z) + ga(x),  D-f(z+d)=D_f(z)+ ga(x)

pour tout x € R. Chaque dérivée de Dini de f en = + d est donc un trans-
laté de la dérivée correspondante en z. Maintenant, pour a < b fixés, on
pose m = (f(b) — f(a))/(b — a) et on pose F(z) = f(z) — m(z —a). On a
F(a) = F(b) = f(a) et F atteint donc son maximum ou son minimum sur
[a,b] en un point ¢ € Ja,b[. On peut supposer, sans perte de généralité, que
F(c) est le maximum de F. Donc, si ¢+t € Ja,b|, alors F(c+t) < F(c) ou,
dit autrement, f(c+t) — f(c) < mt. Ceci implique DT f(c) < m < D_f(c).
Chaque dérivée de Dini de f en x étant un translaté de la dérivée correspon-
dante en ¢, on voit que DV f(z) < D_f(x) pour tout z. Si f est concave
sur [a,b], f est alors dérivable, excepté sur un ensemble au plus dénombrable
(voir 11.4.19). 1l s’ensuit que f est dérivable sur [a,b]. Si f n’est pas concave
sur [a,b], elle atteint aussi son minimum sur [a,b] en un point de l'intervalle
ouvert Ja,b[. Comme précédemment, on montre alors que D~ f(z) < D4 f(x)
pour tout z. En conséquence, DT f(z) < D_f(x) < D™ f(z) < D4 f(x) pour
tout x. La dérivabilité de f sur R est donc prouvée.

Notre but est maintenant de prouver que f’ est continue. On suppose, au
contraire, que f’ est discontinue en un point zg. Il existe alors une suite {z,}
convergente vers xg telle que {f/(z,)} converge vers f’(x()+r pour un certain
r # 0 ou bien telle que {f’(2,,)} ne soit pas bornée. Dans le second cas, on
peut trouver une suite {y,} telle que {f’(y,)} diverge, par exemple, vers +oo.

On a alors
0~ Yn

et, par passage a la limite lorsque n tend vers +oo, on obtient f’(zg) = +oo,
contradiction. Dans le premier cas, il existe une suite {y,} telle que
f'(yn) = f'(xg) + r/2 car [’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires
(voir I1.2.31). Clairement, on peut supposer que la suite approche zy d’un
cOté, par exemple par valeurs supérieures. Par hypothése, on peut trouver pour
tout x une telle suite avec le méme r. En effet, puisque z = zo+(x—1x¢) = xo+d
et

F'(zn +d) — gg(zn) = f'(20) = f'(z0) + 17 = f'(z0 + d) — gg(z0) + 1,
on a, par passage a la limite,

lim f'(zn, +d) = f'(z) +r

n—-+4o0o
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La fonction f’ vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires, il existe une
suite {z,} telle que f'(z,) = f'(z) + r/2. On construit alors une suite
{zn} comme suit. On choisit x arbitrairement et on choisit z; de sorte que
r<x <x+27'et f'(x1) = f'(x) +r/2. On choisit ensuite z2 de sorte que
1 < 29 < 11 +272 et f'(x3) = f'(x1) + /2. En poursuivant le procédé, on
obtient une suite {x,} telle que

Tp < Tpt1 <Tpn +27" et fl@n1) = f(zn) + g :
La suite converge donc vers une limite que I'on note a. De plus, la derniére
égalité implique f'(x,) = f'(x1)+(n—1)r/2. En conséquence, la suite { f’'(z,)}
diverge vers +o00 ou —oo, contredisant le fait que f soit dérivable en a. Ceci
conclut la démonstration de la continuité de f’. La fonction f’ vérifie les mémes
hypotheses que la fonction f et est donc contintiment dérivable et, par récur-
rence, il en est de méme de toutes les dérivées.

11.4.34. Sin =2, on a évidemment 1’égalité. On suppose donc que n > 2 et
que {a,} est une suite décroissante. On pose

n—1
S = (flan)ar — flar)an) + Y _(f(ar)ars1 — f(ars1)ar)-
k=1
Le but est de prouver que S, > 0. La fonction f étant convexe, on voit que

Ap — Ap4-1 a; — a
f(%)‘f( n g+ - an+1>

a1 — Qp41 a1 — Gp+41
Ap — Ap+1 aq Qa
< —— f(a1) + ——— f(an+1)
a1 — Qp41 ay — Gp+41

Donc,

(an+1 —a1)f(an) + (an — ant1)f(a1) + (a1 — an) f(ant1) = 0,
ce qui signifie que Sp41 — S, = 0, d’ou S, > Sy = 0.

11.4.35. [M. Kuczma, A. Smajdor, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 401-402].
La fonction f étant strictement croissante et a < f(x) < x, on obtient

a< f""Yz) < f(z) <z pourn e N*etzela,bl.
La suite {f™(z)} converge donc vers une limite [ (le cas [ = —oo est possible).
On montre maintenant que [ = a. On se rappelle pour cela que, d’aprés le
résultat de 1.2.33, chaque itérée f™ est continue. Donc, si ] € ]a,b[, on a alors

1= £ (@) = lm @) =1

n—-+o00 n— 00
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ce qui contredit le fait que f(z) < x pour tout = € ]a,b[. Ainsi, | = a pour
tout x € Ja,bl. Si a < t; <ty < b, alors (voir la solution de I1.4.19)

f(t1) — f(to)

p— < fi(t). (1)

fi(to) <

En prenant tg = f"(z) et t; = f"T!(x), on obtient

2 (@) — (@)
fri(@) — (@)

Le fait que lim_ fi(xz) = 1 implique

r—a

Fi(f™(2)) < < fL(f ().

i £7%@) = @)
nFe PrH(z) - F7(a)

= 1,
d’ou

i f"+k+1(:z) _ f"+k(l’) . k-1 fn+i+2(l,) _ fn—i—i—i—l(l,) .

B O | S e R e B

pour k € N*. Puisque f/ est décroissante, 1'égalité lim+ fi(x) = 1 implique
r—a
fi(xz) < 1. Lafonction « — f(x)—x est donc décroissante sur Ja , b[ d’apres (1).

Puisque f(v) —v <0, on a

fu) —u
fo) v

Soit =,y tels que a < y < & < b. On prend u = f™(z) et v = f™(y), ce qui

donne
) ~ ()
i y) = fy) ~
Par ailleurs, il existe & € N* tel que fF(z) < y < 2. Ceci implique
frE(x) < f*(y). La fonction  — f(x) — 2 étant décroissante, on voit que

) - My) < @) - R ),

>1 pour v<u, u,v€la,bf.

d’ou
L M@ - M) ) — ()
SO (y) — frly) R (y) — R (y)

ce qui, combiné & (2), donne ’égalité cherchée.
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I1.5. Applications des dérivées

I1.5.1.

(a) En appliquant le théoréme des accroissements finis généralisé aux fonc-
tions f(z) =1—cosz et g(x) = 2% on obtient

2

1—cosz sinf
= <1
2

pour x # 0.

S 1s . o 3
(b) Pour x > 0, on considére les fonctions f(z) =z —sinz et g(x) = 5. Le
théoréme des accroissements finis généralisé combiné a (a) montre que

r—sinz 1—cosb
3 = 02 < ]-7
3T 2

ce qui implique que I'inégalité est bien vérifiée. On note que pour = < 0,
X 3
on asinz < — 3.
(¢) On applique le théoréme des accroissements finis généralisé aux fonctions
2 4
a 75
f(z) =cosx —1+ > et g(z)= a0

sur 'intervalle d’extrémités 0 et x et on utilise (b).

(d) On applique le théoréme des accroissements finis généralisé aux fonctions

3 5

f(x):sinx—x—l—:;—', glx)==, x>0

et on utilise (c).

I1.5.2. Utilisez une récurrence et raisonnez de la méme facon que dans la
solution du probléme précédent.

11.5.3. En appliquant le théoréme des accroissements finis généralisé aux

fonctions f et successivement g(z) = z, g(z) = 2% et g(z) = 23, on voit que

FO) = fl@) _ fiz)  fO) = fla) _ f'z2)  f() = fla) _ f'(a3)

b—a 1 7 b2 — a? 209 b3 — a3 322
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fi(x) +ifa(z) et « = a+ ib, a > 0. La condition
d

I1.5.4. On pose f(z) =
)=0

11m(f()+f() onne
lim (afi(a) + fi(z) ~ bfa(e)) = 0 1)
et
Jm (afz(x) + fa(x) + bfi(z)) = 0. (2)
On remarque alors que
i este) = i S
T e (f1(z) cosbx — fo(x)sin bx)
z——+00 e
i lim @ ( fa(z) cosbx + fi(z)sin bx)
z——+00 @ '

On obtient, avec (1) et (2) et en utilisant la régle de I'Hospital (donnée
en I1.3.40),

lim e (f1(z) cosbxr — fo(x)sinbx)

——+00 e

— lim cosbz(afi(z) + fi(z) — bfa(x)) — sinbz(afa(x) + fo(x) + bfi(z))

T— 400 a

=0.
On montre de méme que
lim © (f2(x) cos bz + f1(x) sin bx)

T—~400 @y

=0.

On a donc prouvé que lim % f(z) =0, ce qui implique lim f(z) =
T——+00 T—+00

Finalement, on remarque que le résultat juste obtenu peut se généraliser
comme suit. Si lirf (af(x) + f'(z)) = L, alors lirf_l f(z) = L/a. En effet,
T— 100 T—T0O0

on a dans ce cas lir}rl (a(f(z) = L/a) + (f(z) — L/a)") = 0 et, daprés ce

que 'on a prouvé précédemment, liIf (f(z)— L/a) = 0.
T—T00

I11.5.5. On prend oy = % — ?z et ag = % + @z On a
f@) + f'(2) + f(x) = agar f(2) + (a2 + a1) f(z) + £ (2)
= az(a1f(z) + f'(2)) + (a f(z) + f'(2))".

D’aprés le résultat du probléme précédent (voir la remarque a la fin de la so-

lution), on a gcgr}rloo(alf(x) + f(x))) = L/asg et zgr}rloo f(z) =L/(aza1) = L.
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I1.5.6. Non. Considérez, par exemple, la fonction f(x) = cosx (x > 0).

I1.5.7.

(a) On pose g(z) = f(z) — e ® pour z > 0. On a g(0) = 0, g(x) < 0 et
hrf g(z) = 0. Si g(z) = 0, alors f'(z) = —e™® pour z € R%. On

suppose donc qu'il existe a > 0 tel que g(a) < 0. Pour z suffisamment
grand, mettons x > M, on a alors g(z) > %g(a). La fonction g atteint
donc un minimum en un point zo € |0, M| et ¢'(z) = 0.

(b) Appliquez le méme raisonnement qu’en (a).

I1.5.8. On a

g9(z)

<La:)>'_ g'(x) (f’(x) f(w)—f(0)>_

9(x) g(@)  g(x) - g(0)

D’aprés le théoréme des accroissements finis généralisé,

<f(év)>’ _ g (f’(év) f’(9)>’

g(x) g(x) -

g'(x)  g(0)

ou 0 < 6 < x < a. La fonction f’/g" étant croissante, on voit que

<%>/>0 pour &> 0.

I1.5.9. On pose f(z) =sin(cosz) —z. On a f(0) =sinl et f(7/2) = —7/2.
La propriété des valeurs intermédiaires implique qu’il existe z1 € ]0,7/2]
tel que f(z1) = 0. Puisque f’(z) < 0 sur |0,7/2[, f n’admet pas d’autres
zéros dans cet intervalle. On montre de la méme maniére que ’équation
cos(sin ) = = admet une unique racine zy dans |0, 7/2].

A

®

=

Y

y = cos(sin x)

y = sin(cos z)

_————

v
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On a de plus
x1 = sin(cosx1) < cosxy, x9 = cos(sinxy) > cosxa,

donc 1 < xs.

I1.5.10. On suppose, contrairement a ’énoncé, qu'il existe x1 € |a, b] tel que
f(x1) # 0. La continuité de f implique alors que f(x) # 0 dans un voisinage
|a, B[ de x1. Supposons, par exemple, que f(z) > 0 pour z € |, g], f(a) =0,
a>aet f(B) > 0. Daprés le théoréme des accroissements finis,

f'(0)
f)
pour 0 < € < 3 — a. En faisant tendre & vers 0, on obtient +oco < C(8 — a),
contradiction.

\1nf<ﬂ>—1nf<a+s>\—\ ‘(6—@-6)<C(ﬂ—a—€)

I1.5.11. Soit 0 < p < g et x > 0. Le théoréme des accroissements finis donne

m(1+2) 1 m(1+%)-m(1+2)

9

ou, dit autrement,

I1.5.12. L’inégalité e* > 1+ z (z € R) se déduit, par exemple, du théoréme
des accroissements finis. On a en effet

xr
-1
¢ =e$>1 pour >0

et
er —1

=ef <1 pour z < 0.

On obtient I'égalité si z = 0.
Soit
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les moyennes arithmétique et géométrique des réels positifs aq,...,a,. Si
A, # 0, alors
2k _q ag
edn "> —2>0 pour k=1,2,...,n.
An
Donc,

n

Ok w w n
1=¢"= ekgl(A" 1> = Hej_}:zfl > H SR —G”
=) = = > =
k=1

ce qui donne A, > G,. Si A, =0, alors A, = G,, = 0. Puisque 'égalité dans
e > 1+ x est atteinte si et seulement si z = 0, on voit que A, = G, si et
seulement si a1 = as = ... = a,.

I1.5.13. Si on remplace t par  — z dans I'inégalité e’ > 1 + ¢, on obtient
xe® <e¥+e*(z—1) pour m,z€R.

Le résultat demandé s’obtient donc en remplagant z par Iny.

I1.5.14. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe a € |—2, 0] tel

que
_ O = F(=2)] _ [fO)] +[f(=2)]
2 b 2
De méme, il existe b € ]0,2[ tel que |[f'(b)] < 1. On pose
F(z) = (f(2))? + (f'(z))%. La fonction F atteint son maximum sur [a,b] en
un point xg. Puisque F'(0) =4, F(a) < 2 et F(b) < 2, zg se trouve dans l'inter-
valle ouvert Ja,b[. On a alors F'(xg) = 2f(x0)(f(x0) + f"(x0)) = 0. On note
que f'(x0) # 0 car f'(zg) = 0 donnerait F(z¢) = (f(x0))* < 1, contradiction.
Donc, f(zo) + f"(z0) = 0.

< 1

11.5.15.
a) L’inégalité & prouver est équivalente &
(a) g
f(z) = (2*>+1) Arctanz —z >0, > 0.

Puisque f'(z) > 2x Arctanz +1 — 1 > 0, on voit que f(z) > f(0) =0
pour x > 0.

(b) D’aprés la formule de Taylor avec reste de Lagrange, on a

. 3 .
sin® ¢y 2 sin(; 4 2 3

= > 2 = 1
COS5C1+3COS?’C1>$ 3:+33: (1)

2 3
2tan3::23:+§3: 4+ 2
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et

3 @ _ o~ 3 5 — oo
_ T le e 4 T lez—-e2

On montre maintenant que ez < 8. On note pour cela que (voir, par

exemple, I11.5.3 (vol. I)) In(1 + z) > x2—f2 pour x > 0. Ceci implique

In8=3In2=3In(1+1)>2. Donc, 8 > €2 > e2. Il sensuit que
e2 —e 2 e%
2 2
ce qui, combiné a (1) et (2), donne
3 2
h =4+ <t
S :E<;v+6+6 < 3:+33:,

car:p+%$3—%3}4>0pour0<ﬂs<2.

(¢c) On pose f(x) =Inz — £ pour x > 0, x # e. On a f'(z) = E£. Donc,

xre

fl(z) >0si0<z<eet f/(z) <O0siz>e Ainsi, f(z) ; f(e) = 0si

x # e.
d) Pour x > 1, 'inégalité & prouver est équivalente a
( , linég P q
f(z)=2zxInz — z2+1<0.

Puisque f'(z) = 2Inz 4+ 2 — 2z et f’(z) = 2 —2 < 0, on obtient
filx) < f(1)=0et f(z) < f(1) =0.
Pour 0 < x < 1, 'inégalité a prouver est équivalente a

f(z)=2zxInz —z?+1>0.

Puisque f”(z) =2 —-2>0,0na f(z) < f/(1) =0et f(z) > f(1) =0.

I1.5.16.

(a) D’aprés (c) du probléme précédent, on a Inm < T, ce qui signifie que
er > m°.
(b) D’aprés (d) du probléme précédent, on a v/2Inv2 < %, ce qui donne

2V/2 < e.

(¢) L’inégalité In8 > 2 est prouvée dans la solution de la question (b) du
probléme précédent.
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I1.5.17.

(a) L’inégalité a prouver est équivalente a

< b>1n(1+§) )
I+ = < e,
%

Puisque In(1 4+ ¢) < ¢ pour ¢t > 0,

(08P < (10 = (4 2)) <ot

(b) On définit pour m,n € N* la fonction f par
T \m T\™ )
flz) = (1 + E> <1 - E) , |z] <min{m,n}.
Ona f'() <0siz>0et f'(x) > 0siz <0, donc f(z) < f(0) =1

pour x # 0, |x| < min{m,n}, ce qui implique le résultat cherché.
(¢) On pose f(z) =In (\/1 + a2+ 1) — 1 _Inz,2>0 Ona
(1-—x) <\/1+x2+1> + 2
Gz <\/1+332+1+:E2) '

Clairement, f'(z) >0si 0 <x < 1. Six > 1, alors

(1—a;)< 1+x2+1>+x2>0
si et seulement si
:E2>(1—33)< 1—{—9:2—{—1).

Cette derniére inégalité est équivalente a
2

* 1—1>\/1+x2,

qui peut se prouver en élevant les deux membres au carré. Donc,
f'(x) > 0 pour tout z > 0. De plus, puisque

<1+\/1+$2>

lim In

9
T——400

on voit que lir}rl f(z) =0et f(z) <0 pour tout = > 0.
T—T0O0
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I1.5.18.
(a) On pose

f(x):ln(l—i-x)—\/lg;_zv, x> 0.
On a
f,(x):Z\/1+3:—2—:E<O

21+ z)vVI+z
car /142 <1+ % pour z > 0. Donc, f(z) < f(0) = 0.
(b) Pour z > 1, I'inégalité se déduit de (a). Il suffit, en effet, de remplacer x
par z — 1. Si x € |0, 1], on applique 'inégalité déja prouvée a % > 1.
I1.5.19.
(a) Il suffit d’appliquer la formule de Taylor a f(z) = (1 + ) In(1 + ).
(b) D’aprés la formule de Taylor, on a
ln(1+cosx)—ln2—xz2—(1ij+io2'§—?<1n2—%2.
11.5.20.
(a) Onpose f(x) =e*—1—ze®. Ona f'(x) = —ze® < 0et f(x) < f(0) =0.
(b) On obtient, en posant f(z) = e* — 1 — x — z2e?,
f'(x) = e® — 1 — 2ze® — z2e®
<14 ze® —1—2ze® — z2e® = —ze®(14+ 1) <0,
la premiére inégalité se déduisant de (a).
(c) Si f(z) = ze? — e* + 1, alors
f(z) = e? (1 +

car e > 14 x pour =z > 0.

—e%> <0

|8

(d) L’inégalité a prouver est équivalente a l'inégalité facile a vérifier
r<(1+z)n(l+x).

(¢) On prouve l'inégalité équivalente (z 4+ 1)(In(1 +2z) —In2) < zlnz. On
consideére pour cela la fonction f(z) = (z+ 1)(In(l+2) —In2) —zInz.
Cette fonction atteint son maximum global en x = 1 et f(z) < f(1) = 0.
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I1.5.21. On prend le logarithme de chacun des membres de I'inégalité a prou-
ver pour la réécrire sous la forme (e—z) In(e+z) > (e+z)In(e—x). On considére
alors la fonction f(z) = (e — z)In(e + z) — (e + ) In(e — z). On a f"(z) > 0
pour z € |0, e[, dou f'(z) > f'(0) = 0, ce qui implique f(z) > f(0) = 0.

I1.5.22. En posant f(z) =e*"! +Inz — 2z + 1, on obtient

1

/ x—1

—emly = 9
fi(z)=e .

On a donc, pour z > 1, f"(z) = e~ — %2 > 0 car e > 1 et 361_2 <1.

I1.5.23.

(a) On pose f(z) = %tanx—i— %sinx —2.0n a
2(1 — cos z)? (cosz + 1)
3cos?

fl(x) =

>0 pour xE]O,g[.

La fonction f est donc strictement croissante et f(xz) > f(0) pour

S ]0, %[
(b) On définit f(z) =z — 2?f<i;§szx' On a
ﬂwzgﬁﬁjﬁ>0
(2 4 cos )

sinz

(¢) On voit, en posant f(x) = Joesz — ¥ pour z € ]0, %[, que

_ 1+cos?z —2\/coszcos - (1 —cosx)?

!
F(@) 2,/€0S x cos x 2,/c0s x cos x

> 0.

I11.5.24. Onpose f(z) = z%+(1 — 2)*. La dérivée f’ ne s’annule qu'en = 3.
De plus, la fonction atteint son minimum global 211%1 en ce point et elle atteint
son maximum global égal & 1 aux extrémités.

I1.5.25. En divisant chaque membre par z¢, on voit qu’il suffit de prouver
(1+6)* <14t pour t¢>0.
Sif(t)=1+6)"—1—1t* alors f'(t) <0, dou f(t) < f(0) pour ¢ > 0.
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I11.5.26. On considére la fonction

f(a;)—(1—1—3:)0‘—1—0433—%x?7 z € [-1,1].

On a f(0) =0, f/(0) =0 et, pour z € |—1,1],

a(l — )

(@) =—-a(l—a)(1+2)* 2+ T

a(l —a)
4

1 (0%
:Za(l—a)(1—2 ) < 0.

< —2°"2a(1 —a) +

La dérivée f’ est donc décroissante sur Uintervalle |—1,1[, ce qui implique
f'(x) > 0 pour z € ]—1,0[ et f'(z) < 0 pour z € ]0,1[. Il s’ensuit que f
atteint son maximum en 0. Puisque f(0) = 0, on voit que f(z) < 0 pour
x € [-1,1].

I1.5.27. [D.S. Mitrinovié¢, J.E. Pecari¢, Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo 42
(1993), 317-337|. On considére la fonction

ola—1) (1+B)*?z?, ze[-1,B].

On a
f/(x) :Oé(l—i-x)a_l—a_a(a_l) (1+B)a_2x

et
f”(x) = a(a — 1) <(1 + :L')a_2 _ (1 + B)a—2) .

(a) Si0 < a<1letze]-1,B| alors f”(x) < 0 ce qui signifie que f’ est
décroissante. Donc, 0 = f/(0) < f'(z) siz € ]-1,0[ et 0 = f'(0) > f'(z)
siz € ]0, B[. La fonction f atteint son maximum en 0 et f(z) < f(0) =0
pour z € [—1, B]. Finalement, puisque (1 + B)® > 1, on voit que

ala—1) o

(1+x)a—1—ax—mx < f(z) < f(0) =0.

(b) Comme en (a),sil <a<2etze|[-1,B], alors f(x) > f(0) =0 et

« Oé(Oé—l) 2 _
(1+=x) —1—ax—mx > f(z) > f(0) = 0.
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(190n peut prouver cette inégalité plus rapidement en remarquant que x — sinx est concave

sur [0, Z]. (N.d.T.)

I1.5.28.

(a) On pose .
Sur sixe |0,
s = Aoelo gl
1 six = 0.
On montre que f est décroissante sur [O, g] D’apres le théoréme des

accroissements finis, on a

, zcosx —sinz  cosz — 2L cosx — cosh
(@) = 2 = - ’
77 77 7
ot 0 < 6 < z. Ceci implique f/(z) < 0 sur |0, %]. Puisque f(3) = 2

I'inégalité cherchée suit.!'")

(b) L’inégalité a prouver peut s’écrire sous la forme
sinx > —x — 4—3 .
T T
On pose
f(x)—sinx—§x+4x—3 I—[O E] et J—[z E]
T w3’ 4 47 21°
Ona f(0) = f(%) =0et f(F) > 0. De plus, f/(0) =0, f"(5) <0
et fW(x) > 0 pour z € I. Ceci implique f” < 0 sur I et f est donc
concave sur I. Puisque f(0) =0 et f (%) > 0, on voit que f(z) > 0 pour
x € I. On montre maintenant que f’ est convexe sur J. En effet, puisque
G (3)>0et f®(x) > 0 pour z € ]Z,Z], on voit que la dérivée troi-
sieme de f est positive sur J. On a de plus f' (F) < 0et f/ (3) =0. On
en déduit que f/(z) < 0 pour z € J, ce qui, combiné & f (%) = 0, donne
f=0surJ.

égalité sinmae > o — ”Z’fg’ (voir I1.5.1(b)) montre donc que

11.5.29. On suppose d’abord que z € ]0, %[ On a alors ”Zf?’ < mz?. L'in-
)

3,3

sinmx > mx — % > mx(l — ).

Pour prouver la seconde inégalité, on considére la fonction définie par
f(z) =4z — 42 —sinmz pour x € [0,3]. On a f'(z) = 4 — 8z — wcosTx
et f"(x) = —8 + w2 sin 7. Ainsi,

8

1
f"(x9) =0 siet seulement si zg = = Arcsin =
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et f7(0) = =8, f”(3) = 7> —8 > 0. Donc f"(z) < 0 pour = € ]0,z[ et
f"(z) > 0 pour = € |z, %[ ou, dit autrement, f’ est strictement décroissante
sur x € |0, zo[ et strictement croissante pour x € ]ZEQ , %[ De plus, puisque
f/(0) =4—7m>0et f/(3) =0, on voit que f'(z) < 0 pour = € |zo, 5[
et donc aussi que f’(zg) < 0. Ceci implique qu’il existe z1 € ]0, x| tel que
f'(z1) = 0. La monotonie de f’ implique que f croit sur |0, x| et décroit sur
|21, %[ Puisque f(0) = f(3) = 0, on obtient f(z) > 0siz € ]0,1[. On a
donc montré que 'inégalité est vérifiée pour = € ]O, % [ et on vérifie facilement
qu’elle est aussi valide pour z = % Finalement, on note que les deux inégalités
ne changent pas si on remplace = par 1 — z. Elles sont donc vérifiées pour

xz €]0,1].

et

-0l n° " n

De plus, fO(0) = —% <0pourl=23,....,n, f/(0)=0et f(0) =0. Puisque
f(")(az) < 0 pour z > 0, la dérivée ("1 est strictement décroissante, ce
qui implique ™V (z) < f=1(0) < 0. Ceci implique alors la monotonie de
f=2 et f("=2(z) < 0 pour x > 0. En répétant le méme raisonnement, on
arrive a f(z) < f(0) = 0 pour x > 0.

I1.5.31. Puisque f'(z) = —fl—T e~ ", on voit que la dérivée ne s’annule qu’en 0.
De plus, si n est pair, alors f/'(z) < 0 pour z # 0. Dans ce cas, f n’a donc pas
d’extrema locaux. D’autre part, si n est impair, alors f/(x) > 0 pour z < 0 et
f'(z) < 0 pour z > 0 et, dans ce cas, f(0) = 1 est un maximum (global) de f.

I1.5.32. La dérivée f'(z) = (m +n)z™ 1 (1 —z)" ! ( . — 33) ne s’annule

m+n
quen zg = 0 (si m > 1), 21 = 1 (sin > 1) et en 23 = 7. On vérifie
facilement que f(xz3) = % est un maximum local. De plus, si m est

pair, alors f(zg) = 0 est un minimum local de f. Si m est impair, il n’y a
pas d’extremum local en 0. La méme analyse montre que si n est pair, alors
f(xz1) = 0 est un minimum local et si n est impair, il n’y a pas d’extremum
local en x7.
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11.5.33. Le résultat du probléme précédent implique que f atteint sa valeur

. My T . 4 .
maximale % en un x vérifiant I’équation
.9 m
sin“ x = .
m—+n

11.5.34. Pour x # 0,1, on a

1 = 3B

9 V2201 —=x)

La dérivée f’ s’annule donc en xz = % De plus, f/(x) > 0six € ]0, %[ et

3
flx) <0six e ]%,1[. Donc, f (%) = %Z est un maximum local de f. La
fonction n’est dérivable ni en 0 ni en 1. Puisque f(x) > 0 pour z € ]0,1]
et f(z) <0 pour x < 0, f n’atteint pas d’extremum local en 0. En revanche,

/(1) = 0 est un minimum local de f car f(z) > 0 pour z > 1 et pour x € |0, 1].

W=

A

0,5

Ll

I1.5.35. On a f’(z) = Arcsinz. Seul 0 est donc un point critique de f.
Puisque f(0) = 1 et f(—1) = f(1) = 5, T est donc un maximum global et 1
un minimum global de f sur [-1,1].

11.5.36. On a f' < 0pour z > let f(z) < f(1) = 2. On a f'(3) = 0,
fl@) <0size]0,i[et fl(x) >0siaze]s 1, donc f(3) = 3 est un
minimum local de f. La dérivée f’ est strictement positive pour z < 0 et
3= (0) > f(2).

La fonction f atteint donc son maximum global en 0 et 1 et
f(0) = f(1) = 1. D’autre part, puisque zgr}rloo flz) = xErEloof(x) = 0 et
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f(z) > 0 pour tout x € R, la borne inférieure de f(R) est égale & 0 mais
la fonction n’atteint pas de minimum global sur R.
I1.5.37.

(a) Le maximum global de la fonction x +— ze™®, x > 0, est f(1) = % Donc,

" 1 1 1

]' —a
—gake EFL—XnX—=—.
ni— n e e

(b) Comme en (a), il suffit de trouver le maximum global de

e ® >0

(¢) Siun des réels ay est nul, 'inégalité est évidente. On suppose donc que
tous les ay sont strictement positifs. En prenant le logarithme de chaque
membre, on obtient I'inégalité suivante, équivalente a celle donnée :

1 — ag
— E <lnak——> <In3-—1.
n 3

k=1

Il suffit maintenant de trouver le maximum global de

xb—>lnx—§, x> 0.

I11.5.38. On a

fl(x) =

z%e_ﬁ ((\/§+sin %) SEN T — COS %) sixz #0,
six = 0.

Puisque

1 1
sin—:l:cos—' < \/5,
x x

on voit que f'(z) > 0siz > 0et f/(z) <0sia <0. La fonction f n’a donc
pas d’extrema locaux sur R*. Enfin, 0 = f(0) est un minimum global de f, car

f(z) > f(0) =0 pour z # 0.
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I1.5.39. On note d’abord que f(z) > f(0) pour x # 0. De plus,

() =

z2 (83:+43:sin% — oS %) six #£0,
0 siz = 0.

Donc, si n € Z \ {0, 1}, alors

1 1 4
(= )=—_ (= -1} <o
/ <2n7r> 4n?m? <n7r ) <

et sineZ\{—1}, alors

' <(2n Jlr 1)7r> == +11)27r2 <(2n i = 1> ~ 0.

I1.5.40. On observe que shx > 0 et thx > 0 pour x > 0. On peut donc
réécrire l'inégalité

shx
—— < thz
vshz? 4 ch z?
sous la forme équivalente
1 1

<
Vsha? +chz? chx

et cette inégalité est évidente. Les autres inégalités peuvent se démontrer avec
des arguments classiques.

11.5.41. Pour 0 < a < b, on pose x = In \/g. On a alors

b-a_ _b-a _, \/3< b-a 1 0’—d
ny/— < —— < = .
o, fa2tb2 b+a a  2v/ab 2 2ab
2
On obtient le résultat demandé en divisant les inégalités précédentes par lFTa.

11.5.42.
(a) D’apreés la régle de 'Hospital, on a

1
i L SOy
lim ( 5 L ) = limer™ 2 =e2l®W = /3y

p—0 p—0
car ,
P+ D
) 1 P ue yp ) <1n z 2y ) 1
lim —In =lim — % = —Inay.
p—0p 2 —0  (p) 2
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1
(b) Pour p # 0, on pose f(p) = <,va2Lyp) . 1l suffit de prouver que

P +yP
2

F(p)zlnf(p)Z%ln

est une fonction strictement croissante. On a

1 P P 4 yP
/
F(p):]?<xp+yp(:vplnaz+yplny)—ln )
On pose
P 4 oP
G(p):g;piyp (2" Iz + P ny) — n =Y
et on a
D [(:Ep In? z 4 P In? y) (zF + yP) — (aP Inz + yP lny)2]
G'(p) = :

(a? +yp)?
Notre but est donc de prouver que
(zPIn®z + yP In?y) (2P + y*) — (2P lnz + yPIny)? > 0.
On applique I'inégalité de Cauchy
(z1y1 + w292)* < (a7 + 23) (47 +43)

en prenant

(S]]

b b b
T =22, T = Y2, y1 =22 Inz, y2 =y2Iny

pour obtenir

P
2

2
<x§ 28 lnz+y? -yt lny) < (2P +9P) (xpln2a;—|—ypln2y) ,
d’ou

(2P Inz + yPIny)? < (2P + yP) (a? In? 2 + yP In? y) .
Ceci implique G’(p) = 0 pour p > 0 et G(p) = p?F’'(p) > G(0) = 0. Si
p < 0, on a alors G'(p) < 0 et G(p) = p*F’'(p) > G(0) = 0. On voit
donc, pour résumer, que la fonction p — f(p) est strictement croissante
sur chacun des intervalles |—oo,0[ et ]0, +oo[. Il s’ensuit, par définition
de My(x,y), que f est strictement croissante sur R.
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11.5.43. Pour A > 0, on définit

2"yt A (e +y)" — 2" —y")
fO) = 24+ A (2" —2)

On peut montrer, en utilisant I'inégalité

(33' + y)n < 2n—1 (xn + yn) :

que f'(A) < 0. La fonction f est donc décroissante sur [1,+oo[ et, puisque

f(1) = (z+y)" /2™, la seconde inégalité suit. Pour prouver la premiére in-

égalité, il suffit de montrer que )\lim f) = (./a:y)n. L’inégalité entre les
— 400

moyennes arithmétique et géométrique donne

: (+y)" —a" —y"
1 ) =
ym  f) 7 2

(e + G224+ ()l
2" — 2

> Vi )® @)@ @1y 60 = (i),

la derniére égalité se déduisant de l'identité

<T>+2<Z>+...+(n—1)<nil> — (2 1)

qui peut se prouver en utilisant le fait que
-1
k‘(Z) = n(Z_ 1> pour k > 1.

(a) On pose f(z) =sin(tanz) — z pour z € [0, Z]. On a alors

11.5.44.

f(0)=0 et f'(x)=cos(tanw) 1

cos? z

et
2

() >0 siet seulement si  cos(tanx) > cos” z.
On remarque que cos(tanz) > 1 — % (voir I1.5.1(a)). 11 suffit donc

™

tan? 2
de montrer que 1 — **5-* > cos“z pour = € [0, T

cette derniére inégalité sous la forme

]. On peut réécrire

2w#x—3w§x+1<0

qui est clairement vérifiée pour tout x € [0, %]
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(b) On pose f(x) = tan(sinz) — & pour z € [0,%]. On a alors
cos
00=0 et fl(z)= ——"—
1(0) et fle) cos?(sin x)
Done, f'(z) > 0 si et seulement si
1 + cos(2sin x)
5 .

Pour prouver cette derniére inégalité, on remarque que,
d’aprés I1.5.1(c),

cosz > cos’(sinzx) =

2
14 cos(2sinx) < 2 —2sin’z + = sin'z < 2cos 7,

des arguments classiques pouvant étre utilisés pour montrer que cette
derniére inégalité est bien vérifiée pour x € [0, %]

I1.5.45. On pose f(z) = Sinl% — 2. On a alors, pour tout = € ]0,m/2],
f(x) > 0 si et seulement si

1 coS T

3 7 sindz
ou, dit autrement, si et seulement si

sin
7\3‘/@ -z >0
Si maintenant on pose .
_ sinx
g(z) = m -7z
on a alors
g (z) = (cos 33)% + = (cos 33)_% sin“z — 1

et

4
g (z) = 5 (cos a;)_% sin® z.

On voit donc, puisque ¢”(z) > 0 pour z € |0,7/2[, que ¢'(z) > ¢’(0) = 0 et
g(x) > g(0) = 0 sur cet intervalle. Ceci implique alors que f est croissante sur

10, 7/2 et f(2) < (3) =1— 4 .
11.5.46. Il suffit de remarquer que

w  y  (viFeE-1)
1+2\/1+—1’2> (Lt (1+2vT+27)

(Arctan:z — 7 > 0.
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I1.5.47. Si ap = by, pour tout k, la proposition est alors évidente. On suppose
donc que ap # bx pour au moins une valeur de I'indice k et on pose

n

@) = [[@ax+ 1 —2)b) et g() =In f(a).

k=1

On a alors

n

, __ arp — by 1" _ - a — by i
g(x)_ZZEak“—(l—iE)bk ot g(x)__z<xak+(1_m)bk>

le=I1l k=1

Puisque ¢”(x) < 0, la fonction g (et donc aussi f) atteint son maximum sur
[0, 1] en une des extrémités de U'intervalle si et seulement si ¢'(0) et ¢’(1) ont le
méme signe, c’est-a-dire si ¢’(0)g’(1) > 0. Cette derniére inégalité s’écrit aussi

(o) ()

k=1 k=1

I1.5.48. D’aprés I1.5.1(a) et (c), on a

z2 2zt

?gcosx§1—7+2—4, x €R.

1 —
Il suffit donc, pour prouver notre inégalité, de montrer que

1'2 1'4 y2 y4 2,2
-+ 41— 42 <141-="2L
y T Tl Ty Ty st 2

ou, de fagon équivalente,
zt +yt 4+ 12227 — 12 (ZE2 + y2) <0 pour zZ+y2< .

On peut écrire cette derniére inégalité en coordonnées polaires (r,6) comme
suit :
r? (24 5sin?20) <24 pour r* <7 et 6 € 0,27 (%)

Puisque
r? (2+ 5sin®20) < Trr < 24,

'inégalité (x) est bien vérifiée.
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11.5.49. L’inégalité est évidente si z > 1 ou y > 1. On suppose donc que
x,y € 10,1] et on pose t = zy. L’inégahte étant symétrique, il suffit de consi-
dérer le casoun 0 <t < 1. On a

a¥ + 9 = 2% + (tz)” = ()" + t*2°.

La fonction z — 2 atteint son minimum e~ /¢ = @ en % et, puisque t* > t, on
voit que ¥ +y% > a® +ta. De plus, F(t) = a* +ta, t € R, n’a qu'un minimum
local en tg = 1 — e < 0, F' est strictement croissante sur ]¢g, +oo[ et F(0) = 1.
Il s’ensuit que ¥ + y* > 1.

I1.5.50. Pour 0 < & < 1, on peut réécrire I'inégalité a prouver sous la forme

1-22"+ 2™ < (1 —2") VI—a"

ou

1—2z" _ 1—(1—2")

l—z " 1-—yI—2a"
La fonction t — 11_” étant strictement croissante sur |0, 1[, il suffit donc de
montrer que z < /1 — 2" ou, de fagon équivalente, 0 < z < é_ On note
pour finir que (1 + %) > 2 pour n > 2, ce qui implique ?/ > n—+1

I1.5.51. Pour 0 < x < 1, on considére la fonction

_f(a;)_ 2 23 1
g(x) = . 1 5 +24smx

Puisque ¢'(z) < 0 pour 0 < x < 1, on voit que g est strictement décroissante
sur |0, 1[. Done g(y + 2) < g(y), 9(y + 2) < g(2) et

y9(y + 2) + 29(y + 2) < yg(y) + z9(2),

ce qui implique f(y+2) < f(y) + £(2).
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11.5.52.  On part de la formule bien connue du binéme

wror=3 ()t )

k=0

On dérive (1) par rapport a x puis on multiplie I’égalité obtenue par z pour

obtenir
z(z+y)" Zk() akynk, (2)

On dérive deux fois (1) par rapport & x puis on multiplie 'égalité obtenue par
22 pour obtenir

n(n —1)z? (z +y)" Zk —1<>knk. (3)

Si on remplace dans (1), (2) et (3) y par 1 — z, on obtient

1=y <Z>xk(1—x)"_k,

et

Il s’ensuit que

n

3" (k —na)? <Z>$k 1-2)"* = nz(l—2) < % .

k=0

I1.5.53. Par hypothése, I’équation f(x) = 0 admet une unique racine, no-
tée &, dans [a, b].
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A A
| |
fﬂ'>0 : : fﬂ>0
>0 ! |I f<o
I I
| | | I
4 | | | I b
: — 1 —
L—¢ %2 m b a T T2 £~
LS .
~§ 7 b a 1 ®z2 £_1
2 T 2
| | | b
| | I
| |
| |
: : f.”'
I | >0
I I

On suppose, par exemple, que f'(x) > 0 et f”(z) <0 pour z € [a,b]. On pose
donc xg = a. D’aprés la formule de Taylor avec reste de Lagrange, on a

0= £(8) = flon) + @) € — z) + 5 /" (en) (€ — 2 )?,

ol ¢, est un élément de I'intervalle ouvert d’extrémités £ et x,,. Par définition
de la suite {z,},

__ fen) 2
La suite {z,,} est donc majorée par £ et f(z,) < 0. D’ou
§—$n+1:§—l’n+f($n)<f—xm

f'(zn)

ce qui signifie que la suite {x,} est strictement croissante, donc convergente

et lim =z, = &. Les autres cas se traitent de la méme fagon.
n—-+o0o

11.5.54. Clairement m et M sont strictement positifs. La solution du pro-
bléme précédent implique

0= £(6) = f(@n) + F/(@n)€ — 7a) + 5 F"(en) (€~ )7,
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ot & est I'unique racine de 'équation f(x) = 0 dans [a,b] et ¢, est un élément
de l'intervalle ouvert d’extrémités £ et x,,. Donc,

@) |_ e e M

2
=27 S (T

xn_§

|Tnt1 — €| =

I1.5.55.  On montre que sup{2_z + 2% x> 0} = 1. Pour cela, on pose

flz)y=2""4 2=% pour > 0. Clairement fQ)=1et f(z) = f(2). Il suffit
donc de montrer que f(x) < 1si x> 1 ou, dit autrement,

1 1
—1<1—2—x pour x> 1. (1)
2z
D’aprés 11.3.7(a), on a
1\” x
On montre maintenant que
1
1—2%25 pour x > 2. (2)

On écrit pour cela (2) sous la forme g(z) = 2°~! — 2 > 0 et on remarque que
g est strictement croissante sur [2,4o00[ et g(2) = 0. L’inégalité (1) est donc
prouvée pour x > 2 et f(x) < 1 pour x > 2. Notre but est maintenant de
montrer que f(z) < 1 pour x € ]1,2[. On définit pour ce faire la fonction h en
posant

h(z) = In f(z) = In (2w + 2%) - <x + é) In2.
Puisque
S
20 4 2=
il s’ensuit que A'(z) < 0 si et seulement si (332 = 1) In2 < 2z Inz. On considére,
pour prouver cette derniére inégalité, la fonction

k(z) = (z* —1)In2 —2zlnz, =z€]1,2[.

On a k(z) = 2xIn2 —2lnz — 2 et k”’(x) = 2(In2 — 1/z). Done, k" (x) < 0
size|l,1/In2[ et k’(x) > 0siz € |1/In2,2[. Puisque ¥ (1) = ¥'(2) < 0,
on obtient k'(z) < 0 pour tout x € ]1,2[, ce qui signifie que k est décrois-
sante sur cet intervalle et k(z) < k(1) = 0. Donc, h/(z) < 0si z € |1,2] et
h(z) < h(1) =0, ce qui donne f(x) < 1 pour z € |1,2[. On conclut donc que
I'inégalité (1) est vérifiée pour tout x € 1, +o0].

B (z) = In2

9
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I1.5.56. [4]. La démonstration est basée sur le théoréme des catégories de
Baire('"). Pour n € N*, on définit A,, = {zel0,1]: f™(z) = 0}. Par hypo-
these, [0, 1] est 'union des A, et, d’aprés le théoréme de Baire, au moins un
des A, n’est pas nulle part dense. Il existe donc un intervalle fermé I et un
entier n tels que I C A,,. Puisque f( est continue, on a f(™ (z) = 0 pour tout
z € I et f coincide donc sur I avec un polynoéme. La démonstration est com-
plete si I = [0, 1]. Si ce n’est pas le cas, on peut répéter le méme raisonnement
sur les intervalles restants de [0, 1]. On obtient en poursuivant ce procédé une
collection d’intervalles dont I'union est dense dans [0,1]. De plus, f coincide
sur chacun de ces intervalles avec un polynome. Notre but est de prouver que
f coincide avec le méme polyndéme sur tous ces intervalles. On considére pour
cela 'ensemble B obtenu lorsqu’on retire l'intérieur des intervalles de la col-
lection. Clairement, B est fermé. De plus, si B n’est pas vide, alors chaque
élément de B est aussi un point d’accumulation de B. En effet, si zg € B
n’est pas un point d’accumulation de B, alors xg est une extrémité commune
a deux intervalles Ij et I telle que f(™)(z) = 0 pour z € Iy et f("2)(2) =0
pour z € Iy. Donc, f(™(z) =0 pour = € I; UI; et n > max {ni, no}. Puisque
f(") est continue, f coincide avec un polynome sur Punion de I; et I et z
n’appartient donc pas a B, contradiction. B étant fermé, s’il n’est pas vide, on
peut appliquer & nouveau le théoréme de Baire. Il existe donc un A,, tel que
A, N B est dense dans BN J, ot J est un intervalle. Ceci implique que f™
s’annule sur B N J. Il existe d’autre part un sous-intervalle K de J complé-
mentaire de B et un entier m tel que (™) () = 0 pour x € K. Si m < n, alors

f™(x) = 0 pour z € K. Sim > n, f®HD(z) = fO+D(z) = ... = fM(2) =0
pour x € BN J car chaque point de B est un point d’accumulation. En parti-
culier, f+D(z) = f+2(z) = ... = f™)(z) = 0 aux extrémités a et b de K.

On a donc, pour tout = € K,
0= [* 1™ dt = fmV(z) - 1 D(e) = S D(a),

En répétant le procédé, on obtient donc aussi f(™) (z) = 0 pour tout = € K dans
le cas ot m > n. Bien siir, le raisonnement s’applique a tout sous-intervalle K
de J complémentaire de B. Il s’ensuit que f(™ () = 0 pour = € J et aucun
point de B ne se trouve donc dans J, contradiction. L’ensemble B est donc
vide ce qui signifie que I = [0, 1] était le seul intervalle au départ.

(D On pourra trouver une démonstration n’utilisant pas le théoréme de Baire, par exemple, dans
S. Gonnord, N. Tosel, Thémes d’analyse pour I’Agrégation - Calcul différentiel, Ellipse, 1998.
(N.d.T.)
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I1.5.57.  On pose

o sixz€[0,1/2],
CR P

On a alors f/(z) = 0 pour z € [0,1/2] et f®)(x) =0 pour z € ]1/2,1].
L’exemple suivant montre que la conclusion de 11.5.56 est fausse si on a
seulement lirf f™(z) = 0 pour tout = € [0,1] :
n—-—r+od

f(x) :sing, xz € 0,1].

I1.6. Dérivabilité forte et dérivabilité au sens
de Schwarz

11.6.1. 1l suffit de prendre 2o = a dans la définition 5. La réciproque est
fausse (voir, par exemple, 11.1.13).

I1.6.2. [M. Esser, O. Shisha, Amer. Math. Monthly 71 (1964), 904-906]. Soit € > 0
et 0 > 0 tels que
B={z:|z—a|<d} CA
: o) = (o)
r1) — J X2
—————=—f"(a)
1 — 22
si x1, 79 € B et 21 # x5. Si maintenant x € A! (autrement dit, si f/(z) existe)
etsi|z—al < g, on a alors

f(x2) — f(=)
o — T

pour tout zo tel que |zo —al < g. En faisant tendre xs vers x, on obtient

|f'(z) = f*(a)] < e, dou lim f(z) = f*(a) = f'(a). Puisque A* C Al il
TEAl
lim f*(z) = f*(a) = f'(a).

T—a
TEA*

< E

— f*(a)

<e€

s’ensuit que

I1.6.3. [M. Esser, O. Shisha, Amer. Math. Monthly 71 (1964), 904-906]. La fonc-
tion f’ étant continue en a, le théoréme des accroissements finis donne

f(z1) = f(22)

lim SR o dim (a4 O — ) = f(a).
(z1,22)—(a,a) Tl — T2 (Il,x2)—>(a,a)f( ! ( 2 1)) f( )
T1#£T2 21 £
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I1.6.4. [M. Esser, O. Shisha, Amer. Math. Monthly 71 (1964), 904-906]. Non. On
considére la fonction f définie sur Uintervalle |—1,1[ par

f(x) = /0 “gya,

+00
0 site]-1,00U U o5, %],

g(t) = ) —+o00 1 kjl
t site kgl [ﬂ e {

La fonction f est continue sur |—1,1[ et

lim fla) = f(wz) = lim ! /zl g(t)dt = 0.

(z1,22)—(0,0) a1 = a8y (z1,22)—(0,0) T3 — X1
:Cl#:vz 73175502

2

Cette égalité se déduit du fait que

Azl ZL‘2 _ ZL‘2
0< / g(t)dt < 2—"2 pour x5 < 1.
o2 2
La fonction f est donc fortement dérivable en 0, mais f’ n’est pas définie en
1
n=3,4,5,...

n’
I11.6.5. Le résultat se déduit immeédiatement de 11.6.2 et 11.6.3.

I1.6.6. [C.L. Belna, M.J. Evans, P.D. Humke, Amer. Math. Monthly 86 (1979),
121-123]. On note d’abord que f’ appartient & la premiére classe de Baire car

f'(z) = lim / ($+ %) — /(@) .

n—-+4o0o 1
n

L’ensemble des points de discontinuité de f’ est donc un ensemble de premiére
catégorie (voir 1.7.20). La proposition se déduit alors du résultat de 11.6.3.

I1.6.7. Soit @ € R tel que f(a) < a < f(b), on pose
c=inf{z €a,b]: f(z) > a}.

Clairement, ¢ # a et ¢ # b. Par définition de la borne inférieure, f(z) < «
pour z € [a, | et il existe une suite strictement positive {h,,} convergente vers
0 telle que f(c+ hy) > a. La fonction f étant Schwarz-dérivable en ¢, on a

fle+hy) = flc—hn) >0
n—-+00 2h, -
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On peut noter que, de la méme maniére, si f(a) > f(b), il existe ¢ € |a, b[ tel
que f*(c) <0.

I1.6.8. [C.E. Aull, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 708-711|. La proposition est
évidente si f est identiquement nulle sur [a,b]. On suppose donc qu’il existe
¢ € la,b[ tel que, par exemple, f(c) > 0. Le résultat précédent implique qu’il
existe x1 et zg tels que a < x1 < ¢ <wg < b, f¥(x1) = 0et f5(xz) <O0.

I1.6.9. [C.E. Aull, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 708-711]. On voit facilement
que la fonction auxiliaire

F(z) = f(z) - fa) - D=

vérifie les hypothéses du probléme précédent.

(z —a)

I1.6.10. [C.E. Aull, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 708-711|. Puisque f° est
bornée sur Ja, b[, il existe M > 0 tel que |f*(x)| < M pour tout = € Ja,b[. Le
résultat du probléme précédent donne alors
— f(t
—-M < L{() <M si zt€la,b[,z#t.
x —_—
En conséquence, |f(z) — f(t)] < M |z —¢|.

I1.6.11. [C.E. Aull, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 708-711]. D’apres 11.6.9, il
existe x1 et xg entre x et x + h (z,z + h € |a,b]) tels que

flz+h) - f(z)

Ple < LEENZID) ¢ oy
D’autre part, ?ar continuité de f¥, il existe x3 entre x et = + h tel que
Jo(x3) = M En faisant tendre h vers 0, on obtient f*(x) = f'(x).

I1.6.12. Siz et z (x < 2) se trouvent dans I, d’aprés I11.6.9, il existe alors

x9 € |z, 2| tel que
TEZT@ 5 prims) > 0

11.6.13. Comme précédemment, il suffit d’appliquer le résultat de I1.6.9.
I1.6.14. Non. Considérez, par exemple, la fonction f définie sur x € |—1,1]

par f(x) = x—2 |z|. On vérifie facilement que f*(0) = 1 et f(0) est le maximum
de fsur |—1,1].
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11.6.15. [C.L. Belna, M.J. Evans, P.D. Humke, Amer. Math. Monthly 86 (1979),
121-123|. 11 suffit de prouver qu’il existe un ensemble résiduel sur lequel la pre-
miére égalité est vérifiée, la seconde pouvant s’obtenir en remplagant f par
—f dans la premiére. Par définition, Dsf(x) > D, f(z). Notre but est donc de
montrer que ’ensemble

A(f) ={z: Dsf(z) > Dsf(z)}

est un ensemble de premiére catégorie. On observe que A(f) est I'union dé-
nombrable des ensembles

A(f,a) ={z:Dsf(x) >a>D,f(x)}, acQ.

I1 suffit donc de montrer que chacun de ces ensembles est de premiére catégo-
rie. Puisque A(f,a) = A(g,0), ot g(x) = f(z) — ax, il suffit de montrer que
A(f,0) est de premiére catégorie. On note pour ceci que

+0o0
A(f,0) = | An(f,0)
n=1

+o0

—LJ<%ﬂﬂx—m<f@+hhmm0<h<%}ﬁAUﬂO-

n=1

Il suffit donc de prouver que tous les ensembles A, (f,0) sont de premiére ca-
tégorie. On suppose, au contraire, qu'il existe n € N* tel que A, (f,0) soit
de seconde catégorie. Il existe alors un intervalle ouvert I tel que A, (f,0) est
aussi de seconde catégorie dans tout sous-intervalle ouvert de I. On suppose de
plus que la longueur de I est inférieure a % et que a,b € I, a < b. Soit S C R
un ensemble résiduel tel que f|g soit continue, c € SN ]a,b[ et € > 0. Il existe
un sous-intervalle ouvert J de l'intervalle |a ,b[ tel que ¢ € J et

f(z)> f(c)—e pour zeSNJ. (%)
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Soit K un sous-intervalle ouvert de U'intervalle Ja, b[ tel que
IN{:2K—b:{y:y:2x—b,:E€K}CJ.

Puisque I’ensemble
1
S, = {m:f(a:—h) < f(x+h) pour 0 < h < E}

est de seconde catégorie dans K et S est résiduel dans R, on voit que I’ensemble
(25, —-b)N (S N K) est de seconde catégorie, donc non vide. On peut choisir

7 € SNK tel que 2t € S,,. En prenant h = %52 (clairement, 0 < h < 1/n), on
voit que f(z) < f(b). De plus, (x) implique f(c) —e < f(Z) et, € > 0 pouvant
étre choisi arbitrairement petit, on conclut que f(c¢) < f(b). On peut montrer
de la méme maniére que f(a) < f(c). On a donc prouvé que f est croissante
sur I, d’ot D, f(x) > 0 pour € I. On a alors A(f,0) NI = &, contradiction.

11.6.16. Le résultat se déduit immédiatement du probléme précédent. Notez
qu’il s’agit d’une généralisation de I1.6.6.

I1.6.17. [J. Swetits, Amer. Math. Monthly 75 (1968), 1093-1095]. On peut sup-
poser que f est localement bornée sur [z, zg[ et zg — 21 < 0 < 1. On note x5
le milieu de [z, zo[. Il existe M > 0 tel que |f(z)| < M pour z € [z, x2]. On
choisit h, 0 < h < g, tel que

|f(z2 +h)| > 1+ M+ |f*(x2)] -

On a alors
f(x2+h)2_hf(x2_ ) _fs ‘ ‘f $2+h ( T2 — h) —‘fs(xg)‘
2 [f( 332+h)| - If(fvz— h)| — | f*(z2)]
2 [f(z2+ )| = M —|f*(z2)] > L.

La fonction f n’est donc pas uniformément Schwarz-dérivable sur [a , b].

11.6.18. On peut utiliser le résultat de I1.6.9 et procéder comme dans la
solution de I1.2.26.

11.6.19. On considére la fonction définie comme suit :

0 sixeR",
f(x)_{l six=0.
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La dérivée de Schwarz f* est identiquement nulle sur R mais f n’est unifor-
mément Schwarz-dérivable sur aucun intervalle contenant 0.

I1.6.20. [J. Swetits, Amer. Math. Monthly 75 (1968), 1093-1095]. On suppose
d’abord que la fonction f est uniformément Schwarz-dérivable sur tout inter-
valle [a,b] C I. Soit zg € Ja,b[ et 6; > 0 tel que [zg — 01,20 + 1] C Ja,b]. On
pose Iy = Jzg — 61,20 + d1[. Puisque f est localement bornée sur I, il existe
M > 0, tel que

|f(x)] < M pour ze€lj.

Soit § > 0 tel que

fla+h)—flz=h)
‘ o, —fiz) <1
pour |h| < d et x € [a,b]. On a alors
s fl@+h) - flz—h) 2M
|f(x)\<1+‘ T <1+2|h1|

pourz € I = ]ZEO = %1 , o + %1 [et |h1| < min {9, 61/2}. La dérivée de Schwarz
f* est donc localement bornée sur I. On prouve maintenant que f est continue
sur I. Supposons, au contraire, que f est discontinue en zy € [a,b] C I. 1l
existe alors £ > 0 tel que pour tout § > 0, il existe 2’ € [a,b] N ]|xg — §,x¢ + I
pour lequel |f(z') — f(xg)| > e. Puisque f* est localement bornée, il existe
M > 0 tel que | f*(z)] < My pour z dans l'intervalle d’extrémités z’ et xg. En
conséquence,

M_f8<x/+x°>‘>‘ c M,

' — zo 2 ~ |z’ — xo

ce qui contredit I'uniforme Schwarz-dérivabilité de f sur [a,b]. On a donc
prouvé que f est continue sur I et, d’aprés le résultat de 11.6.18, il en est de
méme pour f*. Ceci, combiné avec I1.6.11, montre que f’ existe et est conti-
nue sur I. Le fait que la condition soit suffisante se déduit immédiatement du
résultat de I1.6.18.
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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Enoncés
II1.1. Suites de fonctions, convergence uniforme

On adopte la définition suivante :

Définition. Une suite de fonctions {f,} converge uniformément sur A vers une
fonction f si, pour tout € > 0, il existe ng € N* tel que n > ng implique
| fn(z) — f(x)| < e pour tout € A. On notera ceci f, = f.

A

ITI.1.1. Prouver qu'une suite de fonctions { f,,} définies sur A est uniformément
convergente sur B C A vers f: B — R si et seulement si la suite réelle {d,, },

dn:Sllpﬂfn(l’)—f(l‘”3ZE€B}, TLGN*,

converge vers 0.

IT1.1.2.  Soit {fn} et {gn} deux suites telles que f,, = f et g, = g. Prouver que
A A
Jn+ 9n ff'{'g- A-t-on fr, X gn ff xg?
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IT1.1.3. Soit {f,} et {gn} deux suites telles que f,, = f, gn = g et telles qu’il
A A

existe M > 0 vérifiant |f(z)| < M et |g(z)| < M pour tout = € A. Prouver que
Jn X gn =3 f X g

ITI1.1.4. Soit {a,} une suite réelle convergente et {f,} une suite de fonctions
vérifiant
sup{|fn(x) — fm(z)| : x € A} <lay, — ap|, m,n e N

Prouver que {f,} converge uniformément sur A.

I11.1.5. Montrer que la limite d’une suite de fonctions bornées et uniformément
convergente sur A est bornée sur A. Cette proposition est-elle vraie dans le cas
de la convergence simple ?

IT1.1.6. Montrer que la suite de fonctions { f,,} définie par

z - .
Fulz) = = sl n est palr,
n\T) = 1 . . .
= sl m est impailr
n

est simplement convergente mais n’est pas uniformément convergente sur R. Trou-
ver une sous-suite uniformément convergente.

I11.1.7. Prouver le critére suivant de convergence uniforme de Cauchy. La suite
de fonctions {f,}, définies sur A, converge uniformément sur A si et seulement si,
pour tout € > 0, il existe ng € N* tel que m > ng implique | f1n(x) — fin(2)| < &
pour tout n € N et tout x € A.

I11.1.8. Etudier la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions définie

par
1 x?
(a)  falz) = 1+ (e — 1)2 ) (b)) falz) = m7
(¢) folz) =2"(1—2x), (d)  falz) =na"(1 —2),
na?
(e) fn(x) =n’z" (1 - x)47 (f) fn(x) = 1+nz’
€ fle) =
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I11.1.9. Etudier la convergence uniforme de {f,} sur A et sur B lorsque
(a) fo(x) =cos"z (1 —cos"x), A=[0,7/2], B=[n/4,7/2],

(b) fu(z) =cos"xsin?*z, A =R, B=[0,7/4].

II1.1.10. Déterminer si la suite {f,} converge uniformément sur A lorsque

2
(a) fn(z) = Arctan ﬁxn?’ , A=R,

(b) fu(z) =nln <1 + x_2> , A=R,
1 + nx

Jalz ) A:Rj_,

) (z) =

) fn(z) = \/1+x2" A =R,
(e) fo(z) = /20 + |2, A =R,

) (x)

) (x)

X

x

vn+1sin"zcosz, A =R,
n(vVoe—-1), A=[,a], a>1

=

x

IT1.1.11. Soit f une fonction définie sur [a,b]. On pose f,(x) = [nf(z)] pour

x € [a,b] et n € N*. Prouver que f, = f.
[a,b]

I11.1.12. Vérifier que la suite {f,},

fu(z) = nsinv/4r2n2 + 22,

converge uniformément sur [0,a], a > 0. Converge-t-elle uniformément sur R ?

IT1.1.13. Prouver que la suite de polynoémes {P,} définie par la relation de
récurrence

Po() =0, Pana(e) = Pale) + 5 (2~ PA(@)), mel,

converge uniformément sur 'intervalle [0, 1] vers f(x) = /.
En déduire qu’il existe une suite de polynémes uniformément convergente sur
I'intervalle [—1, 1] vers la fonction z +— |x|.
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IT1.1.14. Soit f: R — R une fonction dérivable telle que f’ soit uniformément
continue sur R. Vérifier que

n <f <x + %) — f(x)) tend vers f(z)

uniformément sur R. Montrer sur un exemple que I’hypothése d’uniforme de conti-
nuité de f’ est essentielle.

II1.1.15. Soit {f,} une suite uniformément convergente sur R de fonctions uni-
formément continues. Prouver que la limite est aussi uniformément continue.

II11.1.16. Prouver le théoréme suivant de Dini. Soit { f,,} une suite de fonctions
continues sur un ensemble compact K qui converge simplement vers une fonction
f aussi continue sur K. Si f,11(z) < fu(x) pour tout z € K et n € N, alors la
suite {f,} converge uniformément vers f sur K.

Montrer sur des exemples que chaque hypothése du théoréme de Dini (compa-
cité de K, continuité de la limite, continuité des f,,, monotonie de la suite {f,})
est essentielle.

IT1.1.17. Une suite de fonctions { f,}, définies sur un ensemble A, est équicon-
tinue sur A si pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que |f,,(z) — fn(2")| < & dés que
|r — 2’| < 6, z,2" € A, n € N. Prouver que si {f,} est une suite uniformément
convergente de fonctions continues sur un ensemble compact K, alors {f,} est
équicontinue sur K.

IT1.1.18. Une suite de fonctions {f,}, définies sur un ensemble A, converge
continiment sur A si la suite {f,(z,)} converge vers f(z) pour tout x € A et
pour toute suite {z,} d’éléments de A convergente vers z. Prouver que si la suite
{fn} converge continiiment sur A, on a alors

Jim () = £(2)

pour toute suite {x,} d’éléments de A convergente vers z € A et pour toute
sous-suite {fy, }.

IT1.1.19. Prouver que si {f,} converge continiiment sur A vers f, alors f est
continue sur A (méme si les fonctions f,, ne sont pas elles-mémes continues).

I11.1.20. Prouver que si {f,} converge uniformément sur A vers une fonction
f continue, alors {f,} converge contintiment sur A. La réciproque est-elle vraie ?
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II1.1.21. Soit {f,} une suite de fonctions définies sur un ensemble compact K.
Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite {f,} converge uniformément sur K vers f € k.

(ii) La suite {f,} converge continiment sur K vers f.

II1.1.22. Soit {f,} une suite simplement convergente vers une fonction continue
sur [a, b] de fonctions définies sur [a, b], toutes croissantes ou toutes décroissantes.
Prouver que {f,} converge uniformément sur [a,b].

I11.1.23. Soit {f,} une suite de fonctions définies sur R, toutes croissantes ou
toutes décroissantes et uniformément bornées sur R. Prouver que {f,} contient
une sous-suite simplement convergente sur R.

IT1.1.24. Montrer que sous les hypothéses du probléme précédent, si la limite
simple f de la sous-suite simplement convergente {f,,} est continue, alors {f,}
converge vers f uniformément sur chaque sous-ensemble compact de R. La conver-
gence doit-elle étre uniforme sur R ?

I11.1.25. Démontrer que la limite d’'une suite de polynomes uniformément
convergente sur R est un polynéme.

IT1.1.26. Soit {P,} une suite de polynoémes de la forme
P, (z) = appa’ + an,p_lwp_l + -+ ano.
Prouver que les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) {P,} converge uniformément sur tout compact de R,

ii) il existe p + 1 réels distincts cg,cq,...,c, tels que {P,} converge sur
p ) ’ s Cp q g
{Cov Cly... ’Cp}v
(iii) la suite des coefficients {ay,;} converge pour i =0,1,2,...,p.

IT11.1.27. Prouver que si {f,} est simplement convergente et équicontinue sur
un ensemble compact K, alors {f,} converge uniformément sur K.
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II1.1.28. Soit {f,} une suite de fonctions continues sur un intervalle fermé [a , b]
et dérivables sur I'intervalle ouvert Ja,b[. On suppose de plus que la suite {f]}
est uniformément bornée sur |a,b[, autrement dit, qu’il existe M > 0 tel que
|f} ()] < M pour tout n € N et tout = € Ja,b[. Prouver que si {f,} converge
simplement sur [a,b], elle converge alors uniformément sur cet intervalle.

I11.1.29. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de {f,} et
{f]} sur A, ou

(‘d‘) fn(x): \/ﬁ > A:R,
(b) fn(x):T%xz, A =[-1,1].

I11.1.30. Soit {f,} une suite uniformément convergente sur A vers une fonc-
tion f. Soit xp un point d’accumulation de A tel que, a partir d'une certaine
valeur de 'indice n, la limite lim f,(z) existe. Prouver que

T—x0

lim lim f,(z) = lim f(x).

n——4o0o0 r—xo T—T0

Prouver aussi que si {f,} est uniformément convergente sur ]a,+oo[ vers f et
qu’a partir d’une certaine valeur de l'indice n, la limite lir}rl fn(x) existe, alors
T—T00
li li = 1l .
w0 o oo T70) = IR F2)

Les égalités précédentes signifient que si la limite dans un membre de 1’égalité
existe, la limite dans ’autre membre existe aussi et ces deux limites sont égales.

IT1.1.31. Soit {f,} une suite de fonctions dérivables sur [a, b] telle que {f,,(xo)}
converge pour un zg € [a,b]. Prouver que si la suite {f},} converge uniformément
sur [a,b], alors {f,} converge aussi uniformément sur [a,b] vers une fonction f
dérivable sur [a, b] et

f'(z)= lim f/(z) pour =z € la,b].

n—-4oo

IT1.1.32. On définit pour f:[0,1] — R le polynéme de Berstein B,(f,x)
d’ordre n de la fonction f par

Bu(fx) = k;) ()7 (5)ata-ar.

Prouver que si f est continue sur [0,1], {B,(f)} converge alors uniformément
vers f sur [0,1].
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IT1.1.33. Utiliser le résultat du probléme précédent pour démontrer le théoréme
d’approximation de Weierstrass. Si f: [a,b] — R est continue sur [a,b], pour
tout € > 0, il existe alors un polynéme P tel que |f(z) — P(x)| < & pour tout
x € [a,b].

II1.2. Séries de fonctions, convergence uniforme

I11.2.1. Trouver ou les séries suivantes convergent simplement.

—+0o0 1
(‘d) Zl—i—x”’ x7é_17
n=1
+o00 "
(b) Z Ty © # -1,
n=1
+oo
2" + " 1
((’) 712_311'{'3”1'”7 x7é_§7

+oo
. :Elnn x>0
(&) > a"n :
n=1

(h) io sin? <27r\/n2 + x2) .

n=0
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I11.2.2. Etudier la convergence uniforme des séries suivantes sur 'ensemble A

donné :
+o0 T
(a) ;::1 (5 — Arctan (n2 (1+ 332))> , A=R,
(b) Jio In(l+nz) 2, +00]
— n':En 9 - ) 9
+o0 )
(c) Zn2x26_" el A =R,
n=1
+00 1
(d) > 2?(1-2")"", A=[-1,1],
=1
+00 n2?
e — (2" +2™), A={reR:1/2<|z|] <2},
(e) Zl 7 ) { /2< |2 <2}
(f) Z2nsm JA=R7,
2
g In , A=]|—-a,al, a>0.
() Z (1+72). A=l-a
+oo
I11.2.3. Prouver que la série Y f,(z), f, étant définie par
n=1

— fn est continue et est affine sur chacun des intervalles [ﬁ , %} et
1 1
2n 7 2n—1 |’

converge uniformément sur [0, 1] bien que le test de Weierstrass ne s’applique pas.

I11.2.4. Etudier la continuité sur R, de la fonction f définie par

“+oo

HGOEDY (n—Dz+1)(nz+1)

n=1
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IT1.2.5. Etudier la continuité de la somme des séries suivantes sur leur domaine
de convergence simple :

X gn sin(nx) X e
() YT ) e,
n=0 ’ n=0

+00 +oo
() > m2ra™, (d) ) W™z +1).
n=1 n=1

+oo

I11.2.6. Déterminer ot la série | |x|‘/ﬁ converge simplement et étudier la conti-
n=1

nuité de la somme.

+oo B 2
I11.2.7. Démontrer que la série > wsin(n’r)

n=1

3 converge simplement vers une fonc-
n

tion continue sur R.

+00
I11.2.8. Soit > fu(z), * € A, une série uniformément convergente sur A et
n=1

+o0

f: A — R une fonction bornée. Prouver que la séric > f(z)fn(x) converge
n=1

uniformément sur A.

Montrer sur un exemple que le fait que f soit bornée est essentiel. Sous quelles

+o0
hypothéses sur f la convergence uniforme de la série > f(x)f,(x) implique-t-elle
=1
+oo !
la convergence uniforme de > f,(z) sur A7
n=1

I11.2.9. Soit {f,} une suite de fonctions définies sur A telle que
(1) fn(z) = 0 pour tout x € A et tout n € N*,
(2) fo(x) = fnt1(x) pour tout x € A et tout n € N,

(3) sup fu(z) ——0.

rEA n—+o0
+oo 1
Prouver que Y. (—1)""! f,(2) converge uniformément sur A.
n=1

277



CHAPITRE III. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

I11.2.10. Prouver la convergence uniforme sur R des séries suivantes.

+oo (_l)n—l—l +o0 (_1)n+1
(a) —, (b) —
le_:ln—l—x? ;,S/n+$2+x2
n+1

(c) Z\/_+cosx

+o00o
I11.2.11. Prouver que si >, f2(z) converge simplement sur A, si
n=1

sup (an ) < +o0

€A
+o0o +oo
et si > c2 converge, alors Y. ¢, fn(x) converge uniformément sur A.
n=1 n=1

I11.2.12. Déterminer le domaine de convergence simple A et le domaine de
convergence absolue B des séries suivantes. De plus, étudier la convergence uni-
forme sur ’ensemble C donné.

W Sy =53]

n=1

to0 1 /o n
(b) ;%( ;rl> C=[-2 1]

I11.2.13. Soit fn,g9n: A — R (n € N*) des fonctions vérifiant les conditions
suivantes :

o0
(1) la série Y |fnt1(z) — fn(z)| converge uniformément sur A,
n=1
(2) sup [fu(@)] T2 0,
TEA n—+00
n
(3) la suite {G,(z)}, ou G (z) = > gi(z), est uniformément bornée sur A.
k=1

+00
Prouver que la série Y f,(z)gn(x) converge uniformément sur A.
n=1
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En déduire le test de convergence uniforme de Dirichlet. Soit f,, gn: A — R
(n € N*) des fonctions vérifiant les conditions suivantes :

(1’) pour tout = € A, la suite {f,(z)} est monotone,

(2’) {fn(x)} converge uniformément vers 0 sur A,

+oo
(3”) la suite des sommes partielles de la série ) g,(x) est uniformément bornée

n=1
sur A.

La série Y fn(x)gn(z) converge alors uniformément sur A.
n=1

I11.2.14. Montrer que les séries suivantes convergent uniformément sur ’en-
semble A indiqué :

+o00

W e A=,

n=1

“+oco .
(b) }:g%EA A=[5.2r—6,0<5<m,

n=1
400 . 2 .
sin (n?z) sin(na)
: A =
(c) 2231 — R,
+oo .
sin(nz) Arctan(nz)
1 A=1[5.2r —
(d) g; - , [6,2m — 6], 0 < d <,
+oo L1
, —)"t— ) A= 0
(e) 7;( ) ne [a,+oo[,a> )
too e NT
f )" — A=R,.
o ;::1( ) Vn + 22 "

I11.2.15. Soit fn,g9n: A — R (n € N*) des fonctions vérifiant les conditions
suivantes :

(1) la fonction f; est bornée sur A,

+o0
(2) la série > |fnt1(z) — fn(z)| converge simplement sur A et

n=1

zeEA

sup (Z il <w>|) < +oo,
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+o0o
(3) la série . gn(z) converge uniformément sur A.
n=1

+00
Prouver que la série > f,(2)gn(x) converge uniformément sur A.
n=1
En déduire le test de convergence uniforme d’Abel. On considére les fonctions

frsgn: A — R (n € N*) vérifiant les conditions suivantes :
(1’) pour tout = € A, la suite {f,(z)} est monotone,

(2’) la suite {f,} est uniformément bornée sur A,

+o0o
(3") la série > gn(x) converge uniformément sur A.
n=1

La série Y fn(x)gn(z) converge alors uniformément sur A.

I11.2.16. Montrer que les séries suivantes convergent uniformément sur l'en-
semble A donné.

+o00o (_1)n+1
(a) Z T Arctan(nz), A =R,

+00 +1
(=1)"" cos £

I ) S n A [-R.R. R>0
(b) HZQ\/EJFCOW’ [~R,R], R >0,

(¢) Z\/W A=R,.

I11.2.17. Soit f, (n € N*) des fonctions continues sur A telles que la série
[e.e]
> fu(x) converge uniformément sur A. Prouver que si zp € A est un point

d’accumulation de A alors

“+oo “+oo
Jim 3 fu(@) = 3 fuleo)
n=1 n=1
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I11.2.18. Vérifier les propositions suivantes :

+oo (_1)n+1
8 li - " =
(a) Jim Z ma— In2,
n=1
+00 n+1
-1
(b) lim =T =1In2,
x—1 nt
n=1
+oo
. . n _ .n+l —
(c) zlg?f Z (" —a"th) =1,
n=1
(d) li 1 =1
‘ xl%l‘F — 2nn2 o
oo 2 2
. x s
(@ lim d 1em =
n=1
+o0o
I11.2.19. Soit Y. a, une série convergente. Déterminer
n=1
+o0
lim "
lim. > anx
n=1
+o0
I11.2.20. Soit f, (n € N*) des fonctions continues sur [0, 1] telles que > f,(x)
=1
+oo !
converge uniformément sur [0, 1[. Prouver que la série > f,(1) converge.
n=1

I11.2.21. Trouver le domaine de convergence simple A de la série

+00
> e " cos(nx). La série converge-t-elle uniformément sur A 7
n=1

111.2.22. Soit f,: [a,b] — R% (n € N*) des fonctions continues telles que
+

400 too

f(z) = > fn(x) soit continue sur [a, b]. Démontrer que la série > f,(x) converge
n=1 n=1

uniformément sur cet intervalle.

+o00
I11.2.23. Soit ) fu(z) une série normalement convergente sur A. La série
n=1

+00
> |fn(z)| doit-elle étre uniformément convergente sur A 7
n=1
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282

I11.2.24. Soit f, (n € N*) des fonctions monotones sur [a,b]. Prouver que

+oo
si Y, fu(z) est absolument convergente aux extrémités de [a,b|, alors la série
n=1

+oo
> fn(z) est normalement convergente sur tout l'intervalle [a, b].
n=1

1

T—anp

n=1
converge normalement sur chaque ensemble borné A ne contenant aucun des a,

(n € N*).

+oo +
I11.2.25. Soit ). ﬁ une série convergente. Prouver que la série )
n=1""

+oo
IT1.2.26. Soit {a,} une suite réelle. Démontrer que si la série de Dirichlet ) %%

n=1
converge en r = o, elle converge alors uniformément sur [zg, +ool.

111.2.27. FEtudier la convergence uniforme sur R de la série

<X sin (’I’LQZE)
>.@ 2
n=1
+o00o
I11.2.28. Soit f,, (n € N*) des fonctions dérivables sur [a, ] telles que > f,(z)
n=1

+oo
converge en un point xg € [a,b] et Y f/(x) converge uniformément sur [a,b].
n=1

+oo
Démontrer que ) fn(x) converge uniformément sur [a,b] vers une fonction dé-
=1

rivable et

+o00 ! +oo
<Z fn(as)> = Zﬂb(:z) pour x € [a,bl.
n=1 n=1

+o00
I11.2.29. Montrer que f(z) = > ﬁ est dérivable sur R.

n=

I11.2.30. Montrer que la fonction

11#]

est dérivable sur [% e
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+o00
I11.2.31. On pose f(z) = > (—=1)""'In (1+ ) pour z € Ry. Montrer que f

n=1

est dérivable sur R, et calculer f/(0), f/(1) et lirf_l ().

111.2.32.  On pose

—+00

flz) = Z (—1)"*! =S Arctan i, xz €R.

vn Vn

n=1

Prouver que f est contintiment dérivable sur R.

I11.2.33. Prouver que la fonction

2 gin (na?
f(x) = Z % s €T € R,
n=1

est continiiment dérivable sur R.

I11.2.34. On pose
+o00

fz)= Z\/ﬁ(tanx)”, x € ]—— —[.
n=1

Prouver que f est continiiment dérivable sur ]—% I [

I11.2.35. On définit

+oo e T
S R,.
f(ZE) 7;1_{'”2’ T € Ry

Prouver que f € 6jo 1|, f € (f]oo

0 +oo[ €t 17(0) n’existe pas.

111.2.36. Montrer que la fonction

—+00

f(.’L') = Z 22 |_T_|n2

n=1

est continue sur R. Est-elle dérivable sur R 7
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111.2.37. Prouver que la fonction ¢ de Riemann définie par

+001

((z) = s
n=1

appartient & %ﬁo ool

II1.2.38. Soit f € ]801[ une fonction vérifiant les conditions suivantes :

(1) f#0,
(2) f™(0) = 0 pour tout n € N,

+o00o

(3) la série S a,f™(z) converge uniformément sur [0,1] pour une suite
n=1
réelle {ay}.

Prouver que

lim nla, = 0.
n—-+00

I11.2.39. Pour z € R, on note f,(x) la distance de x au plus proche nombre
rationnel de dénominateur égal & n (le numérateur et le dénominateur n’ont pas

+o0
a étre premiers entre eux). Trouver pour quelles valeurs de z la série > f,(z)
n=1
converge.

I11.2.40. On pose g(x) = |z| pour z € [—1,1]. On prolonge la fonction g & R en
posant g(z + 2) = g(x) pour tout x € R. Prouver que la fonction de Weierstrass

f définie par
+00 3 n
r@ =% (5) st

n=0

est continue sur R mais nulle part dérivable.

I11.3. Séries entiéres

284

+o0

II1.3.1. Soit > a, (z —xp)" une série entiére. Démontrer qu’il existe R €
n=0

[0, +00] tel que

(1) la série converge absolument si |z — zg| < R et diverge si |z — x| > R,
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(2) R est la borne supérieure de l'ensemble des r € Ry tels que {|a,|r"} est
une suite bornée,

(3) 1/R= lim +/]a,| (avec la convention % = +o0o et +%.o =0).

n—-+00
“+o0o
R est appelé le rayon de convergence de la série entiére Y an,(x — z9)".
n=0

I11.3.2. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

+oo +o00 on
(a) > nia", b)) Y 5,
n=1 n=1
+o0 on +o00
© 2 (@ >+ ynan,
n=1 n=1

= 2+(_1)n " n . Ry n,.n?
(e) Z(m) Ty () 221’ )

n=1 n=1

+o00 ) +o0 1 (=1)"n?
!
(2) > 2ma™, (Y (1 + E) .
n=1
I11.3.3. Déterminer le domaine de convergence des séries suivantes :

X (-1 ® 4 2¢ + 1\"
SEear Sy

n=1 n=1

o~ nd" n n — (n!)2 _\n
© Yhrea-a, W X Ehe-,
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+00 +00
IT1.3.4. Prouver que si les rayons de convergence de > anx™ et > b,z™ sont
respectivement égaux & R; et Rs, alors

“+o0

(a) le rayon de convergence R de > (an + by)x™ est égal & min{Ry, Ra} si
n=0
Ry # Ry. Que peut-on dire de R si Ry = Ry ?

+o00
(b) le rayon de convergence R de Y a,b,a™ vérifie R > RjRo. Montrer sur un
n=0
exemple que l'inégalité peut étre stricte.

+00
IT1.3.5. Soit R; et Ry les rayons de convergence respectifs de > a,z" et
=0
+o0 "
> bpz™. Prouver que
n=0

(a) si Ry, Ry € R, alors le rayon de convergence R de la série enticre

“+oo

a
b—nx", b, # 0 pour tout n € N,
n=0 "

vérifie R < %,

(b) le rayon de convergence R du produit de Cauchy (voir, par exemple, IT1.6.1
(vol. I)) des deux séries vérifie R > min{Ry, Ra}.

Montrer sur des exemples que les inégalités données en (a) et (b) peuvent étre

strictes.
“+o0o

I11.3.6. Trouver le rayon de convergence R de Y a,x" si:
n=0

(a) il existe v et L > 0 tels que lim |a,n®| = L,
n—-+0o0o
(b) il existe a, L > 0 tels que lim |a,a™| = L,
n—-+o00

(¢) lim |a,n!|=L, L €R}.

n—-4oo
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+oo .
II1.3.7. Soit ) a,x™ une série entiére de rayon de convergence R € R . Evaluer
n=0
le rayon de convergence de :

+00 +oo
(a) Z 2"a,x", (b) Z n"a,x”,
n=0 n=0

“+oo nn “+oo
(c) Z — anx", (d) Z a2z,
s n=0

111.3.8. Trouver toutes les séries entiéres uniformément convergentes sur R.

I11.3.9. Trouver le rayon de convergence R de la série entiére

+o00
x2n+1

I
= (2n+ nn

et montrer que sa somme vérifie équation f'(x) =1+ zf(z), z € |-R, R|.

+oo ..
I11.3.10. Prouver que la série % converge sur R et que sa somme f vérifie
n=0

léquation f”(x) + f'(x) + f(z) =€, z € R.

+00
IT1.3.11. Soit R > 0 le rayon de convergence de la série entiére »  a,z". On

n=0
n

pose Sp(z) = 3 apz® pour n € N. Prouver que si f est la somme de la série et
k=0
si zg € |—R, R] est tel que Sy, (x) < f(zo) pour tout n € N, alors f'(xq) # 0.

“+oo
I11.3.12. Soit {S,} la suite des sommes partielles de la série > a,. On pose
=0
T — So4+S1++5n P DT t b ) 1 ln L. .
n = 22t Prouver que si {T,} est bornée, alors les séries entiéres

+00 +00 +o0o
Y apz™, > Spa™et Y (n+ 1)T,z™ convergent pour |z| < 1 et
n=0 n=0 n=0

+o00 +o00 +o00
Zana;" =(1-x) Z Spa” = (1 —z)? Z(n + 1)T,a".
n=0 n=0 n=0
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+o0
I11.3.13. On note f(x) = 3 2", || < 1. Prouver qu’il existe M > 0 tel que
n=0

|f(z)] < - pour |z| < 1.

+o00
I11.3.14. Prouver le théoréme d’Abel. Si Y a, converge vers L, alors
n=0

+00
(a) > apz™ converge uniformément sur [0, 1],
n=0

+oo
(b) lim ) apz™ =L.

z—17 =0

IT1.3.15. Prouver la généralisation suivante du théoréme d’Abel. Si {S,} est
+oo

la suite des sommes partielles de > a, et si le rayon de convergence de la série
n=0
+oo
enticre f(z) = > anz™ est égal & 1, alors
n=0

lim S, < lim f(z) < Tm f(z) < Tm S,

n—+o0 r—1— T—1~" n—-+00
“+o0o
I11.3.16. Démontrer le théoréeme de Tauber. Soit f(x) = > apz™ une série
n=0
entiére de rayon de convergence égal a 1. Si lirf na, = 0 et lim f(z) = L,
n—-oo —1-
+00 ‘
L € R, alors > a, converge vers L.
n=0

I11.3.17. Montrer sur un exemple que ’hypothése lirf na, = 0 est essentielle
n—-—+0o0o

dans le théoréme de Tauber.

IT1.3.18. Soit {a,} une suite strictement positive telle que le rayon de conver-

+oo
gence de f(x) = ) a,z™ soit égal & 1. Prouver que lim f(z) existe et est finie
=0 r—1—
77/+OO
si et seulement si Y a, converge.
n=0
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I11.3.19. Démontrer la généralisation suivante du théoréme de Tauber. Soit

+o00
f(z) = > a,x™ une série entiére de rayon de convergence égal a 1. Si

n=0
a1 + 2a -+ na
lig A2 R g f(z)=L, L R,
n—-+00 n r—1—
+oo
alors la série Y a, converge vers L.
n=0
+o00
IT1.3.20. Soit f(z) = >_ anz™ une série entiére de rayon de convergence égal
=0
+oon +oo
a 1. Prouver que si Y. na? converge et si lim f(r) = L, L € R, alors Y. a,
n=0 r—1~ n=0

converge et a pour somme L.

+00 +oo
I11.3.21. Soit f(z) = > ana™ et g(x) = > bpz™ deux séries enticres de méme
n=0 n=0
rayon de convergence égal a 1 telles que a,, b, > 0 pour tout n € N. On suppose
de plus que lim f(z) = lim g(x) = +oo. Prouver que si lim = = A € Ry,
r—1— ( rx—1— n—-4oo 91
f(z

on a alors aussi lim &< = A.
z—1— ()

—

I11.3.22. Prouver la généralisation suivante du probléme précédent. On consi-

“+o0o “+o0o
dére deux séries enticres f(z) = > apz™ et g(x) = > byz™ de méme rayon
n= n=0
de convergence égal a 1. On suppose de plus que S, = a9 + a1 + -+ + a, et
T, =byg+b+--+b, (n € N) sont strictement positifs et que les deux séries
+00 “+o00o
> Sn et > T, divergent. Prouver que si lim :SF'—” = A € Ry, on a alors aussi
n=0 n=0 n—+oo ="
lim % = A.
r—1—

—

I11.3.23. Montrer sur un exemple que la réciproque du théoréme précédent est

fausse, en clair, le fait que lim % = A n’implique pas I'existence de lim g—”

z—1~ n—-+oo * "

+o0
I11.3.24. Soit f(z) = ). a,x™ une série entiére a coefficients positifs de rayon

de convergence égal a 1 telle que lim f(z)(1—2)= A € R%. Prouver qu'il existe
r—1—

Aq et Ay strictement positifs tels que

An<S,=ay+a;+ - +a, <A, neN-.
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+o00
IT1.3.25. Démontrer le théoreme de Hardy et Littlewood. Soit f(x) = > apz™
n=0

une série entiére a coeflicients positifs de rayon de convergence égal a 1 telle que

lim f(z)(1-2)=A€cR:. Ona

r—1—

lim &:A

n—+oo N

ou S, =ag+ay+ -+ ay.

+o00o
IT1.3.26. Soit f(x) = > a,x™ une série entiére de rayon de convergence égal
n=0
a 1. Prouver que si la suite {na,} est bornée et lim f(z) = L, L € R, la série
z—1"
+oo

>~ a, converge et a pour somme L.
n=0

+oo
I11.3.27. Soit f(x) = ) apx™ une série entiére de rayon de convergence égal

a 1. Prouver que si lim (1 — x)f(z) existe et n’est pas nulle, alors la suite {a, }
T—1~"

ne peut pas converger vers 0.

I11.4. Séries de Taylor
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I11.4.1. Soit f une fonction appartenant a %Zfb

vées f(™ sont uniformément bornées sur [a,b], on a alors

- Prouver que si toutes les déri-

I )
o = 32 T
pour z et zo dans [a, b].

I11.4.2.  On pose

A-t-on l'égalité

pour z # 07
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oo COS(nza:)
I11.4.3. On pose f(z) = >

n=0

, * € R. Montrer que f appartient & ¢° et

en

que I’égalité

n’est vérifiée qu’en 0.

I11.4.4. Montrer que si @« € R\ N* et |z| < 1, on a alors

+oo
(1+33)0‘:1+Za(a_1)”'(a_n+l)m".

n!
n=1

On appelle cette identité la formule du bindome de Newton.

I11.4.5. Montrer que, pour |z| <1, on a

“+oo

n=2
+00
IT11.4.6. Prouver que si la série entiére > a,z™ a un rayon de convergence R > 0
=0
+oo !
et si f(x) = > apa™ pour z € |[-R, R[, alors f € CK}"fR [ €t
n=0 '
) (0
an:f '() pour n € N.
n!

IT1.4.7. Prouver que si xg appartient a l'intervalle de convergence |—R, R|

+oo
(R > 0) de la série entiére f(x) = > a,x”, alors
n=0
X )y
flz) = E:OfT(!O) (x —x0)" pour |z — x| < R— |70].

+oo +o00o
I11.4.8. Soit > apz™ et Y byx™ des séries entiéres convergentes sur le méme
n=0

n=0
intervalle |—R, R[. Soit A l'ensemble des z € |- R, R[ pour lesquels
+oo +o00
Z apx" = Z bz,
n=0 n=0
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Prouver") que si A admet un point d’accumulation dans |—-R, R], alors a,, = b,
pour tout n € N.

111.4.9. Trouver la série de Taylor de f en 0 lorsque
3

(a) f(z) =sinz”, zeR,

(b) f(z)=sin®z, xR,

(c) f(x) =sinzcos3x, =z €R,

(d) f(z) =sin®z +cos®z, zeR,

©  J@=ghmits zel-1],

() f@)=h(l+z+2?), ze]-1,1],
1

(g) f(.’L') 1—51’—}—61’2’ G]—1/3,1/3[,

W) fa@)=1—. wel-L1[.

I11.4.10. Trouver la série de Taylor de la fonction f en 1 lorsque
(a) f(z)=(x+1e*, zeR,

) J@)=". @A,
©  f@)="", a#o0,
(d) flz)= thx, x> 0.

I11.4.11. Etablir pour |z| < 1 les égalités suivantes :

‘ A _ S @En—DN o
(a) resine =z + E Gn)i@n +1) x ,
+o00 1
a . n 2n+1
(b) Arctanz = nEZO (-1) 1 ” n+1

Montrer, en utilisant les identités précédentes, que

(2n — 1)l o 1
T2 ¢ =S (1) .
+222n+1 Collzn+1) 4 2 V" g

(V) Cette propriété est appelée le principe de prolongement analytique. (N.d.T.)
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111.4.12. Trouver la série de Taylor de f en 0 lorsque

(a) f(x)zxArctanm—%ln(l—l—x%, xe]-1,1[,

(b) f(z) =z Arcsinz + /1 — 22, xel]-1,1].

I11.4.13. Trouver la somme des séries

+oo n+1 +oo n
o= RS
(2) Zennt 1)’ (b) ;(znﬂ)!’

+o0 (—=1)" Ix (-1t

SR Y e D 2o

22— (2n — 1)1 X3+ 1
@ 3 )(2(n)!! =, (®) Z%

n=1 n=0

R (2 2
I11.4.14. Trouver la somme de la série 21 ) (2x)™" pour |z| < 1.
n—=

I11.4.15. Démontrer, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral
(voir I1.3.4), le théoréme suivant de Berstein. Soit f une fonction infiniment dé-
rivable sur un intervalle ouvert I telle que toutes ses dérivées (™) soient positives
sur I. Prouver que f est une fonction analytique réelle sur I, autrement dit une
fonction telle que, pour tout g € 1, il existe un voisinage |xg — 7,29 + r[ C I on

X ¢
f(z)= Z fT('xo) (x —x0)" pour |z — x| <.
n=0 )

I11.4.16. Soit f une fonction infiniment dérivable sur un intervalle ouvert I.
Prouver que si, pour tout zg € I, il existe un intervalle ouvert J C I tel que
xg € J et 8’1l existe des constantes C' > 0 et p > 0 telles que

|
‘f(")(x)‘éC% pour z € J,

alors

S £ (o) "
f(a;):ZT(x—xo) pour z € |xg—p,x0+p[NJ.
n=0 ’
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II1.4.17. Soit f une fonction analytique réelle sur un intervalle ouvert I. Montrer
que, pour tout zg € I, il existe un intervalle ouvert J C I tel que xg € J et des
constantes strictement positives A et B telles que

(n) n!
‘f (37)‘ < Aﬁ pour tout x € J.

I11.4.18. Appliquer la formule de Faa di Bruno (voir I1.1.38) pour prouver que,
pour tout n € N* et tout A > 0, on a

k! .
DA = Aar T

ou k = ki + ko + -+ + k, et la somme est prise sur 'ensemble des indices
ki,ko, ..., k, tels que k1 + 2ko + - - - + nk, = n.

111.4.19. Soit I et J des intervalles ouverts et f: I — J, g: J — R des
fonctions analytiques réelles, respectivement sur I et J. Démontrer que h = go f
est une fonction analytique réelle sur I.

II1.4.20. Soit f wune fonction € sur un intervalle ouvert I telle que
(=" f(")(x) > 0 pour tout x € I et n € N*. Prouver que f est une fonction
analytique réelle sur I.

I11.4.21. Appliquer la formule de Faa di Bruno pour montrer que, pour tout

n € N*
CDF R /IR N R 1\ Fn 1
27( ) 2) (2) (%) =2tn+1)( 2

ou k = ki + kg + -+ + k, et la somme est prise sur l'ensemble des indices
ki,ka, ... kn tels que ky +2ko + - +nky, =net (}) = w

I11.4.22. Soit f une fonction analytique réelle sur un intervalle ouvert I. Prouver
que si f'(zg) # 0 pour un z( € I, il existe alors un intervalle ouvert J contenant
xo et une fonction analytique réelle g définie sur un intervalle ouvert K contenant
f(zo) tels que (go f)(xz) = x pour tout = € J et (f o g)(x) = = pour tout x € K.

I11.4.23. Prouver que si f est dérivable sur RY et si f~t = f'. f est alors
analytique réelle sur R .
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I11.4.24. Prouver qu’il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que

f—l — f/-

I11.4.25. Prouver que I'unique fonction vérifiant les hypothéses du probléme

1+v5 l—e
L= .

précédent est f(z) = az®, ou ¢ = et a=c

I11.4.26. Appliquer le résultat de 11.3.10 pour montrer que, pour x € |0, 2],

+o0 1 z 2n+1
In(1 + ) = 2 .
a(l+ =) §2n+1<2+x>

I11.4.27.  Soit My(z,y) et L(z,y) la moyenne des puissances et la moyenne lo-
garithmique des réels strictement positifs x et y (voir I1.5.41 et 11.5.42). Prouver
que L(z,y) < My(x,y) pour z,y >0et x #ysip> %

I11.4.28. Avec les notations de I11.4.27, prouver qu’il existe des réels stricte-
ment positifs = et y tels que L(z,y) > Mp(z,y) si p < .

I11.4.29. Avec les notations de I11.4.27, prouver que L(x,y) > My(z,y) pour
z,y>0et xz#ysip<O0.

I11.4.30. Avec les notations de I11.4.27, prouver qu’il existe des réels stricte-
ment positifs z et y tels que L(z,y) < My(z,y) si p > 0.
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Solutions

II1.1. Suites de fonctions, convergence uniforme

I11.1.1. On suppose d’abord que f, = f. Etant donné € > 0, il existe ng tel
B
que

[fu(z) — f(z)| <e

pour tout n > ng et tout x € B. Donc, pour n > ny,

dp = sup{|fu(z) — f(z)| : 2 € B} <e¢
et lim d, =0.

n—-4o0o

On suppose maintenant que lir4r_1 dn, = 0. On a alors
n—roo

[fn(z) = f(2)| < sup{[fn(z) — f(z)| : 2 € B} <¢

pour n suffisamment grand et pour tout x € B, ce qui signifie que {f,} est
uniformément convergente vers f sur B.

I11.1.2. Etant donné € > 0, on a

€ €
[falz) = f@)l <5 et lgnlz) —g()] <3
pour n suffisamment grand et pour tout x € A. Donc,

[fn(2) + gn(2) = (f(2) + 9(2))| < [fulz) = f(@)| + |gn () — g(2)] <€

pour n suffisamment grand et pour tout x € A. Pour voir que la proposition

analogue pour le produit de deux suites uniformément convergentes est fausse,
on considére les fonctions suivantes :

fn<x>—x<1—%) ot gn(@) = -

=3 xz €]0,1].
Onaf, = fetg, = gavec f(z) =2z et g(z)
10,1] 10,1]

:%2' De plus,

1 1
frn(2)gn(x) = - <1 — E) .
La suite {f,gn} est donc simplement convergente sur |0, 1[ vers la fonction
z — L. Mais
b
1
Ty = SUP{ fngn(‘r) - E

et la convergence n’est pas uniforme.
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IT1.1.3.  On remarque d’abord que si {g,} converge uniformément sur A vers
une fonction bornée g, il existe alors C' > 0 tel que |gn(z)| < C pour tout x € A
et pour n suffisamment grand. Etant donné € > 0, la convergence uniforme de

{/n} et {gn} donne

|[fu(z) = f(2)] <

€ €

5C et |gn(z) —g()| < oM

pour n suffisamment grand et pour tout z € A. Donc, pour n suffisamment
grand et pour tout z € A,

|[fn(@)gn(2) = f(2)9(2)] < [fn(x) = f(@)]|ga(2)] + [gn(x) — g(2)[|f(z)] <e.

IT1.1.4. Le critére de Cauchy pour la convergence des suites réelles implique
que {f,} est simplement convergente sur A vers une limite que l'on note f.
Notre but est de prouver que la convergence est uniforme. Soit € > 0. Par
hypothése, il existe ng tel que

[fol@) = Fml)l < 2

pour tout z € A si m,n > ng. Par continuité de la valeur absolue, on obtient

lim |fo(z) — fm(z)| = |fulx) — f(z)| <

€
=< €
m—-+o00 2

pour tout z € A et tout n > ng.

II1.1.5. Soit {f,} une suite de fonctions bornées et uniformément conver-
gente sur A vers f. Etant donné € > 0, il existe ng € N tel que

[f(@)] < |fno () = f(@)] + | o ()] < €+ [fino ()]

pour tout z € A. Puisque f,,, est bornée sur A, il en est de méme pour f.

P
|

e

el et
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La limite simple d’une suite convergente de fonctions bornées n’est pas néces-
sairement bornée comme le montre, par exemple, la suite

@) zmin{%,n}, x€]0,1[,n € N*.

La suite {f,} converge vers la fonction non bornée x — 1/ pour x € |0, 1].

I11.1.6. Pour z € R, lirf fn(x) = 0. La convergence n’est pas uniforme
n—-roo

sur R car dy, = +oo. Clairement, la sous-suite {f2,-1} est uniformément
convergente sur R.

II1.1.7. La démonstration se méne comme en I11.1.4.

I1T.1.8.
(a) On a
1
X 9
14 (nz —1)% n—+oo i@
ou

fl@) =9,

0 pour z €]0,1],
5 Dpour z = 0.

La limite n’étant pas continue, la convergence n’est pas uniforme
(voir 1.2.34).

(b) On a
2
22 + (nz — 1) n—too
et d, = sup{|fn(z) —0[: 2 €[0,1]} = f, (%) = L. D’aprés I1L1.1.1, la
convergence n’est pas uniforme.

(¢) Puisque

2"(l—x) —— 0
n— 00

et d, =sup{|fn(z) —0|: 2 €[0,1]} = fn (%) = #, on voit que
{fn} converge uniformément sur [0, 1].
(d) La convergence n’est pas uniforme car
nntl 1

d,, = -
" (n+ 1) notoo e
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(e) Puisque d,, = fp <nl+4> —— 0, la convergence est uniforme.
n—-+00

(f) La suite est uniformément convergente car

1
- =

U = sl jl@) — @) s @ € U, 1 =1 — ja(ll) = n+1 n—+too

(g) La suite converge simplement vers

fa) = {1 pour z € [0, 1],

% pour x = 1.

La limite n’est pas une fonction continue et la convergence n’est donc
pas uniforme (voir 1.2.34).

I11.1.9.

. La convergence

N,

(a) On prouve facilement que f,(z) P 0etd, =
n—roo

n’est donc pas uniforme sur A. D’autre part,

sup {|fn — ()] : 2 € B} = (%) (1 - <%>>

pour n > 2 et la suite converge donc uniformément sur B.
(b) La suite converge uniformément sur R vers la fonction nulle et elle
converge aussi uniformément sur tout sous-ensemble de R.
II1.1.10.

(a) Puisque d, = Arctan \/%, {fn} converge uniformément sur R vers la
n
fonction nulle.

(b) fn(z) e 22 et, puisque f, (v/n) —n = n(ln2 — 1), la convergence
n—roo

ne peut pas étre uniforme sur R.

. 1 : : 2 *
(c) On a fnp(x) = La suite ne converge pas uniformément sur R*

car fn (1) —n=n(n2-1).

(d) fa(t) —— f(z) ou

n—-+o0o

fa) = {1 si |z| < 1,

|z| si|z| > 1.
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On pose u, = V1+ 22" On a alors, pour = > 1,

2n
Vit —x=u, —=z

2n 2n
_ ut —x
T R
1 1
= o1 2n—2 S5
up' T tup' fr 4+ 22l T 2n

Il s’ensuit que

® 1
dn < sup [ful@) = f@)|+ sup |fale) = f@] < V2-1+4 -,
z€[0,1] z€[1,+o0[ n

ce qui montre que {f,} converge uniformément sur R.
(e) Comme en (d), on peut montrer que la suite converge uniformément sur
R vers
2 stz <2
fy=12 Al
|z| sz > 2.

(f) On a

. n " 1
dy, :ilelgh/n—i-lsm”xcosx! = <”n+1> p—— %.

La convergence n’est donc pas uniforme sur R.

(g) La suite converge simplement vers Inx (voir, par exemple, 11.5.4
(vol. I)). D’apreés la formule de Taylor, on a

d, = sup |n(\"/5—1) —1n3:‘

z€[1,a]
= sup |n (e%h“” — 1) — lnx‘
z€[1,a]
1 In?
= sup n(l—l——lnx— - ;ec"—1> —Inzx
ze[l,a] n 2n
In®a 1
= o “

car 0 < (, < lnT“ Donc, lim d, = 0, ce qui prouve que f, = f ou

n—-+oo [Lfl]
f(z)=Inzx.
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I11.1.11. On a [nf(z)] =nf(x) — pn(z), ot 0 < p,p(x) < 1. Donc,

pn(T)

sup |fn(z) - f(2)| = sup

z€a,b] z€[a,b]

<

S|

et fr, = f.
[a,b]

I11.1.12. Puisque

2
n\4m2n? + x2 = sin <2n7r\/1—|—4$2 5 +2n7r—2n7r>

2
= sin 2nm 1+ 22 —1

l’2
= sin ,
VAn2w? + 22 4+ 2nm
on voit que lim nsinv4n?n? + 22 = ;f— De plus, si z € [0,a], on obtient
n—-+o0o o
. ) . 3
alors, en utilisant le fait que sinx > x — f,’—!,
2 2 6
B a 2 n a
nsinV4m?n2 + 22 - —| < — | 1 — + -
A A7 3! 8n373
1+ I 2n2 +1

Ceci établit la convergence uniforme de la suite sur [0, al.
Pour z € R, l'inégalité |sinz| < |z| donne

2

: x
nsin \VAr2n2 + 22 — —| >

47

x2 2

_ 1 ,
dm «/1+422+1

ce qui montre que la convergence ne peut pas étre uniforme sur R.

I11.1.13. On montre d’abord par récurrence que

SVE—By(2) < 2i\nff -

pour tout n € N* et tout = € [0, 1]. Les inégalités sont évidentes pour n = 1.
On suppose qu’elles sont vérifiées au rang n et on les prouve au rang n + 1.
L’hypothése de récurrence donne

0< VE - Pu(z) < V&
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et on a donc, par définition de P, 1,
1
VE = Puaa) = (VE - Pa(@) (1- 3 (VB + Pule) )
et v/ — Pyy1(x) = 0. De plus,

VE-Pn(e) < 2 (1- )

2+nx

- 2z | N
T2+ VT 2+ (n+1)y/x
B 2\/x
2+ (m+ 1)y’
Puisque |z| = V22, les inégalités prouvées impliquent que la suite de poly-

nomes {Pn (x2)} converge uniformément sur [—1,1] vers la fonction valeur
absolue |z|.

I11.1.14. D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a

flz+21)—f(=)

1
n

= f'@)| = (&) = f' ()],
ou (¢, € }ZE,l’ + %[ La dérivée f’ étant uniformément continue sur R, étant
donné ¢ > 0, il existe ng tel que si n > ng, alors

|f'(¢n) — f(@)| <& pour tout x € R.

La convergence uniforme sur R est donc prouvée.
On considére f(r) =23, z € R. On a alors

1
d, = sup f(33+51) — f(=)
z€R =

1 1
— / — ES—
f(x) an + 2

= sup
z€R

= +OO,

ce qui montre que la convergence n’est pas uniforme. L’hypothése de continuité
uniforme de f’ est donc essentielle.

IT1.1.15. Soit € > 0. La convergence uniforme de la suite sur R implique
qu’il existe ng € N tel que

| fro(z) — f2)] < % pour tout z € R.
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La continuité uniforme de f,, implique qu’il existe § > 0 tel que
| fro (@) = fno(2)] < S pour |z — 2’| < 4. Donc,

‘f(x) - f(x,)‘ < |f(x) - fno(x)‘ + ‘fno(x) - fno(x/)‘ + ‘fno(x/) - f(x/” <eg

pour |x — x| < 4.

I11.1.16. On pose g,(z) = fn(z) — f(z) pour z € K et on montre que {g,}
converge uniformément vers 0 sur K. Soit € > 0. Puisque {g,} est simplement
convergente vers 0 sur K, pour tout x € K, il existe n, tel que

N ™

Par continuité de g,, et monotonie de la suite {g, }, il existe un voisinage O(z)
de z tel que

0< gn(t) <e pour n>=nyette O(z). (%)

K étant compact, il existe un nombre fini de points z1,...,z, € K tels que
K C O(z1) UO(z2) U---UO(zy). Si maintenant,

ng = max {Ng,, Mgy, -« s Ny |y

alors (x) est vérifiee pour n > ng et tout = € K.
Pour voir que la compacité de K est essentielle, on considére

fo(z) = , xz€l0,1[,n e N".
On a d,, = sup|fn(z) — f(z)| = 1 et la convergence n’est donc pas uniforme.
1
La continuité de la limite est aussi essentielle. En effet, la suite
folz)=2", x€l0,1],n € N*,

ne converge pas uniformément sur [0, 1].
L’hypothése de continuité de f, ne peut pas étre omise comme le montre
I’exemple suivant. Les fonctions

0 SizzOou%é:vgl,
fn(): . 1
I si0<z<+
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v

1 1
n

ne sont pas continues. Elles forment une suite monotone simplement conver-
gente vers 0 sur [0, 1], mais la convergence n’est pas uniforme.
Finalement, les fonctions définies par

2 . 1
2n“x 810<9:<%,
_ 2 1 .1 1
fa(@)=qn—2n%(z—5) sip<z<i
0 81%<a:§1
A
n__
|
|
|
|
|
|
|
|
[
ST 1
2n n

sont continues et forment une suite simplement convergente vers la fonction

nulle sur [0, 1]. On note que la suite {f,,} n’est pas monotone et la convergence
n’est pas uniforme.

I11.1.17. Soit {f,} une suite de fonctions continues uniformément conver-
gente sur un ensemble compact K vers une limite f. On se donne € > 0. On
choisit ng tel que (voir IT1.1.7)
€

Fa(@) = Faoe)] < 5
Ensuite, chaque fonction f, étant uniformément continue sur K, on peut choi-
sir 0 > 0 tel que si z,2' € K et |x — 2'| < 9, alors

pour n > ng et tout x € K.

[Fe(@) = file)| < 5 pour 1<k <np. ()
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On obtient ainsi

|fn(x) - fn(x/)‘ < | fulz) - fno(x)|+|fno(x) - fno(x/)|+|fno(x,) - fn(x/” <eg

pour |x — | < § et n > ng. Ceci, combiné & (x), prouve I’équicontinuité de la
suite { f,} sur K.

IT1.1.18. Soit { fp, } une sous-suite de { f,,} et {z,,} une suite d’éléments de A
convergente vers x € A. On définit la suite {y,,} en posant

1 pour 1 <m < ny,
To pour ny < m < Na,

Ym =
T POUr Ng_1 < M < N.

...
La suite {y,,} converge vers x donc lirfrl fm(ym) = f(x) et
m—-1+00

kEIfoo fnk(ynk) = kEIJIrloo fnk(xk‘) = f(z).

IT1.1.19. On note d’abord que si {f,} converge contintiment sur A vers f,
alors {f,} converge simplement vers la méme limite. Il suffit pour s’en rendre
compte de considérer des suites constantes dont tous les termes sont égaux a
un élément de A. Soit x € A et {z,,} une suite d’éléments de A convergente
vers z. Etant donné ¢ > 0, la convergence simple de la suite implique qu'il
existe ny (pouvant dépendre de z1) tel que

| far (1) = fla1)| < g

De méme, il existe ny (pouvant dépendre de z3), ng > ny, tel que

| fag (22) — flz2)| < g

En poursuivant le procédé, on obtient une suite {n;} telle que
| fri (z) = flz)]| < %a keN".

De plus, d’apreés le probléme précédent,

(@) = f(2)] <

En conséquence, |f(zr) — f(z)] < |fo,
pour k > ky.

| ™

pour k > k.

2k) = f(@e)] + [ (20) = f(2)] < €

—~ Do
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I11.1.20. Soit {x,} une suite d’éléments de A convergente vers z € A et
e > 0. La convergence uniforme de {f,} implique

£ (@) = fulen)l < sup|f(v) = falw) < 5 pour n>mp.
yeEA

La fonction f étant continue,
€
|f(zn) — f(2)] < 5 pour 7 > ny.

On a donc, pour n > max {ng,n },

[fn(zn) = f(@)] < [fn(@n) = flan)| + [ f(2n) — f2)] <e

La réciproque de la proposition prouvée ici est fausse comme le montre
I'exemple suivant. On prend A = ]0,1[ et f,(x) = 2™. On voit facilement
que {f,} ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur |0,1[. En
revanche, elle converge contintiment sur cet intervalle. En effet, si {z,} est une
suite de points de |0, 1[ convergente vers x € |0, 1], il existe alors 0 < a < 1
tel que z,, < aet lim f,(z,) =0.

n—-+00

I11.1.21. L’implication (i) = (ii) a été prouvée au probléme précédent. Notre
but est de prouver (ii) = (i). On sait (voir I11.1.19) que la limite f est conti-
nue sur K. On suppose, contrairement a I’énoncé, que {f,} ne converge pas
uniformément sur K. Il existe alors g9 > 0, une suite {n;} d’¢léments de N*
et une suite {z} d’éléments de K tels que

| fri (1) — f(21)| > €0

K étant compact, on peut supposer, sans perte de généralité, que {z)} converge
vers un élément x € K. D’autre part, d’aprés [11.1.18,

5
i ax) = (@) < 5 powr k> ko.
De plus, la continuité de f implique
5
Fax) = f@)] < 5 pour k> k.
Donc, pour k suffisamment grand, on a
2
g0 < | fu(2k) = F(@)l < [fn(2r) = f(2)] + |f(2) = Fl2r)] < 3 0,

contradiction.
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IT1.1.22. On suppose, par exemple, que les fonctions f,, sont croissantes sur
[a,b]. Evidemment, f est uniformément continue sur [a,b]. Soit € > 0. Par
continuité uniforme de f, il existe § > 0 tel que

f@) - £@)] < 2

dés que |z — 2'| < 0, z, 2’ € [a,b]. On choisit a =xg <21 <23 < -+ <z =Db
de sorte que |z; — x;—1] < 0, i = 1,2,...,k. Puisque

lim fn(xl) = f(xz)v 1= 1a27' 00 aka

n—-+00
il existe ng tel que
€
|falzi) = flzi)| < 3
si n > ng. Clairement, pour z € [a,b], il existe i tel que ;1 < = < z;. La
monotonie de f, et () impliquent alors

F@im1) = 5 < fal@ior) < fule) < falai) < F(@)

+
pour n > ng. La fonction f devant étre croissante, on a f(x;—1) <
ce qui, combiné & la continuité uniforme de f, donne

—& < f(@i1) = f(@) = £ < falw) — £(2) < (@) — flmin) + £ <,

(i=1,2,....k) (%)

€
2
fx) < flwi),

La convergence uniforme de {f,} sur [a,b] est donc prouvée.

IT1.1.23. On suppose, par exemple, que les fonctions f, sont croissantes
sur R. On prouve d’abord qu’il existe une sous-suite f,, convergente sur l'en-
semble Q des rationnels. Q étant dénombrable, on peut écrire Q = {ry,ra,... }.
La suite {f,(r1)} est bornée et contient donc une sous-suite convergente
{fn,1(r1)}. Puis, puisque {f 1(r2)} est bornée, il existe une sous-suite conver-
gente {fy2(r2)}. Clairement, {fy,2(r1)} est aussi convergente. En répétant le
procédé, on obtient la suite de suites {fn1},{fn2},..., ayant les propriétés
suivantes :

o {fnr+1} est une sous-suite de {f, } pour k € N*,

e la suite {f, x(r;)} est convergente pour k € N* et i =1,2,... k.

La suite diagonale { f,, ,,} est donc convergente dans Q. On a construit de cette
facon une sous-suite {f,, } simplement convergente sur Q vers une limite que
I'on note f. Clairement, f est croissante sur Q. On prolonge maintenant f &
R en posant

flx)=sup{f(r):reQ,r <z}.
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Ce prolongement de f est croissant sur R. On montre que si f est continue
en z, alors klim fre(x) = f(z). On considére pour ce faire deux suites de
—+4-00

rationnels {p,} et {g,} convergentes vers x et telles que p, < = < ¢,. La
monotonie de f,, implique fp, (Pn) < fn,(2) < fn,(gn). On obtient alors, en
faisant tendre k vers oo,

k—-+oo0 kE_IJIrloo (@) < f(gn)-

Par passage a la limite lorsque n tend vers +o0o (voir 1.1.35), on obtient

fz7) < lim f(2) < Tm fo,(2) < f(z™).
k—+o00 k—+o0

Il s’ensuit que f(z) = klim fn, (z) en tout point = ot f est continue. On sait
— 400

que 'ensemble D des points de discontinuité d’une fonction monotone est dé-
nombrable (voir 1.2.29). On a donc f(x) = klim fni(x) sur 'ensemble R\ D
—+4-00

et, {fn, } étant bornée sur I'ensemble dénombrable D, on peut utiliser & nou-
veau le procédé d’extraction diagonale pour choisir une sous-suite de {f,, }
simplement convergente sur D. Clairement, cette sous-suite est convergente
sur R.

I11.1.24. Si K est un sous-ensemble compact de R, il existe alors un inter-
valle fermé [a,b] tel que K C [a,b]. Clairement, f est uniformément continue
sur [a,b]. D’aprés le résultat de I11.1.22, {f,, } converge uniformément sur
[a,b] et converge donc aussi uniformément sur K.

L’exemple suivant montre que {f,, } peut ne pas converger uniformément
sur R. On pose

fnlx) = <% (Arctan:z + g))n, x € R.

Chaque f,, est strictement croissante sur R et 0 < f,(x) < 1. La suite {f,}
est simplement convergente vers f = 0. Cependant, la convergence n’est pas
uniforme.

I11.1.25.  On montre d’abord que si {P,} est une suite de polynémes unifor-
mément convergente sur R, alors tous les polyndémes P, sont du méme degré
a partir d’'une certaine valeur de 'indice n. En effet, si ce n’était pas le cas,
pour tout k£ € N* il existerait alors ny > k tel que le degré de Py différerait
de celui de P,, et

sup | Py, () — Py(z)| = +o0,
z€eR
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contredisant le critére de convergence uniforme de Cauchy (voir IT1.1.7). Il
existe donc ng € N* tel que
Po(x) = anpz? + an,p,lazpfl + - Fan1z+anp

si n > ng. De nouveau avec le critére de convergence uniforme de Cauchy, on
voit que sin > ng, alors les coefficients a,; (i = 1,2,--- ,p) sont constants (ils
ne dépendent pas de n), autrement dit,

Po(x) = apa? + ap_12P 1+ + a1z + anp.

Clairement, une telle suite de polynémes converge uniformément sur R vers le
polyndéme

P.(z) = apa? + ap_12P" 1 + -+ - + arz + ag,
o ap = lim app.

n—-+4o0o

I11.1.26. Clairement, (i) = (ii). On prouve que (ii) = (iii). En effet,

An0 + an1Co + -+ + + an pch = Py(co),
Ano + ap1c1 + -+ + appdy = Polcr),

G0 + On,1Cp + - + Gnpth = Prolcy)-

Le déterminant de Vandermonde

2
lepef...

10003... Cg
a

2
1cpcp...

n’étant pas nul, le systéme d’équations linéaires (1) admet une unique solu-
tion et on peut déterminer les a,; (i = 0,1,2,...,p) a l'aide des formules de
Cramer. En conséquence, (ii) implique la convergence de chaque suite {ay ;},
i=0,1,2,...,p. L’implication (iii) = (i) est facile a prouver.

IT11.1.27. Lasuite {f,} étant équicontinue, étant donné € > 0, on peut choisir
0 > 0 tel que pour tout n € N*,
€

‘fn(x) - fn(y)‘ < D

dés que |z —y| < 9, x,y € K. En faisant tendre n vers +oo, on obtient

[f(@) = fly)l <

(1)

€

- ©)
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(On remarque que ceci montre que f est uniformément continue sur K.) L’en-
semble K étant compact, il existe un recouvrement fini de K par des inter-
valles ouverts |x; —d,x; + 6], i = 1,2,...,k, x; € K. Par convergence simple
de {fn}, il existe ng tel que

(@) = fl@)] <5 (=12....k) 3)

si n > ng. Clairement, pour x € K, il existe un indice i tel que |z — z;| < 4.
Donc, d’apreés (1), (2) et (3), si n > nyg, alors

[fn(@) = (@) < |fa() = fa(@o)| + [fulzi) = f(@)| + |f(2:) = F(2)] <e.

I11.1.28. On observe que {f,} est équicontinue sur [a,b]. En effet, d’aprés
le théoréme des accroissements finis, on a

[fa(@) = fu()] = |£1(O)] |z =yl < M |z —y]

pour tous z,y € [a,b] et n € N*. Le résultat cherché se déduit maintenant du
probléme précédent.

I11.1.29.

(a) Puisque |fn(z)] < %, la suite est uniformément convergente sur R. On
a fl(z) = y/ncosnx. Donc, lim f/(0)= lim /n=+ooet,siz#0,
n——+00 n——+00
la limite lim f](x) n’existe pas. En effet, si lim f) (x) =, alors pour
n——+00 n—-+o00

n suffisamment grand, [cosnz| < &. Donc, |cos2nz| = 1 —2cos® nz > 3,
contradiction. On voit donc que {f},} ne converge en aucun point.

b) Puisque |fn(z)| < 5=, la suite converge uniformément sur [—1,1]. Par
2n
ailleurs,

lim f/(x) = lim

n—-+o0o n—-+o0o (]_ + n2$2)

1 — n2z? _J1 pourz=0,
2 0 pour z # 0.

La limite simple de {f],} est discontinue en 0 et la convergence ne peut
donc pas étre uniforme.
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IT1.1.30. On suppose d’abord que lim f(z) = 1. Soit € > 0. Il existe § > 0
T—T0

tel que |f(z) =] < §si 0 < |z — x| < 0. La convergence uniforme de {f,}

sur A implique

|fu(z) — f(2)] < % pour n = ng,z € A.

Donc,

[fn(z) =1l <e
deés que 0 < |z — xg| < 0 et n > ny. Puisque xli)néof(:v) existe, ceci implique
w1, 2 (E) =1

On suppose maintenant que lim lim f,(z) =[. On pose
n—-+4o00 T—xo

wli_)nzlo @) = gplan)s

On a donc ha[_l gn(x0) = [. Soit € > 0. Par convergence uniforme de {f,}, il
n—-1+0oo

existe nq tel que .
fal@) ~ F@I < 5 (weA) (1)

si n > nj. De ce qui précéde, il existe no tel que

€
jan(ao) —1] < & ©)
si n > ng. On fixe ng > max {ny,na}. Puisque lim f,,(z) = gn,(20), on a
T—xQ
€
|fn0(1') o gn0($0)| < g (3)

si |z — xp| < Op,. Les relations (1), (2) et (3) donnent lim f(z)=1.
T—x0

L’égalité lim lim f,(x) = lim f(x) peut s’établir de la méme fagon.
n—+00 T—+00 T——+00

IT1.1.31. Soit € > 0. On choisit ng tel que

| Fn(@0) = fm(@0)] < = M

sin,m = ng et

€
2(b—a)’
Ceci, combiné au théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction
fn — fm, donne

|fn(t) = fra®)] < t€la,b]. (2)

) = fnle) = falt) + Fmlt) < Sk < 2 @
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pour m,n = ng et x,t € [a,b]. D’aprés (3) et (1), on a alors

[fn(2) = f(@)] < [fn(@) = (@) = fu(@0) + fin(20)| + [fn(20) — frm(20)| <e.

Le critéere de Cauchy pour la convergence uniforme est donc vérifié
(voir IT1.1.7). Soit = € [a,b]. On définit les fonctions h et h,, par
o f(t) B f(x) o fn(t) B fn(x)
ht) = =———, halt) = =—5———, t€lob], t#x
On a }im hn(t) = f1(x), n € N*. D’aprés (3),

2(b—a)’

ce qui signifie que {h,, } est uniformément convergente (évidemment vers h) sur
[a,b] \ {z}. En appliquant le résultat du probléme précédent a la suite {h,}
et & 'ensemble [a,b] \ {z}, on obtient hrf fl(z) = gim h(t) = f'(x).

n—roo —X

|hn(t) - hm(t)| <

m,n = ng,

I11.1.32. L’égalité

n

1-@+a-2)" =) (})eta-or

k=0

donne

Donc,

n

|Bn(f,2) = f(z)| <

k=0

1(5)-1@|()eta-a2m* o

Etant donné £ > 0, par continuité uniforme de f sur [0, 1], il existe § > 0 tel
que

|f(z) - f(a')| <e
dés que |z —2'| < 6, z,2’ € [0,1]. Clairement, il existe M > 0 tel que
|f(x)] < M pour z € [0,1]. On fixe z dans [0,1]. L’ensemble {0,1,2,...,n}
peut se décomposer en deux ensembles
> 5}.

a={r: <of e B={:

Si ke A, alors
‘f <E> — f(z)
n

k
= —
n

= — i
n

<e€
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et

M'f() f()

Si k € B, alors

(Z) 1—2)" <€Z<> 1-2)"*<e (2

keA

(k — nx)?
n242
et, d’aprés I'inégalité donnée en I11.5.52, on a

S| (2) - s (7)o -

keB
2M 2 (M k n—k
<2 — — < .
S g (k — nx) <k>$ (1-2)""< 5757

Ceci, combiné a (1) et (2), donne

>1

|Bu(f,2) = fl@)l e+ 55, 2€[0,1].

I11.1.33. Si[a,b] =[0,1], on prend alors P(z) = B,(f,x). Si [a,b] # [0,1],
on peut alors appliquer le résultat du probléme précédent & la fonction
g(y) = fla+y(b—a)), y € [0,1]. Donc, étant donné ¢ > 0, il existe un
polynoéme de Bernstein B, ( y) tel que

9(y) = Bulg,9)l <&, y€0,1].
En posant * = a + y(b — a), on obtient
3]
< &
a

‘f(x) _ B, (g, -

II1.2. Séries de fonctions, convergence uniforme

I11.2.1.

(a) Size€]-1,1], alors hm — # 0. La condition nécessaire de conver-

1+
gence n’est donc pas verlﬁee. Pour |z| > 1, on a |z|" > 2" pour n
suffissamment grand. Donc,

1
1+ 2m

< L £ 2
NEETNER

et la série converge d’aprés le test de comparaison.
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Clairement, la série converge si x = 0. Si z # 0, alors

" 1

= -

Donc, d’aprés (a), la série converge pour —1 < z < 1.

Si z =0, la série diverge. Si x # 0,

r e (R)

1
1+ 3nzn I

Le n-iéme terme de la série converge donc vers 0 si et seulement si
‘3%‘ < 1, c’est-a-dire si |z| > % Le test de comparaison montre que
la série converge si x € |—o00,—2/3[U]2/3,400].

On a

a" ! 1 1 1
1-zr)(1—2zrtl)  z(l—z)\1—2" 1—2ntl)’
d’out
N n—1

Swie) = 2T —2m) (1 -2 F)

o 1 1
S z(l—-z) \1—2 1—gN+L "

En conséquence,

si |z] < 1,
lim Sy(z)={ 797
N—+oo i o lz| > 1.
La série converge donc sur R\ {—1,1}.
On a
22701 1
11—z 1-22" 1—g"
et

lim S(e)=4{7e Sll<l
N—+oo — siz| > 1.

La série converge donc sur R\ {—1,1}.
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(f) Si < 0, la condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée.
Pour > 0, d’aprés le test de condensation de Cauchy (voir, par

exemple, I11.2.28 (vol. 1)), la série étudiée converge si et seulement
+oo ©

si Y 2,1("1—71) converge. Le test de la racine montre que cette derniére
n=

série converge si x > 1 et diverge si < 1. Si & = 1, la série est alors di-

vergente. En résumé, on voit que le domaine de convergence est |1, 400].

(g) Puisque 2™ = nl"? la série converge si Inz < —1 et diverge si

Inxz > —1. Le domaine de convergence est donc ]O, % [
(h) On a

2
n2g
<

2
V1t +1 "

Le test de comparaison montre que la série converge pour tout x.

3m| 8

sin® <27r\/ n? + x2> = sin? | 2n7

I11.2.2.
(a) Puisque Arctanx + Arctan% = 5 pour x > 0, on voit que

1 - 1 - 1
n2(14+22)  n2(14+22)  n2’

g — Arctan (n2 (1 + ZE2)) = Arctan

La série est uniformément convergente sur R d’apreés le test de Weier-
2
strass(?).

(b) Pour z € [2,+400[, on a

In(1 + nx) < 1 < 1
nxm pn—1 gn—1"

la convergence uniforme de la série se déduit donc du test de Weierstrass.

(¢) Puisque sup {n2x2e_”2|x| 1x € R} = %, le test de Weierstrass montre

que la série converge uniformément sur R.

(211 s’agit du test de convergence normale suivant : si les fonctions f,, sont définies sur A, s'il
existe une suite {a,} de réels positifs telle que | fn(z)| < a, pour tout z € A et tout n € N et

si > an converge, alors la série ) f, converge normalement sur A. (N.d.T.)
neN neN
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La série converge simplement vers

S(x) =

1 sixzel-1,1]\{0},
0 siz=0.

La limite S n’étant pas continue, la convergence ne peut pas étre uni-
forme.

On note que

2
n—n! (2" +27")

n? n?
=" s —=
vn! ( ) vn!

sup ontl,

1/2</<2

+0o0
Puisque "Tz' 2"+ converge (par exemple, d’aprés le test de d’Alem-
n=1 :

bert), le test de Weierstrass montre que la série converge uniformément
sur A.

La série ne converge pas uniformément sur A puisque le critére de conver-
gence uniforme de Cauchy n’est pas vérifié. En effet, si 0 < 3,% < 3,

. 1 . 1
|Sn+m(x) - Sn(x)| = 2"t gin 3ntiy HFoooaE 2 M gip Intmy
2 1 2 1
n+1 n-+m
=2 ;3n+1$++2 ;3n+mx
2
n+1
> 2 m3n+ly
En prenant z = 3%, on obtient

1 1 2n+2 23
* <3n> <3n>‘ 3r ~ 3«

La convergence uniforme de la série se déduit du test de Weierstrass.

On a
1n<1+ i >< z_ . @
nln’n/) ~ nln’n  nln’n
et le test de condensation de Cauchy (voir, par exemple, I11.2.28

+00
(vol. I)) montre que
n=2

a
nin’n

converge.
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IT11.2.3. On pose S(z) = Jrf:o fu(z) et Sp(z) = i fr(x). On a
n=1 k=1

1

sup {S(z) — Sp(x) :x € [0,1]} = PR

ce qui montre que la série converge uniformément sur [0,1], mais
les hypothéses du test de Weierstrass ne sont pas vérifiées puisque

sup{fn(z) 12 €[0,1]} = L.

I11.2.4. On a

Sn(®) =) (k—1Dz+1)(kz+ 1)

R 1 Y, !
B (k—1Dzx+1 kx+1/) nr+1

Donc,

Clairement, f n’est pas continue en 0.

II1.2.5.

(a) La série est absolument convergente sur R car

o) S

n=0
Clairement, la convergence est uniforme sur chaque intervalle borné. La
continuité de la somme se déduit donc du résultat de 1.2.34.

z" SlIl TLQZ’

(b) Puisque

+o0o ) +o0o 1
Dl <D bl = =
n=0 n=0 1- |:E|

la série converge absolument sur |—1, 1[. De plus, la convergence est uni-
forme sur chaque sous-ensemble compact de |—1,1[. La somme est donc
continue sur |—1,1][.
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¢) La série est absolument convergente pour — <z < et, comme en
La série est absol t gente p 1/2 1/2 et,
(a), on peut montrer que sa somme est continue sur ]—% , % [
e a série est absolument convergente pour 1/e — 1 < z < e — 1 et sa
1) La séri t absol t gente p 1 1 1 et

somme est continue sur ] % —l,e—1 [

I11.2.6. Clairement la série converge pour x = 0. En utilisant, par exemple,
le résultat de I11.2.16 (vol. I), on voit que la série converge si 0 < |z| < 1.
Si |z| > 1, la série diverge. Un raisonnement semblable & celui utilisé dans
la solution du probléme précédent montre que la somme est continue sur le
domaine de convergence.

111.2.7.  On note d’abord que la série

Ji:'o sin (n2x)
n=1 TL2

est uniformément convergente sur R et sa somme S y est donc continue. De
. " zsin(k2z . =
plus, si S, (z) = > —k(g—), alors lim S,(z) = xS(z). La somme de la
k=1 n—+oo
série étudiée est donc aussi continue sur R.

+00

I11.2.8. On suppose que Y fn(x) converge uniformément sur A vers S. Ceci
n=1

signifie que

dn, = sup |Sp(x) — S(z)] ——— 0,
zEA n—-+4oo

NIE

ou Sy(x) =

fx(z). La fonction f étant bornée, on a aussi

k=1

d,, = sup | f(2)Sn(z) — f()S(z)] —— 0.

TEA n—+o00

Pour voir que le fait que f soit bornée est essentiel, prenez A =10, 1], f(z) = %

+00
et fn(x) = 2,1—14 La série > f,(z) converge uniformément sur A, ce qui n’est
n=1

+oo
pas le cas de la série Y 1 f,(z) car

n=1
=1 2
sup — fx(x)| = sup prri +00.
z€]0,1] |20 z€]0,1] L

On voit facilement que si % est bornée sur A, la réciproque est alors vraie.
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+o00o

I11.2.9. Pour z € A, la série > (—1)""! f,,(x) converge d’apreés la régle de
n=1

Leibniz. De plus, d’aprés le résultat donné en I111.4.14 (vol. I),

n

S ()M f(a)| <

k=n+1

Sup fn+1(z).
TEA

sup | ()| = sup
€A TEA

Ceci, combiné a la condition (¢), montre la convergence uniforme de la série

sur A.

IT11.2.10. Les trois séries (a), (b) et (c) vérifient les hypothéses de la propo-
sition du probléme précédent.

I11.2.11. D’aprés I'inégalité de Cauchy, on a

n+m n+m 1/2 n+m 1/2
sup Z ek fr(x Z Cr sup Z f,? .
zeEA h—n, TEA b—n,

I1 suffit donc d’appliquer le critére de Cauchy pour la convergence uniforme.

I11.2.12.

(a) A= [% ) % [, B = ] % , %[ La série converge uniformément sur [% , %] car

e8] k n+1
6z — 2 1
sup Z Bz—-1* < sup | n+|1 =1
2€[5:3] lk=nt1 w€[53]

(b) A = ]—oo,—%], B = ]—oo,—%[. La série converge uniformément sur
[-2,—1] car

sup
z€[—2,—1]

i E<$+1> ' Z W

k=n+1 k=n+1

I11.2.13. Une sommation par parties donne

= ka(az) ZGk — frt1(x)) + Gn(z) fu(z).
fe=il
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Ceci, combiné a (3), implique

|Snim () — Sn(z)]
n+m—1

Z Gr(@)(fi(@) = fir1(2)) + Gram (@) fatm (@) — Gn(2) fn(@)

k=n

n+m—1
< M( Y @) = ferr(@)] + | frrm(@)] + Ifn(a:)|> :

k=n
Soit € > 0. Les conditions (1) et (2) impliquent

sup |Spym(x) — Sn(z)|
TEA

n+m—1
< M sup ( Y fu@) = frar(@)] + | farm(@)| + \fn(w)|> <e

zeEA b—n,

pour m € N* et pour n suffisamment grand. On peut donc appliquer le critére
+00
de convergence uniforme de Cauchy & > fn(2)gn(z).

n=1
Pour prouver le test de convergence uniforme de Dirichlet, on note que la

monotonie et la convergence uniforme de {f,(x)} impliquent (1) et (2). De
“+o0o

plus, puisque la suite des sommes partielles de > g,(x) est uniformément
n=1

bornée sur A, on voit que la condition (3) est aussi vérifiée. En conséquence,

+oo
la série > fn(2)gn(x) converge uniformément sur A.
n=1

I11.2.14. On applique le test de convergence uniforme de Dirichlet.

(a) On prend

1

ful®) == et ga(a)=(-1)""" ™

n

(b) On prend ici
1 .
fn(z) = - et gn(z) = sin(nx)

et on note que

< <2
sin§  sin g

Z sin(kx)
k=1
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(¢) Le test de Dirichlet montre que la série converge uniformément sur R car

2 Z sin (k*z) sin(kz)

k=1

n

Z(cos(k(k —1)x) — cos(k(k + 1)z))

k=1
= |1 —cos(n(n+ 1)z)| < 2

et {ﬁ} est décroissante et uniformément convergente vers 0.

(d) On a
Z n(nz Arctan(naz)
=1
X [ sin(nz) (Arctan(nz) — %)  Zsin(nz)
=2 + NG
— n n
. to g (nx) . .
Puisque ) 2——— converge uniformément sur [§, 27 — 6] (voir (b)), la
n=1

suite des sommes partielles est uniformément bornée. De plus, la suite
{Arctan(n;v 2} est croissante et vérifie le critére de convergence uni-

forme de Cauchy sur [0 ,27 — §] car
ma

1+ (m+ n)na?
ma

(m + n)na?

Arctan((m + n)z) — Arctan(nx) = Arctan

< Arctan

1
< Arctan — .
nd
La suite {Arctan(naz 2} converge donc uniformément vers 0. Il s’en-
suit, d’aprés (%), que la série étudiée converge uniformément sur A.

(e) On a

= 1 R 11
_1n+1_: _1n+1—a_a.
Fepn L Fepn L1
n=1 n=1
+oo
Puisque 3. (—1)"** L% converge, la suite de ses sommes partielles est
n=1 n

bornée. De plus, la suite { 117% } décroit et converge uniformément vers 0
n

sur [a,+oo].

(f) On note que

n —1)"
1 1— ¢
P (=1) ekz er +1
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n+x

pour z € R . De plus, la suite { } décroit et converge uniformé-

i

ment vers 0 sur R .

I11.2.15. Une sommation par parties donne
=" fulx)gn( ZGk — fr41(@)) + G (@) fal),
k=1

n
o Gy(x) = > gr(z). Puisque f1 est bornée sur A, la condition (2) implique

k=1
qu’il existe M > 0 tel que |f,(z)] < M pour tout x € A et tout n € N*.
Puisque {G,} converge uniformément sur A vers une limite que 'on note G,
on obtient

Sptm(x) — Sp(z)
n+m—1
= Z Gk(fb)(fk(x) - fk—l—l(fb)) + Gner(x)fner(x) - Gn(x)fn(x)
n-l]f:In—I
= Y (fsl@) — fr1(@)(Ge(x) — G(x))

k=n

+ (Grim(z) — G(2)) frtm(z) — (Gu(z) — G(2)) fn(z)

Ceci, combiné avec (2) et le fait que { f,(x)} soit uniformément bornée, montre
que {S,,} vérifie le critére de convergence uniforme de Cauchy.

Pour prouver le test de convergence uniforme d’Abel, il suffit de noter que
la monotonie de {f,(x)} et le fait que {f,(z)} soit uniformément bornée im-
pliquent la convergence simple vers une fonction bornée et les conditions (1)
et (2) sont donc vérifiées.

I11.2.16.

(a) La suite {Arctan(nz)} vérifie les conditions (1) et (2’) du test de conver-

: : TR (—yrtl
gence uniforme d’Abel. De plus,  *— <7

n=1

converge uniformément sur R
(voir I11.2.10(a)).
(b) Le test de convergence uniforme d’Abel s’applique car la série
n+1

Z\/_+cosas
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est uniformément convergente sur A (voir II1.2.10(c)) et la suite
{cos %} est bornée et monotone pour n > iy

™

(¢) La série

n=1 L
converge (voir, par exemple, IT1.4.8 (vol. I)) et la suite {\/%} est

monotone et bornée sur Ry. Le test de convergence uniforme d’Abel
s’applique donc.

I11.2.17. Le résultat découle immédiatement de I11.1.30.

I11.2.18. Pour prouver (a) et (b), on peut utiliser les résultats
de I11.2.14, IT1.2.17 et 111.1.32(a) (vol. I).

(¢) Puisque

io (2 —:E"+1) _ {x pour z € [0, 1],

= 0 pour z =1,

on obtient
+oo

lim Z (x” = x”“) = 1,

rz—1— ot

+oo

(d) On note d’abord que 21 ﬁ est uniformément convergente sur R
n=

d’apres le test de Weierstrass. Donc, d’aprés le probléme précédent, on a

+00o 1 +o00 1
Tm Yoo =) =1
n=1 n=1

+oo
2
N . €T . -
(e) La série ) TR converge uniformément sur R car
n—=

x2 1

SUp———— = — .
zeR 1 +n2x2 n?

En utilisant maintenant le résultat de I11.1.30, on obtient

o o
. =3 22 X1 2
lim Z 2.2 Z 2T
T—+00 1+ nx n 6
n=1 n=1
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+00

I11.2.19. On observe d’abord que ) a,z" converge uniformément sur [0, 1].
n=1

Ceci se déduit du test de convergence uniforme d’Abel énoncé en 111.2.15 en

prenant f,(z) = z" et g,(z) = a,. On voit alors, avec 111.2.17, que la limite
+00
est égal & > ap.

n=1

I11.2.20. Les fonctions f, étant continues sur [0, 1], on voit que

n+m n+m

sup > fi(x) = sup ka

z€l0,1] = z€[0,1]

+00
D’aprés le critére de Cauchy, la convergence uniforme de > f,(x) sur [0, 1]
n=1

+00
implique donc la convergence uniforme de Y f,(z) sur [0, 1].
n=1

I11.2.21. A =R’ . La convergence n’est pas uniforme. En effet, si elle I'était,
d’aprés le résultat du probléme précédent, la série convergerait en x = 0,
contradiction.

I11.2.22.  On note que

+o0
> ful@) = f(z) — Salw),

k=n-+1

+oo
ou Sy, (x) représente la n-iéme somme partielle de Y f,,(z). Par hypothése, la
n=1
suite {r,(z)} est monotone et convergente vers 0 en tout point de [a,b]. Le
théoréme de Dini (voir I11.1.16) implique donc la convergence uniforme de

{rn(x)}, d’ou celle de la série sur [a,b].

I111.2.23. Non. On considére

—+00

S (-)"A-=z)2", A=[0,1].

n=0
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D’aprés le résultat de 111.2.9, la série converge uniformément sur A. D’autre

+oo
part, la somme de la série > (1 — x)z™ est égale a
n=0

S(z) = {1 pour z € [0, 1],
0 pour x =1.

La limite S n’étant pas continue, la convergence ne peut pas étre uniforme.

I11.2.24. Les fonctions f, étant monotones sur [a,b], on a

+o0o +oo +o0o
(@) = | D fe@)| < D @] < Y max{|fu(a)l,|fi®)]}-
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Ceci montre que si la série converge absolument aux extrémités de 'intervalle
[a,b], elle converge alors normalement sur tout 'intervalle [a, b].

I11.2.25. Soit A u+n ensemble borné ne contenant aucun élément de la
o0

suite {a,}. Puisque > ﬁ converge, on a liI}Ll |an| = +00. On peut donc
n=1'" n—+0o0

choisir un indice ng tel que |z — a,| = 1 pour tout x € A si n > ng. D’ou,
pour n suffissamment grand,

1 1 1 » 1 1
S S S QR —
|z —an| |an] |an| 1- AL
lan]
“+o0o
oot M = suplz|. On remarque enfin que si > o] | converge, alors
TEA n=1
(4 1
> = —= | converge aussi.
lan] 1— M
n=1 lan]

I11.2.26. On écrit

OO
an _ an 1
Z = x
n:co nx—ro

et on applique le test de convergence uniforme d’Abel (voir I11.2.15).
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I11.2.27. On a prouvé dans la solution de III.2.7 que la série étudiée
converge vers une fonction continue sur R. On montre que la convergence
n’est pas uniforme sur R.

On observe d’abord que la somme

I sin (HQZE)
D=
n=ng

est différente de 0 en chaque xx = 5 + 2k7 (k € N¥) si ng est impair. De plus,

I in (n22 I gin (n2z
Z (2 k)zz ( 02)2' (*)
o n =0 (no + 2l)

o0 3 2
. P s\ n-x . L, . .
Si la série Y x 512 ) est uniformément convergente sur R vers une limite f,
n=1
étant donné € > 0, il existe alors ng impair tel que

-l gin (n2z
'f(a:) - o2 lre)

< e pour tout z € R.

2
n=1 n
En particulier, on a
—1
‘ ni sin ) &
= 5 +2km
et
no—1 . 2
. T sin (n
i @) _ 3 (2 5)
k—+4oco0 I n
n=1

Par ailleurs, d’aprés (x),

flop)  <Xsin (n? xk ~ sin ( 5 5
= + sin < —)
Tk nzl z:: °2 ;(no—i—%)
contredisant le fait que
™ <= 1

. 2

sin (n —) — = #0

"2 ; (no + 20)°

I11.2.28. Cette proposition se déduit immédiatement du résultat
de T11.1.31.
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“+o0o
I11.2.29. D’apreés le test de Weierstrass, la série ) %W converge unifor-
n=1
mément sur R. De plus, puisque
1\ =2= |_1
n2 4 x2 o (TL2—|—ZIJ2)2 = p3

+0o0 /

21 <n2#+x2) converge aussi uniformément sur R. Donc, d’aprés le résultat
n=

du probléme précédent, f est dérivable sur chaque intervalle compact et donc

sur R.

+00
I11.2.30. On note d’abord que > cos(ng) converge uniformément sur R. La

1+n2
. n=1
série
+oo / +00 .
Z cos(nz)\" Z —nsin(nx)
1+ n? 1 4 n?
n=1 n=1

converge uniformément sur I'intervalle considéré d’apreés le test de convergence
uniforme de Dirichlet énoncé en I111.2.13. La dérivabilité de f se déduit donc
de ITI.2.28.

+o00
IT11.2.31. La série > (—1)"Jrl In (1 + %) converge, par exemple, pour x = 0.

n=1

~ n+1 Z\Y R el 1
> (i (1 D)) =3 (-

La série

converge uniformément sur R, d’aprés le résultat énoncé en I11.2.9. Le résul-
tat de II1.2.28 montre donc que f est dérivable sur Ry et

+oo +o0 1

£y => (=)™ % =2, f(1)=) (-)""'—==1-I2

n=1 n=1 n+1

Enfin, on obtient, en appliquant 1T1.1.30, lirf f'(x) =0.
T— 100

+0o0
o 1yl 1 x : ¢
IT1.2.32. La série n§:1( 1) Tn Arctan Jm converge uniformément sur R

d’aprés le test de convergence uniforme d’Abel (voir I11.2.15). La série déri-

+oo n+1
vée Y. (;2x2 est aussi uniformément sur R (voir I11.2.10(a)). On peut donc
1

n=
appliquer 111.2.28.
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I11.2.33. Clairement, la série

] 2
sin{ nx . -
% converge uniformément sur R. La
n=
+oo 2
L. L. 2xn cos(nx
série dérivée ), — +r(b )
n=1
Donc, d’apres IT1.2.28, f/ est continue sur tout intervalle borné et donc conti-

nue sur R.

converge uniformément sur tout intervalle borné.

I11.2.34. Le test de Weierstrass montre que la série et la série dérivée

+00 1
Z ny/n (tanz)" ! -
— cos? x

sont uniformément convergentes sur chaque sous-intervalle compact de
]—% ' 4 [ Donc, d’aprés 111.2.28, f est continue sur ]—% ) 4 [

I11.2.35. Le test de Weierstrass montre que la série étudiée converge unifor-
mément sur Ry. On voit, de nouveau avec le test de Weierstrass, que la série

dérivée
2
o 1+n

est uniformément convergente sur chaque intervalle [a , 400, a > 0. La fonction

f appartient donc a (f]%) +oo* On conclut en répétant k fois le procédé précé-
+too k_k_,—nz
!
dent que Zo %
n—=

a > 0. Ceci montre que f € Cﬁ]gfjroo[.

converge uniformément sur chaque intervalle [a, oo,
Puisque

r(1+n2) > @

pour z > 0 et N > 1, si f'(0) existe, on a alors

—n
z—0+ 1+n2’

N
i 10 5
=)

Par passage a la limite lorsque N tend vers +o0o, on obtient f/(0) < —oo,
contradiction.
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I11.2.36. Clairement, la série converge uniformément sur chaque intervalle
borné et f est donc continue sur R. De plus, pour = # 0,

+o00 / +o0 9
Z< |z > :Zn sgn(z) — z |x|
<\ 2?2+ n? (22 +n2)>

n= n=1

La série dérivée est donc uniformément convergente sur chaque intervalle borné
ne contenant pas 0 et f’ est continue en tout x # 0. On montre maintenant
que f’(0) n’existe pas. Puisque

f(h) ;f(0 (IM) Zh2+n2

et (voir I11.2.17)
+oo 1

~+o00 1 2
1‘ _— = _— = —
hlﬂ%g_:l h? + n? 7; n? 6’

n’existe pas.

la limite lim £A-1(0)

I11.2.37.  On remarque d’abord que la série Z -= converge uniformément

sur tout intervalle [zg , +oo[, zg > 1 (voir II1.2. 26) La fonction ¢ de Riemann

est donc continue sur |1, +oo[. Pour k£ € N*| la série
<= , Infn
nz_:l (-1 —

est aussi uniformément convergente sur tout intervalle [xq,+oo[, g > 1, car
zog—1
Infn a7z 1
T < o T T agrl
n n -

pour n suffisamment grand. Toutes les dérivées de la fonction ¢ de Riemann
sont donc continues sur |1, +o0l.

I11.2.38. D’aprés (a), il existe z¢ € |0, 1] tel que f(zg) # 0. D’aprés (b) et
la formule de Taylor avec reste Lagrange, on a

(n) n
f(@o) = S )i (ffl)xo
ou 0, €10, 1[. Donc,
£ (0, = L) (+)
0
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La condition (c¢) implique alors sup |an i) (ZE)‘ — 0, ce qui signifie que,
2€[0,1] n—-+00

étant donné € > 0, il existe ng tel que !anf(")(ﬁnﬂ < esin > ng. Légalité (x)

donne maintenant

EX(

| f(xo)|

Inla,| <

+o0
I11.2.39. Clairement, pour z € Z, on a f,(x) =0et Y. fn(x) =0. On pose
n=1

maintenant x = %, ot r et s sont des entiers premiers entre eux et s > 1. Si
p est un nombre premier différent de s, alors fy(z) > pis. En effet, pour tout
a € 7,

r a|l _|rp—as|

1
> —.
sp sp

S
En conséquence,
+o00 1
> hw> XL,
n=1 peP
ot P représente I'ensemble des nombres premiers différents de s. Donc (voir,
+o00
par exemple, IT1.2.72 (vol. I)), la série > f,(z) diverge pour tout = € Q\ Z.
n=1

Pour z irrationnel, on pose
A=<neN*": L < nzx — [nx] < !
- 4 2’
A(m) =card{n € A :n <m},
ou card B représente le cardinal de l’ensemble B. Le fait que les nombres

nx — [nx] sont uniformément distribués modulo 1 pour x irrationnel (voir, par
exemple, théoreme 25.1 dans P. Billingsley, Probability and Measure, Wiley,

New York, 1979, pp. 282-283), implique lim Aag) i. En conséquence,
m—+oo M
> ﬁ = +o00. On note que
neA
[nx] 1
r)=r—— > —
In(2) n 4dn

+00
pour n € A. Il s’ensuit que Y fn(z) diverge pour x € R\ Q.

n=1
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I11.2.40. La fonction g étant bornée, la série converge uniformément sur R
vers f et f est donc continue sur R. Notre but est maintenant de prouver que
f n’est nulle part dérivable. Soit x € R et m € N*. S’il y a un entier dans
]4mx,4mx + %[, il n’y en a alors pas dans ]4’”33 — % ,47”33[. On peut donc
toujours trouver 9, = i% 4™ tel qu’il n’y ait aucun entier dans l'intervalle
ouvert d’extrémités 4™x et 4™ (x + 6,,). Par définition de g,

g (4" (x + 0m)) — g (4"x)
Om

_JO0  sin>m,
4" si0<n<m.

On note ici que, pour m fixé,

g (4"(x 4 6m)) — g (4"x)
Om

a le méme signe pour n =0,1,...,m. Donc,

f(@+6m) = f(=)
Om

5 @ (@@ +5g:3> —g(4m)

n=0

RS @ g (4" ”g;f) — g(4"x)

n=0

£
n=0
3m+1 —1
2

Puisque lim §,, = 0, ce qui précéde implique que }llin% w n’existe

m——+0o0
pas et f est donc nulle part dérivable sur R. Les graphes des trois premiéres
sommes partielles So(z), Si(z) et Sa(z) de la série définissant f sont tracés

ci-dessous.
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A
p 15
1
1
323|123 a1 05 05 1
y = So(x) y = Si(z)
2
1
LI ‘ 05 1
y = Sa(z)

IT1.3. Séries entiéres

IT1.3.1. Soit R la borne supérieure de l’ensemble des r € R, tels que

{lan| r"™} soit une suite bornée. Si R > 0, il existe alors une constante stricte-

ment positive C,, telle que |a,| < C, pour 0 < p < R. Donc, lir4r_1 V]an| < %.
n—roo

Cette derniére inégalité étant vérifice pour tout p € [0, R[, on obtient

B el < %. (1)

n—-+4o0o

On note que l'inégalité (1) est aussi vérifice pour R = 0. Pour prouver que
I’inégalité opposée est aussi vérifiée, on suppose que R < +o00. Pour p > R, la
suite {|a,|p"} n'est pas bornée et elle contient donc une sous-suite telle que
lan, | p™ > 1. D'on,

— n — 1
lim +/|a,| > lm {/|an,| > —.
p

n—-—+oo n—-—+oo

Puisque 'on peut choisir p > R arbitrairement, on obtient

e %. @)

n—-+4o0o
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On note que (2) est évidemment vérifice pour R = +oo. En combinant (1)

1

et (2), on voit que 5 = lim 1/a,|. Le test de la racine montre alors que la

série

n—-4o0o

+oo

> an (x — 39)" est absolument convergente pour |z — x| < R et diver-

n=0

gente pour |x — xo| > R.

I11.3.2.

(a)

Le rayon de convergence de la série est égal a 1. Elle converge donc pour
|x| < 1 et elle diverge pour |x| > 1. Pour z = 1,—1, la série diverge.
L’intervalle de convergence est donc l'intervalle ouvert |—1,1].

Le rayon de convergence de la série est égal & 400 et la série converge
donc pour tout z € R.

Le domaine de convergence est l'intervalle fermé [—% , %]

On a
1 . @ n\n
La série converge donc sur }—% , %[ Clairement la série diverge aux ex-

trémités de 'intervalle de convergence.

Puisque
1 m 2+ (-1)" &

R nﬂ+oo5+(_1)"+1_4’

)

la série converge sur ]—% % [ La série diverge aux extrémités.

Puisque

1 T— n2
= lim +/|ay| = lim V27 =1,

li
n—-+400 n—-+4o0o

on voit facilement que l'intervalle de convergence est |—1,1].

Puisque

1 —_— n . n!
— = lim +/|a,| = hr}rl Von? =1,
n—roo

R n—-+oo

on voit facilement que l'intervalle de convergence est |—1,1].

On a

1 . . 1 (=1)"n
i lim +/|a,|= lim <1+E> =e.

n—-+o0o n—-+o00
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La série converge donc sur ]—% , %[ La série diverge grossiérement aux
extrémités. En effet, si 2 = 1/e, alors

4n?
1+ o
lim as,z?" = lim % — ¢ 1/2
n—-+o0o n—-+o0o ezl
et si z = —1/e, alors lim ‘agnx%‘ = e 1/2,
n—-4o0o

I11.3.3.

(a) Le rayon de convergence est égal a v/2 et I'intervalle de convergence est
[1-v2,1+V2].

+00

P n 2 N st

(b) Le rayon de convergence de la série » ) a7 Y™ est égal a 1. La série
n=

o
> I (25‘3“)" converge donc sur ]—1,—%[. Clairement, elle diverge

i n+1 a
n=
enz=—letenx=-1/3.
+oo
(¢) Le rayon de convergence de Y % y™ est égal & 3/4. En conséquence, la
n=1

+00
et nd™ n n 1 3 o o )
série ) ) o (1 — x)" converge sur ] —F. [ On voit facilement qu’elle
=

diverge aux extrémités.

(d) Puisque que le rayon de convergence est égal a 4, la série converge sur

2
]—3,5][. La série diverge pour z = 5 car la suite de ses termes {ﬂ 4"}

(2n)!
+00 2
est croissante. Pour = —3, on obtient la série 21 (-=1)" Eg:z))! 4™ qui est
n—

grossierement divergente.
+00
(e) Le rayon de convergence de Y /ny™ est égal a 1. La série
n=1

+o0
> /n(tanz)"™ converge donc sur I'ensemble
n=1

U}—E-i-mr z—l—nﬂ[
4 4 '
neZ

Six=—7+nmousix=7+nn, lasérie diverge.
(f) Le domaine de convergence est

]—oo,—tanl[U]tanl, 4oo|.
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I11.3.4.

(a)

On suppose, par exemple, que Ry < Ry. Pour |z| < Rj, la série
+00

> (an + bp) 2™ converge alors comme somme de deux séries conver-
n=0

gentes. Pour Ry < |z| < Ry, la série diverge comme somme d’une série
divergente et d’une série convergente. Donc R = Ry = min {R;, Ro}. Si
Ry = Rs, clairement, R > R;. Pour montrer que l'inégalité peut étre
stricte, on considére a, = —1l et b, =1 pourn € N.Ona Ry = Ry =1

et R = +o0.

Puisque (voir, par exemple, I11.4.17 (vol. I))
1 =— n =— n =— n 1 1
R~ ol Vianbal < Hm vla| - Im V/[be| = 2o x -,

on a R > RjRs. L’exemple suivant montre que l'inégalité peut étre
stricte. On pose

azp = 0,a2p,41 = 1,b9, = 1,b2,41 =0, neN.

On a alors R{ = Ry =1 et R = +0.

II1.3.5.

(a)

(b)

Il découle de

an

br,

et de la question (b) du probléme précédent que Ry > RRy. Pour voir que
“+o0o

I'inégalité peut étre stricte, on considére, par exemple, les séries Y a,z"
n=0

b,

Ay =

+00
et > bpz™ définies par
n=0
1 pour n pair,
an = . .
2™ pour n impair
et
b 2" pour n pair,
" 1 pour n impair.

On a alors Ry = Ry = R=1/2.

11 suffit d’observer que si |z| < min {Ry, Ra}, alors le produit de Cauchy

+oo +o0
des séries Y apz™ et Y bpz™ converge d’aprés le théoréme de Mertens
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(voir, par exemple, IT1.6.1 (vol. I)). L’exemple suivant montre que l'in-
égalité R > min{R;, Ry} peut étre stricte. Le produit de Cauchy de

+oo +oo
S apz™ et > byx™, ou

3\" 3\"! 1
wmto==(3) worn=(3) (7g)

est Z (2 ) " (voir, par exemple, I11.6.11 (vol. I)). Ici, Ry = 2/3,

Ry = 1 / 3 et R = 4/3. L’exemple suivant montre que R peut étre infini
méme si Ry et Ry sont finis. Si

2  pour n =0,
ap =
2"  pour n € N*

et

—1 pour n =0,
b, =
1 pour n € N*,

alors R =1/2, Ry =1 et R = +00.

IT11.3.6. On va utiliser IT1.3.1(b).

(a) Pour 0 < e < L, il existe ng tel que

n L+€
< Vlan| <

si n = ng. Donc, nl{g—loo ”/|an| =let R=1.

(b) On montre comme en (a) que R = a.
(¢) R=+o0.
I11.3.7.
(a) Puisque @ Vv|2ra,| = %, le rayon de convergence est égal a %R.
n—-+0oo

(b) Sie > 0 est suffisamment petit pour que % — >0, on a alors

ny/|an| >n -
" R

pour une infinité de valeurs de n. Donc, @ n+/|an| = 400 et R =0.
n—-+0oo
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(¢) Puisque lim —= = e, on voit que le rayon de convergence est égal
n—-+o0o Vnl

a R/e (voir, par exemple, 11.4.20 (vol. I)).
(d) Puisqu'il existe une suite d’entiers strictement positifs {ny} telle que

1 .
R kErJPoo Vlan,

on conclut que le rayon de convergence est égal a R?.

ITI.3.8. Le résultat de ITI.1.25 implique immédiatement que les seules séries
entiéres répondant au probléme sont les polynémes.

I11.3.9. Le rayon de convergence de la série est égal a +o00. Une dérivation
terme a terme donne

/ i R oo on

n=0

I11.3.10. Comme dans la solution du probléme précédent, on obtient, pour
r €R,

+oo

J'(@) + 1'(@) + f@) = ) =",
n=0

IT11.3.11. Pour z € |-1,1[, on pose
f(zzo) — f (o)

g9(z) = po|

On aalors lim g(x) = xof'(zg). De plus (voir, par exemple, I11.6.4 (vol. I)),

rz—1—
1 1 = .
9(z) = 7—— f(z0) = 7= f(woz) = > (f(@o) — Sn(o))z™
n=0
Donc, si 0 < z < 1 et m € N, on obtient
+oo
9(@) = 3 (f(20) = Snlwo))a™ > (f(w0) — Sin(0))a™

n=0

En conséquence, zof'(xg) = hnll, g(x) = f(zo) — Sm(zo) > 0.
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+00 +o0

I11.3.12. On montre d’abord que ) a,z", Z Spa™ et Y (n + 1)T,a"
n=0 n=0

convergent pour |z| < 1. Puisque {7} est bornee il existe C' > 0 tel que

|T,,| < C pour tout n. On a alors, pour |z| < 1,

+oo —+00
C

> (n+1)|Tua™ <) (n+1)Cla"| = T
X

n=0 =0 (1 = [z)

+o0o
La convergence de Y. Spz™ pour |z| < 1 se déduit de I'égalité

n=0

N N
> Spa™=So+ Y ((n+ 1T — nTpy)z™
n=0 n=1

N
De méme, puisque > a,z" = ag + Z (Sn — Sp—1)z", la convergence de
n=0

Z Spa™ implique celle de Z anz™ pour |z| < 1.
n=0 n=0
L’égalité énoncée dans I’énoncé se déduit du théoréme de Mertens (voir,

par exemple, IT1.6.1 (vol. I)).

I11.3.13. On a

£ S
1|z n=0 k=0
—+00
S poral

n=1 2k <n

[logs n]

+o0

:Z 22‘“ "
g el

22" e

L’inégalité cherchée est donc vérifiée pour M = 2.

+oo

I11.3.14. La convergence uniforme de > a,z™ sur [0,1] se déduit du test
n=0

de convergence uniforme d’Abel (voir la solution de I111.2.19). Pour prouver

(b), il suffit d’appliquer ITI1.1.30 (voir aussi la solution de IT1.2.19).
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I11.3.15. On montre d’abord que

I < e )
T fx) < TS, 1)
On a (voir IT1.3.12)
+00o
flz)=01-2x) ZSn(a:)x” pour |z| < 1. (2)
n=0
Si @ Sp = 400, (1) est alors évidente. Si @ S, =S € R, (2) donne
alors
+oo
S—flz)=(01-2)) (5-Su)z" (3)
n=0

Soit € > 0. Il existe ng tel que S,, < S + & pour n > ng. Donc, d’aprés (3),
pour z € ]0, 1],

no —+o00
S—f(x)=(1 —a:)Z(S —Sp)z" —e(1 —x) Z x"
n=0 n=ng+1
no
=(1-2)) (5= Sp)a" —ez™™!
n=0
no
> (1—-x) Z(S — Sp)z™ —¢€
n=0
et
no
f@)<S+e—(1-2)) (8- Sn)a™
n=0
Puisqu’il existe § > 0 tel que
no
(1—2x) Z(S —Sp)z"| <e
n=0
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six € ]1—-0,1[, on voit que f(z) < S + 2¢ et (1) est prouvée dans le

cas ou lim S, est finie. Si maintenant lim S, = —oo, alors clairement
n—-4o0o n—-4o0o
hrf S, = —oo. Pour M € R, on peut choisir nq tel que S, < M si n > ny.
n—-—r+od

On a donc, pour x € ]0, 1],

ni +o0o
M-f@)=01-2)) (M-8)z"+(1—z) Y (M=S5,)z"
n=0 n=ni1+1
> (1-12) Z(M — Sp)z"
n=0
et flx) < M —(1—x) nz_lo(M — Sp)z™. Puisqu'il existe 6 > 0 tel que
ny
(1—2) Z(M —Sp)z"| <€

n=0

sixz €|l —4,1], on voit que f(x) < M +¢€ et

lim f(z) < Tm f(z) < M.

z—1— r—1-

M pouvant étre choisi arbitrairement, ceci montre que lim f(z) = —oo et

r—1—
prouve donc (1) dans ce cas. L’inégalité

lim S, < lim f(x)

n—-+00 z—1—

se prouve de la méme fagon.

I11.3.16. On pose

n

> klal
_ k=0 )

n

Ap

On a lim A, = 0 (voir, par exemple, I1.3.2 (vol. I)). Par hypotheése, si

n—-+o0o
Tp=1-— %, alors lirf f(x,) = L. Donc, étant donné £ > 0, il existe ng tel
n—-+0oo
que

5
et nlay| < =

e 3
n —L 5 An o
F@n) = LI< 5, An< -
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n
sin > ng. En posant S, = ) ak, on obtient
k=0

n +o0
Sn—L:f(x)—L—i—Zak(l—xk)— Z apz®, x| < 1.
k=0

k=n-+1

On remarque alors que
1—zF=(1-2) <1+1+'~+xk_1> < k(1 —2x)

si x €10, 1[. Donc,

n
€
Sn—L| < —L = k —_—.
0= 21 < 11(0) = L1+ (1= 0)3 ksl + 5
Finalement, en prenant x = x,,, on a
€ € €
Shn—L<-4+=-+=-=¢.
| n | 3 - 3 + 3 €
+00
I11.3.17. Considérez, par exemple, la série > (—1)" z".
n=0
+00
IT1.3.18. Le théoréme d’Abel (voir I11.3.14) implique que si la série ) ay,
n=0
converge, alors la limite lim f(z) existe. Pour montrer que I'implication réci-

r—1—
proque est correcte, on suppose que lim f(x) = g € R. Par hypothése, pour
r—1—

0<x <1 ona

k
Y apa" < f(z) <g, keN
n=1
1% 1% +o00
Donc, > ap, = lim > a,2™ < g, ce qui implique la convergence de > ay,.
n=1 =17 pn=1 n=0

I11.3.19. On définit

bp =0, b,=ai+2as+ --+na, necN.
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On a alors

+oob b .
f(gj):aoJrZ%:En
n=1

+oo n n+1
5 73
= a0+ bn (F_n+1>

n=1
+00 n n+1 n
" = 78 7
= b
a0+n§:1"< n+1 +n(n+1)>
_ 1 = bn n = bn n
=ag+ ( —aj)zn+1$ +27n(n+1)$'
n=1 n=1
Puisque nEI-lI—loo el = 0, on peut montrer que
+oo b
lim (1 —x 2" =0.
:c—>1*( )nz—:l n+1

En appliquant alors le théoréme de Tauber, on obtient

—+00

b
2 imrn -l

De plus,
N N
by, 1 1
1 = 1 by [ — —
Jim Sty = Jm S (5 - )
N
- 1 by — b1 by
N—+oo0 \ £~ n N+1
N
=
i, > on
n—=
+00
d'ou Y a,=0L.
n=0

+00
I11.3.20. La convergence de la série Y. na2 et le résultat de I11.5.9(b)
n=0

(vol. I) impliquent

a? +2%a3 + -+ + n%a?
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D’aprés l'inégalité de Cauchy (voir, par exemple, 1.2.12 (vol. 1)), on a

n 2 n
<Z kak> <n <Z k2az> .
k=1 k=1

n 2 n 5 0

3 hay > K}
lim — < lim =L .
n—-+oo n n—-+oo n

Donc,

Le résultat cherché se déduit alors du probléme précédent.

IT1.3.21. Soit € > 0. Par hypothése, il existe ng € N* tel que
|an, — Ab,| < eb, si n > ng.

On a donc, pour z € ]0, 1],

+oo
£(@) = Ag(e)| =[S (an — Aby)a"
n=0
70 +o0o
< Z(an — Aby)x"| + Z (an — Aby)x™
n=0 n=ng+1
7o +o0o
gZ\an—Aan—s Z b
n=0 n=ngp+1

no
< Z |an, — Aby,| + eg(x).
n=0
Puisque lim g¢(z) = +o0, on obtient

r—1—

no
> Jan — Aby| < eg(z)

n=0
pour z suffisamment proche de 1 et |f(z) — Ag(x)| < 2eg(x) pour z suffisam-

ment proche de 1.

I11.3.22. On note que, d’aprés le théoréme de Mertens (voir, par
exemple, IT1.6.1 (vol. I)), on a

+o00 too
flz)=(1—-x) Z Spa™ et g(z)=(1-2x) Z T,x"
n=0 n=0
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pour |z| < 1. Le résultat énoncé au probléme précédent donne donc

f@)
lim =) = lim =% = A.
Tz—1~ g(x) z—1- 9(x)
1-z
111.3.23. On considére
+0o0
f@) = = (-2 Y+ e
A+a’ (-2 2
+o0o
_ Z(n + 1) (x2n - x2n+1)
n=0
et
1 =
— — n
g(z) = — x".
n=0
On a hr?, % = i. D’autre part, puisque S2,41 =0, Sop, =n+1et T, = n,
r—
.. g Sr o
la limite nErJIrloo 7& n'existe pas.
I11.3.24. Pour z €]0,1[, on a
n
flz) > Zakaz = z"S, (1)
k=0

car tous les coefficients a,, sont positifs. En prenant x = 67%, on obtient
-1 _1
e S, < f (e n) .
Par hypothese, étant donné € > 0, il existe donc ng tel que

A
e 18, < L{—:l <2(A+e)n
l—en

si n = ng. La derniére inégalité se déduit du fait que

li In(1 L) 1 > —1
im n{l——|] =—-—=>-1.
n——+00 2n 2

On a donc
Sy < Agn pour un certain Ay > 2(A 4+ ¢)e. (2)
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On obtient alors avec (2)

+oo
f@)=(1-2)Y Spa”
n=0

n—1 +o0
<(1-2x)S, Zfbk + As(1 —x) Z k"
k=0 k=n

Ag xn+1

< S, + Agna™ + —

—a/n

En prenant z =e dans (2), @ > 0, on obtient comme précédemment

a A — & n
e n) > —_— > A —E&)—.
f < ) 1—e n ( )OZ
Cette derniére inégalité se déduit de e 7 > 1 — . Donc,
2Aone @
(A - 6)E < Sp+ Agne™* + 2ane
o o

ou, dit autrement,

A—¢e—2A¢e7% — Ayae™@
o .

S, >n

En prenant « suffisamment grand, on obtient S,, > Ajn pour un certain A;
strictement positif.

111.3.25. On commence par quelques considérations dont on aura besoin
pour la démonstration du théoréme. Soit ¢ une fonction continue sur [0, 1]
excepté en un point ¢ € ]0,1[ ou les limites & gauche et a droite ¢(c™) et
o(cT) existent et p(c™) = p(c) ou p(ct) = p(c). Notre but est de montrer
que, étant donné € > 0, il existe des polynémes P; et Ps tels que

1 1
/ () — ol < 5 / (o(z) — Pi(z)) dz < .
0 0

On suppose pour cela, par exemple, que p(c™) < @(c) et p(c) = p(cT).
Clairement, on peut choisir ¢; > 0 suffisamment petit pour que l'inégalité
lp(c —81) — @(z)| < €/4 soit vérifice pour = € |c — &1, c[. On pose

M = sup {|p(z) — ¢(c)| : @ € Jc = 61, c[}
et on prend § < min {(51, el — c}. On définit

2 — () size[0,c—9d]U]le,1],
9(@) {max{l(x),cp(x)} siz €le—14,¢,

345



CHAPITRE III. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

ot () est la fonction affine telle que l(c—9) = p(c—9) et I(c) = p(c). La fonc-
tion g est continue et ¢ < g sur [0, 1]. D’aprés le théoréme d’approximation
de Weierstrass (voir IT1.1.33), il existe un polynéme P, tel que

|M@—&@ﬂ<%pmrm€mﬁ.
On définit de méme

h(m):{@(z) size[0,c[U[c+0,1],
min {l;(z), p(z)} siz € [c,c+ ],

ou Iy (z) est la fonction affine telle que l1(c) = p(c™) et l1(c+J) = p(c+9).
Clairement, h est continue et h < ¢ sur [0, 1]. D’aprés le théoréme d’approxi-
mation de Weierstrass, il existe un polynéome P; tel que

|M@_a@n<§pmrxemy.

De plus, on a

/ (9(z) — p(z)) dz = / (9(z) — ¢(2)) dz.
0 Je—d,c[
Si on pose
A={zxe€lc—¥,c[:9(x)=1l(z)} et B=]c—4§c[\A,

on obtient alors

/ (9(2) — p(x)) de = / (6(z) — p()) de
Je—d,c|

A

<[, @ —ea)d

< / (@) — wlc — 8)| + lp(c — 8) — U()]) da
Je—d,c|

€ 6 €
S MI< 2,
<4+ 2<2

Il s’ensuit que

/O (Pa(e) — () do = /0 (Pal) — 9()) d - /O (6(z) — plz)) d < c.

On montre de la méme maniére que

1
/0 (0(3) — Pi(2)) dz < =.
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On se tourne maintenant vers la démonstration du théoréme de Hardy et
Littlewood. On peut supposer, sans perte de généralité, que A = 1. On prouve
d’abord que

r—1—

—+00 1
lim (1-2))  ana"P(z") = /0 P(t)dt
n=0

pour tout polynéome P. 11 suffit de prouver 'égalité pour P(x) = z*. On a

r—1— z—1— 1 — karl

n=0
1 Lk
=—= t" dt.
1
On définit maintenant ¢ par

0 si0<x<e_1,
p@) =191
T

+oo 1 — +o0o
lim (1 — ) Z A" = lim ———— <1 - ZEk+1) Z anzErin
n=0

sie! <z <1,

Notre but est de prouver que

+00 1
lim (1 —x) Zanx”go (") = / o(t)dt = 1. (1)
r—1— — 0

n=0
Les considérations présentées au début de la solution impliquent que, étant
donné e > 0, il existe deux polynémes P; et P» tels que

€ €
Pl(l’)—§<h(l’)<<P(l’)<g(l’)<P2+§

et
1

(Pa(z) — ¢(z)) dx < ¢, / (p(z) — Pi(z)) dz < €.
0 0

Puisque a,, > 0, on obtient

+00 +oo
I I 8
xlg?—(l — ) ;::Oanz"gp (") < xlg?—(l — ) nz::]anx"Pg (™) + 3

1 1
—/ P2(t)dt+f</ o(t) dt + 5.
o 2 s 2
Donc,

+00 1
lim (1 —x) Z anz™p (z™) < / ©(t) dt.
n=0 0

r—1—
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On peut montrer de la méme fagon que

+00 1
lim (1 — ) Z anz™p (z") = / o(t) dt
r—1— p— 0

et (1) est donc prouvée. D’on,

+o0 N
1= N1—1>I-Il-loo <1 - 6_1/N) Z ane_n/ng (e_n/N> B Nl—lg—loo <1 B 6_1/N> Z On-
n=0 n=0
Puisque lim (1 — efl/N) N =1,o0n a
N—+o0
N
> an
lim =2 —1.
N—+o0
I11.3.26. Si |na,| < C, on a alors, pour z € |0, 1],
400 1
= g8
n=2 n= 2

D’apres I1.3.33, on a

lim (1 —2z)f'(z) =0= lim (1 —x) Znanx

r—1— z—»l* el

Maintenant, puisque

0= (- - - L

n=1
on obtient hm (1 —z)F(x) = 1, ce qui, combiné au théoréme de Hardy et
—1-

Littlewood enonce au probléme précédent, donne

50-%)

lim =
n—+4o0o n
Donc,
n
> kay
. k=1
lim =0.
n—-+4oo n

Pour conclure, il suffit d’appliquer le résultat donné en I111.3.19.
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IT1.3.27. On suppose, contrairement & 1’énoncé, que hr_{_l a, = 0. Etant
n—rodo
donné € > 0, il existe alors ng tel que |a,| < &/2 si n > ngy. Donc,
no
(1—x) Z apx”
k=0

(1= 2)f(@)] < +=

ce qui implique

lim |(1 —2)f(z)[ =0

r—1—

contrairement aux hypotheses.

I11.4. Séries de Taylor

IT1.4.1. On suppose que |f(")(33)| < M pour n € N* et z € [a,b]. D’apreés la
formule de Taylor avec reste de Lagrange (voir 11.3.3(a)), on a

) (g
f) =3 T gt ),

k=0

(b_a)nJrl
(n+1)!

FOH (o + 6(z — @0))

(n+1)! (== 20" < M

[ (2)| =

Donc, lim 7,(z) =0 et
n—-+0o0o

n ) (g T (k)
f@) = lim Zf (0)(x—xo)k:2f (0)(3;_370)@

! k!
k=0 k=0

I11.4.2. Non, car f(™(0) = 0 pour n € N et f(x) # 0 pour z # 0.

. . §1560 COS(TLZI‘) . .
IT1.4.3. D’aprés le test de Weierstrass, la série ), —7— et la série dérivée
n=0
Too _p2 sin(n2:c) . , .
>, ——=—— convergent normalement sur R. La fonction f est donc conti-
n=0
nue sur R. En répétant ce raisonnement, on voit que f appartient a ‘Kﬂgo. On

+oo
peut de plus montrer que f@*=D(0) =0 et f2H(0) = (-1)* %. Donc,

n=0

(k) (0)| 22k 2.\ 2k
‘f(;ik))l‘x><ﬂ> e, r#0,neN.
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En prenant n = 2k, on obtient
!f(%) (0)! x2k - 2kx
(2k)! 2

La série de Taylor de f en 0 est divergente pour x # 0 et 1’égalité n’est pas
vérifiée pour z # 0.

2k
> >1 pour z#0 et k>‘i‘.
o

I11.4.4. On suppose d’abord que z > 0. Le reste de Lagrange dans la formule
de Taylor appliquée a f(x) = (1 4 z)* (voir I1.3.3(a)) est

rn(x):oz(oz—l)---(oz—

(n+1)!
Pour |z| < 1, on a

TL) anrl (1 + Qx)a—n—l ]

lim alfa—1)---(a—n)

=1,
n—-00 (n+1)!

Pour voir ceci, on applique, par exemple, 11.2.31 (vol. I). En conséquence,
pour prouver que nkrfoo rn(x) = 0, il suffit de montrer que {(1 + O:B)O‘*"*l}
est une suite bornée. Ceci se déduit des inégalités évidentes suivantes :
1<(1+4602)*<(1+2)*<2* pour a=0
et
2°< (14 2)*<(1+62)*<1 pour a<0,

et (1460x)™" < 1. On a donc prouvé l'inégalité demandée pour 0 < z < 1.
On passe maintenant au cas ot z < 0. Le reste de Cauchy dans la formule de
Taylor appliquée & f(x) = (14 z)* (voir I1.3.3(b)) est

74n<w>:04(04—1)---(04—

(1) % g (1 - 0" (1 4 )

Comme précédemment, il suffit de montrer que {(1 —-0)"(1+ 03:)0‘_"_1} est

une suite bornée. Puisque = € |—1,0[, on voit que
1-6\"
1-6)" < <1
( ) <1 + 933)

1< Q402 '<AQ+2)*" pour a<1

De plus,

et
(14+2)*'<A+602)*'<1 pour a>1.

Ceci conclut la démonstration dans le cas ou z € |—1,0].
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ITT.4.5. On suppose d’abord que z # 0. L’égalité
x| = /1 — (1 —2a?)

et la formule du binome de Newton avec o« = 1/2 (voir le probléme précédent)
donnent alors

1 =X1x3%x--x(2n—13) -
|1’|:1—§(1—ZE2)—Z o] (1—ZE2)

n=2
+oo
B 1 9 (2n — 3)! o\ N
n=2
De plus, on note que la série Z 7)?;?” converge car, d’aprés la formule de

Wallis (voir, par exemple, ITI. 8 38 (vol. 1)),

(2n—3)!!
lim (2n)!! _

1 —
ot v VT

Le théoréme d’Abel (voir I11.3.14) montre donc que I'égalité est aussi vérifiée
pour x = 0.

I11.4.6. La dérivation terme a terme montre que f € Cgff’R Rl De plus,

+0o0
F®)(z) = Z nn—1)(n—2)--(n—k+ 1az" "
n=~k
Donc, f)(0) = klay, pour k € N.
111.4.7. On observe que

= gan((x—xo) +2o)"
:fani@) (@ — zo)* 2"
<33 (B (o) oo

Pour voir que la derniére égalité est bien vérifiée, on note que

+o0 n +00

n n
53 [ (1) o = a0 at+| = 3 lanl o = 0] + laol)"
n=0 k=0 n=0
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La série double dans le premier membre de cette égalité converge donc absolu-
ment pour |z — x|+ |xg| < R et on peut ainsi appliquer le résultat de IT1.7.23
(vol. I). En dérivant alors terme & terme, on obtient

—+00

78 (zg) = Z (Z) anxg*kk‘! pour k€N

n=~k
@l

(k) +oo
fT(!xO) = Z <Z> anajgfk pour k€ N.
n=k

111.4.8. On pose ¢, = a, — b, et

f(x):cha:", x €]-R,R]. (1)

On a f(z) = 0 pour x € A. On appelle B 'ensemble des points d’accumulation
de A se trouvant dans |—R, R[ et on pose C = |-R, R[\ B. L’ensemble C
est ouvert et, par hypothése, B n’est pas vide. Clairement, |-R, R[= B U C.
Notre but est de prouver que B est aussi ouvert. Pour cela, on prend zy € B.
D’aprés (1) et le résultat du probléme précédent,

+oo
f@)=> dn(z—20)", |z— 20| <R—|xo|. (2)
n=0

On montre alors que d,, = 0 pour n € N. Si ce n’est pas le cas, on trouve le
plus petit entier naturel k£ pour lequel di # 0 et on obtient

f(@) = (z — x0)* g(x),

+oo
g(z) = de—I—n (—20)"", |z —a0| <R—|zol.
n=0

Puisque g est continue en xg et g(zg) = di # 0, il existe § > 0 tel que g(x) # 0
pour |x — x| < 0, ce qui est contradictoire avec le fait que xy € B. Donc,
d, =0 pourn € Net f(z) =0 pour |z — 29| < R—|zo|. On a donc prouvé que
B est ouvert. Puisque |- R, R[ est connexe, on voit que C = et B=]|-R, R|.

I11.4.9. On va appliquer le résultat énoncé en I11.4.6.
(a) Puisque

oo p2nt+l
inz=S (-1"-2 . zeR
sin z nz_;)( ) Gnt)l x ;
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on obtient
) 100 26143
i = =) — e R.
sina® =3, (=1) Cn+l’ °

n=0

3 3

(b) En utilisant I'identité sin®x = §sinz — 1

7sindz, z € R, on obtient

3 +00 p2nt1

.3 _ 9 _ 1\t (q2n _
sin 3:—42( )" (3 1)(271—1—1)!’ x € R.

n=0

(¢) On asinz cos 3z = % (sindz — sin 2z) pour z € R. Donc,

1 Z+OO n(g2ntl o1y T
: _ n n
sinz cos 3x = §n20(—1) (4 —2 )m, .’IIGR

(d) Onasin®z +cosbz =3+ 2cosda (z €R) et

+o0 2n

a
cosz=» (=1)" (x € R).
nz:% (2n)!
Donc,
too 2n
5 3 7
2 ® 6. __ n 42
sin” x + cos azg—i-gnz_:o(—l) 4”W (x € R).
(e) Puisque
400 Zz"
ln(1+x):Z(_1)n+l_a 336]—1,1[,
n=1 "
on obtient
too ont1
1. 1+2 1 a5
—1 = — (In(1 —In(1 — = T —1,1f.

(f) Clairement, In (1 +33—|—:E2) = In 11:”;3 pour x € ]—1,1[. Donc, comme
en (¢), on a

ou
pour n = 3k, k € N*,
pour n # 3k, k € N*.

1)
3
I
—N—
|
Sl 3N
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(2) Puisque =y = 1=5; — 1255, on obtient
1 =
n+1 n+1 n
— 7 = Z (3 =2 ) i
1— 5z + 6z s
pour x € ]—%,%[
(h) On sait que
~+00 2"
GIZZ—| pour z €R
n!

et

1=
= Zx" pour z € ]-1,1].
- n=0

D’apreés le théoréme de Mertens (voir, par exemple, IT1.6.1 (vol. I)), le

produit de Cauchy de ces deux séries converge pour |z| < 1 et

1
_Z<1+ + it +—|>x".
n:

I11.4.10.
(a) On a
fl+1) = (z +2)e" ioe(nnTQ) ", z€R
Donc, -
f(z) —f#(m—l)”, z €R.
n=0 :

(b) Comme en IT1.4.9(h), on peut montrer que

(D L
flz+1) —ez Z o z€]-1,1].

k=0

Donc,

s n . (_1)k n
fl@)y=ed [ (-1) 7| @-1", welo2L.
n=0 k

=0
(¢) Appliquez 'identité

cosx  coslcos(x —1) —sinlsin(z —1)

x 1+ (z—1)
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(d) Un raisonnement semblable & celui présenté dans la solution
de I11.4.9(h) donne

Inz f( "HZ )3}—1 z €1]0,2[.

I11.4.11.

(a) D’aprés I11.4.4, on a

pour |z| < 1. Donc,

On pose

+o0
B (2n — 1! n
S)=a+ Z . (2n)1(2n + 1) S

et on note que (Arcsinz)’ = m = S'(x). Donc, Arcsinz = S(x)+C.
De plus, puisque S(0) = 0 = Arcsin 0, on obtient S(z) = Arcsinz.

(b) On pose

Vue l'identité bien connue

+oo

1
=Y ("2, 2l <1,

3
1+ =

on obtient (Arctan )’ = 1+z2 = S'(x) et S(z) = Arctanx + C. Puisque
Arctan0 = S(0) = 0, on voit que C' = 0.
Pour obtenir la premiére identité, il suffit de prendre x = % dans (a). Pour
+oo
obtenir la seconde, on remarque que > (—1)"

1 .
sn1 converge et on applique

n
le théoréme d’Abel (voir IT1.3.14) a la série (b).
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I11.4.12.

(a) En appliquant le développement en série de Taylor de Arctan z (donné
au probléme précédent) et de In (1 + ZE2), on obtient

1 n 1 2n
:EArctan:E—§ln Z , zel-1,1].

n=1

(b) En appliquant le développement en série de Taylor de Arcsin z (donné au
probléme précédent) et la formule du binome de Newton (voir I11.4.4),

on obtient
(2n — 3)!1
ZEATCSIDZE+\/1—1'2_1+—+me2”, ZEG]_]-,].[
I11.4.13.
(a) Soit
+o0 1
=Y e ll<l
“—n(n+1)
On a
+o0o 1
/! _ — an — _ _
fi(z) = Z ~ In(l1—2z), |z|<1.
n=1
Donc,

flz)=1—-2)In(1l —2z)+2 pour |z|<L1.
Le théoréme d’Abel donne alors
+o0 (_1)n+1

————=2In2-1.
— n(n+1)

(b) Pour x € R, on a

+ + +
EO:O (=D"n g2+l lzi = 22 _ lf = p2ntl

| | |
— (2n +1)! 2~ (2n)! 2~ (2n+1)!
= §(azcosaz—sinaj).

En prenant z = 1, on obtient

+o0o n

(=D)"n 1 :

E ——— — = —(cosl—sinl).
|

:0(2n+1). 2
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(c) L’égalité

implique
RIS n +oo n +00 -
=1 1 =1l 1 =1l
Z ( ) xnfl:_Z( ) xnfl__Z( ) ot
:n2+n—2 3n:2n—1 3n:2n+2
400 400
1 x" 1 "
_ = 1 n—1-< 1 n—1<
n=1 n=4
1 1 2 3
— gln(l—l—:v)—l—@ <1n(1+1’)—1’+7—§>

si 0 < |z| < 1. Ceci, combiné au théoréme d’Abel, donne

i"i_zm_g
:fﬂ+n—2*3 18 °

(d) La somme est égale & § — In 2. Pour le voir, appliquez I11.4.12(a) et le
théoréme d’Abel.

(e) La formule du bindéme de Newton (voir I11.4.4) donne

1 (-D)"2n -1 ,
— =14 =" pour |z| <1
Vel D o) pour o

et, d’apreés le théoréme d’Abel,

X" @En -1t 1
Z()( e

(2n)!! Vo

n=1

(f) Clairement,
+o0 n+1
(32) =3ze3*, zeR.

|
n:
n=0

Donc,

+00 n
3 Z m)T(L—?le) = (33:63””)/ = e3%(3 4 9z).
n=0 '

En prenant x =1, on a

400
3" 1
E M — 4¢3,
n!
n=0
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I11.4.14. L’intervalle de convergence de la série est |—1,1[. On note S(z) la
somme de la série sur cet intervalle. On a alors

+o0 2
(n=1)Y n—1
n=1 ’
@l
— 1
S// —4 (n Mm—2
Z TG
Il s’ensuit que

(1- 3:2) S"(z) —xzS'(z) =4, |z|<1.

Jun

En multipliant les deux membres de cette égalité par (1 — 3:2)_5, on obtient
(\/ 1-— xQS/(x)>, 4 .
i
En conséquence,
Sti= 4 Arcsinz + _C
W= -2
et S(x) = 2(Arcsin x)? + C arcsin x + D. Puisque S’(0) = S(0) = 0, on obtient
S(x) = 2 (Arcsinz)?.
Si z = +1, on obtient alors la série

X ((n—1)1)? n
Z(((Qn)!))4

n=1

qui converge d’apres le critére de Gauss (voir, par exemple, I11.2.25 (vol. I)).

En effet, on a
Ap+1 6 1
—=1-—+40
@y o <n2>

Le théoréme d’Abel (voir I11.3.14) donne donc

*f (n=1Y* . _ 7

—  (2n)! 2
I11.4.15. On a, pour a € I,
! (n)
1@ = f@+ T @yt 1 T ooy R

ou

Ry (z) = % / " FH (5) (2 — )" ds.
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En appliquant deux fois la formule de changement de variable, on obtient

Rnle) = /0 F D (w+a) (@ —u - a)" du
n+1 1
— % / FO) (2 —a)t +a) (1 —t)™ dt.
: 0

La monotonie de (™1 implique

n+1
0< Ry(z) < % /1 FOY(b—a)t +a) (1 —t)"dt
: 0

- (:: Z)W Ry (b)

sia <z <betbel Clairement, R,(b) < f(b), dou

r—a

b—a

OéRn(x)§< > f(b) pour a<z<b, abel

Donc, lirf R, (z) = 0. Ceci montre que la série de Taylor converge uniformeé-
n—-1+od

ment sur tout sous-intervalle compact de I. Puisque I'on peut choisir arbitrai-
rement a < b dans I, le fait que f soit analytique se déduit donc de IT1.4.7.

I11.4.16. La démonstration est semblable & celle de 111.4.1.
I11.4.17. [18]. Soit ¢ € I. Par hypothese, il existe r > 0 tel que
IX ) (4
flz) = Z f o) (x —x0)" pour |z — x| <T.
En dérivant m fois, on obtient
+o0
m f(n) L0 n—m
Ji )(x)—Z#n(n—l)'u(n—m—i—l)(x—xo) .
Donc,
+oo
m f(n) Lo n—m
‘f( )(az)‘gZ%n(n—l)---(n—m—i—l)\x—xo\ .

La définition du rayon de convergence d’une série entiére (voir I11.3.1) im-
plique que, pour 0 < p < r, il existe C' > 0 tel que
(n)
| £ (o) 0

n! = opn
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En conséquence,
+oo

C _
‘f(m)(:z)‘ < Z p—nn(n—l)---(n—m+1)|az—x0" .
n=m
En utilisant l'identité
“+oo
S nm-1)p—mt e = — T <1
nn—1--(n—m x =—— |z ,
=) (1 _x)m+1

on arrive a

+o0
m —m C n—m
‘f( )(x)‘gp Zpn_mn(n—1)---(n—m+1)\x—xo\
B Cm! - Cpm!
_ —z m+1 - m
o (1_ |~’0p0\> (p—p1)

pour |z — zp| < p1 < p. On peut donc prendre J = |xg — p1,20 + p1[, A=Cp
et B=p—p1.

IT1.4.18. [18]. On pose

1 1
e — 1] < =
f@) = == Pow le-1< g
et 1
g(t) = =7 Pow lt] < 1.
On a alors I
h(t) = = .
Clairement,
+00 oo
fl@)y=>Y A"(@-1)", g(t)=> t"
n=0 n=0
De plus,
1 t
MO =T+ T-@re
+o0 +oo
=> (1+A)"" = (1+ A"
n=0 n=0
+0o0
=1+> A(L+A)"
n=0
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L’application de la formule de Faa di Bruno donne I’égalité cherchée car

g™ (0) = n!, FM(g(0)) = FM(1) = nlA™ et KM (0) = n!A 1+ A)" .

I11.4.19. [18]. Soit xy un élément de I. On note yy = f(xp). On déduit
de I11.4.17 qu’il existe des intervalles I; C T et J; C J (contenant respec-
tivement xg et yo) et des constantes strictement positives A, B, C' et D tels
que

|
‘f(")(x)‘ < A% pour z €1l

@l
‘g(")(y)( <C—- pour yé€J;.

D’aprés la formule de Faa di Bruno, on a

FO@\N (F@@\® (™ @)™
Zk‘l'kg 9 UG ))< 1!( )> ( 2!( )> ( n'( )>

ou k = ki1 + kg + --- + k, et la somme est prise sur I’ensemble des indices
ki,ko, ...k, tels que k1 + 2k + - - - + nk, = n. Ceci, combiné au résultat du
probléme précédent, donne

n! Ck! [/ A\M / A\ A\ Fn
‘ ‘ Zkl'kg k! DF <§> (?) "'<ﬁ>
S n! Ck! Ak
B kilks! - k ! Dk Bn
n!C AF
- Zkl'kg -ky! DF

_n!CA LA et
- B* D D ‘

Le résultat de I11.4.16 implique alors que h est analytique réelle sur I.

I11.4.20. Le résultat de I11.4.15 implique que g(z) = f(—=x) est analytique
réelle sur l'intervalle —I = {x : —x € I}. Puisque z — —x est analytique réelle,
le résultat se déduit du probléme précédent.

I11.4.21. [18]. On considére g(t) = 1 — VI =2, |t| < % et f(z) = =
|z| < 1. On a alors
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Donc, ¢t (t) = h(™(t). De plus, d’aprés la formule du binéme de Newton

(voir 111.4.4), .
o0 == (2) (20"

n=1

Clairement, f(z) = E z™. Donc, g™ (0) = —n'(%) (=2)" et f(™(g(0)) = n!.

Finalement, d’aprés la formule de Faa di Bruno, on a

<n+1>( _%1)( 241 = 4(0) = K)0)
Tt () (o)

oy ()

ou k = ki + ko + --- + k, et la somme est prise sur I’ensemble des indices
ki,ko, ..., ky, tels que k1 + 2ko + - - - + nk, = n.

I11.4.22. [18]. On observe d’abord que si f vérifie les hypothéses énoncées
dans le probléme, alors son inverse g est défini sur un intervalle ouvert conte-
nant f(x). De plus,

1
fr)
Clairement, puisque f est €°°, g 'est aussi. Notre but est de prouver que g
vérifie les hypothéses du probléme I11.4.16. On sait, d’aprés I11.4.19, que

g'(y) = hg(y)) on h(zx) =

h est analytique dans un intervalle ouvert contenant xy (comme composée de
deux fonctions analytiques). Donc, d’aprés I11.4.17, il existe des constantes
strictement positives A et B telles que

‘ A (z ‘ < Aﬁ (1)
dans un intervalle ouvert Iy C I contenant . On montre maintenant par
récurrence qu'’il existe un ouvert K contenant f(xg) tel que

‘g(n)(y)‘ <nl(=1)" ! ( ) (;f)l pour y € K. (2)

On choisit K de sorte que g(K) soit contenu dans Iy. D’aprés (1), on a alors
ld'(y)] = |h(g(y))| < A, ce qui prouve (2) pour n = 1. On suppose que (2) est
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vérifiée pour k = 1,2,...,n et on montre qu’elle 'est aussi pour k = n + 1.
D’aprés le probléme précédent, on a

|9 ()] = |(h o )™ <y>\

< n! Z k1|k2 k kol - - - k. 1 BE <<%> (2A)> k1 " <(_1)n1 <§L> gf}?)kn

=(-1)" n!(zBin)" 2A(n + 1)< i 1>

n

n+1 1
=(-1)"(n+ 1)!% <ni 1).

Ceci complete la démonstration de (2) et analycité de g sur K se déduit donc
de I11.4.16.

111.4.23. 1l découle de f~1(x) = f'(z) que f envoie l'intervalle ]0, +oo| sur
lui-méme et que f est € sur cet intervalle. Donc, f/(x) > 0 et f est stricte-
ment croissante sur ]0,4oo[. On voit, en dérivant I'égalité f(f'(x)) = x, que
f"(xz) > 0 pour x € ]0, +o0o[. On montre par récurrence, en utilisant la formule
de Faa di Bruno (voir 11.1.38), que (—1)" f(™(z) > 0 pour z € |0, 4o0] et
n > 2. On suppose que (—1)" £ (x) > 0 pour m = 2,3,...,n. On a alors

0= e /P @) (f/’(x))kl <f<3><x>>'”
kl'kg 1! 2!

- ( ") ) PP @) @)

(n—1)!

o k = ki + -+ k,_1 et la somme est prise sur I’ensemble des indices
ki,...,kn_1 tels que k1 + 2kg + -+ + (n — 1)k,—1 = n. Le signe de chaque
terme sous le signe Y étant égal a

sgn ((—1)F (1) (=)™ (1)) = (-1,
on obtient

sgn (£(F/ (@) fD(@)) = sgn f+) (@) = - (-1)".
D’apres I11.4.20, f est analytique sur |0, +oo].
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I11.4.24. On sait, d’apres le probléme précédent, que chaque fonction f véri-

fiant les hypothéses est analytique sur |0, +oo[. On prouve d’abord qu’il existe

un unique réel a > 0 tel que f(x) <z siz €]0,a] et f(z) >z si x > a. Pour

cela, on observe que, par monotonie de f, on a lirél+ f(x) = 0, ce qui, avec
xr—

Végalité f/(f(z))f'(x) = xf'(x), donne
@) = [ e (¥

Si maintenant f(z) est supérieur & z pour 0 < x < 1, alors (x) implique

/I f'@)(t—1)dt >0,
0

contredisant le fait que f/(z) > 0 pour & > 0. D’autre part, si f(x) < x pour
tout =z € R, (*) implique alors

f@) > 1(7@) = [ 1> [ rorod = @),

ce qui donne f(x) < 2 pour & > 0, contredisant le fait que f(R%) = R?.
D’aprés la propriété des valeurs intermédiaires, la fonction f admet donc un
point fixe a. Puisque f(z) < z pour x € ]0,a[, on voit que f'(y) = f~1(y) >y
pour y € |0, a[. De méme, f'(y) <y pour y > a.

On se tourne maintenant vers la démonstration de 'unicité. On suppose,
contrairement a I’énoncé, qu’il existe deux fonctions f; et fo vérifiant les condi-
tions du probléme. Soit a; et as les points fixes respectifs de fi et f5. Claire-
ment, on peut supposer que a; = ag. On pose g = f1 — fo. Si a; = as = a, alors

g(a) =0et f~! = f" implique g™ (a) = 0 pour tout n € N. La fonction g étant
analytique est donc constante (égale a la fonction nulle) sur R* . Si a1 > ao,
alors f1(z) < z < fa(z) et fi(z) > x > fi(z) sur [az,a1[, dou g(z) < 0 et
g (z) > 0 pour = € [az,aq[. Puisque lim g(z) = 0, il existe b € |0, ag[ tel

]
que ¢'(b) = 0, ¢'(x) > 0 pour z € |b, alo[ et g(r) < 0 pour z € [b,ay1[. O
pose f{(b) = fi(b) =b. On a bt/ € |b,as] car b < fi(b) =V < fi(az) = ag,
d’ott g(b') < 0. Dautre part, fi(b') = fi(fi(b)) = b et f2(b') = f2(f35(b)) =

contradiction.

I11.4.25. Si f(x) = az® alors f'(x) = acx® ! et f~l(z) = a~ cze. Ceci

1+v5 1—e
= et .

donne ¢ = a=c
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111.4.26. D’aprés la formule de Taylor prouvée en 11.3.10, on a

N . 2n+1
n(l+ z) <2+$> + Ry(z)
ou 2 2N+3
T
By (z) = (2N + 1)(1 + 6z)2N+3 <§> '

Clairement, Nlim Ry (z) =0 pour z € |0,2[. En conséquence,

— 400

400 1 . 2n+1
In(1 = — | =— .
a(l +2) Z2n+1<2+az>
n=0
I11.4.27. |Tung-Po Lin, Amer. Math. Monthly 81 (1974), 879-883|. Par définition,

L(.Z', y) _ lnii?ny _ 21/p(x - y)
My(z,y) (2P (qp 4 yp)/PIn 2

pour x et y strictement positifs et distincts et p # 0. En divisant numérateur

j2
et dénominateur par y et en posant z = <§> , on obtient

L(x,y) _ 2U/P (21/P — 1)
Mp(@,y) (24 1)YPInzV/p

En écrivant maintenant
1 —1
Z:ﬂ w:Z—,O<|w|<1
1—w z+1

o ) ) . —w)l/P .
et en multipliant le numérateur et le dénominateur par a 2wu3 , On arrive a

ey P ((E2)7 1)

= v,
Mp(x7y) (ii——g""l) plnl—I—_w

1—w

p((1w)!/?—(1-w)/7)

_ 2w _ f(va)
ln(1+w)2fln(17w) - g w) ’

Clairement,

1
g(w) = Z om+1 w?"
n=0
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et, d’aprés 111.4.4,

o= £ () G G o) )

En conséquence, pour prouver que f(w,p) < g(w), il suffit de montrer que

GG G

pour tout n € N* et que I'inégalité est stricte pour au moins une valeur de n.
Pour n =1, on a

1 1 1 1
Z 1 -—2).-=<1 > —
(-1) (5-2) 2%t vow v>g
car
! 3 =1 ! 3 ! <1 0<=-<3
2p2 2p 2 p .
Donc,
1 1 1
o _(5 1) (3-2) (3 -2n)
" (2n)!
1 1 1 1
= (1-=)(1—-—)(1-— 1— —
< p>< 2p>< 3p> < 2np>
Q1 <1

pour p > % Ainsi, @1 < 1 pour p > % et la derniére inégalité montre que
Qn<lpourn=23,....

I11.4.28. |Tung-Po Lin, Amer. Math. Monthly 81 (1974), 879-883|. On adopte les
notations utilisées dans la solution du probléme précédent. On a Q1 > 1 pour
p < 3. Il existe donc 0 < h < 1 tel que f(w,p) > g(w) si 0 < w < h. On
observe alors que 1’on peut écrire 'inégalité 0 < w < h sous la forme

1/p P
l<z<r?, on T:<ﬂ> et z:<£> .
1—h Y

Ceci signifie qu’il existe r > 1 tel que L(z,y) > My(z,y) si 1 < ¢ <.



SOLUTIONS

111.4.29. |[Tung-Po Lin, Amer. Math. Monthly 81 (1974), 879-883|. En posant
2
z - Q4w g < |w| < 1, on obtient

Y (1—w)?’
z_q 7(1-“”); -1
T—y v 1(1—“’) .
L(:L‘ay) _ Inz—Iny _ 1n§ _ 4(w+§w3+5w5+---)
Mo(z,y)  (ay)'/? GY” e
Yy
1 1

1—w2'1+%w2+%w4+~'
1+w?+wt+wb+--.

IS T R S R G > 1,

I+sw*+sw*+zw’+---

ce qui, combiné avec 11.5.42 et I1.5.43, implique le résultat cherché.

I11.4.30. |[Tung-Po Lin, Amer. Math. Monthly 81 (1974), 879-883|. Avec les no-
tations introduites dans la solution de I11.4.27, on a

p(a+w - -w'?)

Mp(.’L’, y) In ii——g w1
P
Puisque z = (£) = 3% on obtient L(z,y) < M,(z,y) pour z suffisamment
Y 1—w p

grand.
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B
base de Hamel, 116
C

classe de Baire, 32
convergence
au sens de Cesaro, 28
continue, 272
uniforme, 269
critére de convergence uniforme de Cauchy, 270

D

dérivée
de Schwarz (dérivée symétrique), 167
de Schwarz inférieure, supérieure, 167
forte, 167
forte inférieure, supérieure, 167
dérivées de Dini, 234
déterminant de Vandermonde, 309
droite réelle achevée, 17

E

ensemble
de Borel, 30
de Cantor, 69
de premiére catégorie, 32
de seconde catégorie, 126
Fo, Gs, ix
nulle part dense, 32
résiduel, 168

équation fonctionnelle
de Cauchy, 25
de Jensen, 26

INDEX

F

fonction
analytique réelle, 293
concave, 153
convexe, 12, 153
croissante, décroissante, monotone, 1
de Darboux, 13
de Dirichlet, 63
de Riemann, 8
de Weierstrass, 284
dérivable au sens de Schwarz, 167
fortement dérivable, 167
mid-convexe, 157
monotone par morceaux, 16
semi-continue inférieurement,
supérieurement, 17
sous-additive, 157
strictement convexe, 153
uniformément continue, 22
uniformément dérivable, 141
uniformément Schwarz-dérivable, 169
zéta de Riemann, 284
formule
de Faa di Bruno, 137
de la moyenne, 212
de Leibniz, 182
de Taylor
reste de Cauchy, 145
reste de Lagrange, 145
reste de Peano, 144
reste de Schlémilch-Roche, 144
reste de Young, 144
reste intégral, 145
du bindéme de Newton, 291
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principe de prolongement analytique, 292
inégalité propriété
de Hélder, 156 de Baire, 169
de Jensen, 153 des valeurs intermédiaires (propriété
de Landau, 148 de Darboux), 13
de Minkowski, 156
de Minkowski généralisée, 157 R
entre moyennes, 153, 164, 242
inégalités de Kolmogorov, 148 rayon de convergence, 285
incommensurabilité, 11
itérée d’une fonction, 7 S
L o-algébre, 118
série de Dirichlet, 282
lemme des trois cordes, 222 suite équicontinue, 272
limite inférieure, supérieure, 17
T
M
test
méthode de Newton, 166 de convergence normale, 315
module de continuité, 25 de convergence uniforme d’Abel, 280
moyenne de convergence uniforme de Dirichlet, 279
arithmétique, 242 de Weierstrass, 315
des puissances, 164 théoréme
géométrique, 242 d’Abel, 288
harmonique, 164 d’approximation de Weierstrass, 275
logarithmique, 164 de Baire, 21
quadratique, 164 de Berstein, 293
de Cauchy, 6
N de Darboux, 142
de Dini, 272
nombre algébrique, 133 de Hardy et Littlewood, 290
de Liouville, 179
o de Tauber, 288
des accroissements finis, 140
oscillation d’une fonction, 21, 31 des accroissements finis généralisé, 140
P A%
période fondamentale, 11 voisinage épointé, 1

point fixe, 13
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