Séries numériques

Exercice 1.  Etudier la convergence des séries suivantes :

1.
+00
1_1.1.1.1
2k 2 4 6 8
k=1
2.
_1,1 1.1
Li2k+1 3579
Allez a : Correction exercice 1
Exercice 2. Etudier la convergence des séries suivantes :
—n?+1 b~ 2n+ 1)*
5=y L Z_Z\/_ =) e iy
n=2 n=1
+ 00 1 n +o00 l + 00
S4=Z(1——> ; Z( en — ); S6=21n(1+e‘”)
n=1 n n=1 n=0

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.  Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

1o = ()"

1
2. Uy = n cos2(n)
_r
(In(n))n(v

Allez a : Correction exercice 3

3. u, =

Exercice 4.  Déterminer la nature de la série de terme général :

1
— si n estun carré
_Jn
Un =19 1
— sinon
n

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.  Les sommes suivantes sont-elles finies ?

< [—1\" <~ 2" ~ tan™ (ﬂ) 9
51—2 ; 2:z<_) ;oS3 = Sn—2’ 54: Tantz
5n 3 3n-2

3n+z 7 (3n +1)(3n+4)
n=2 n=4 n=0
Allez a : Correctlon exercice 5

Exercice 6. Existence et calcul de :

Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7. Soit (u,) une suite de réels positifs et v,, = 1’:’;

Montrer que les séries Yu,, et Y v,, sont de méme nature.
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Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.  Déterminer en fonction du parametre @ € R la nature de la série de terme général
In(n)
=—

Un

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.  Etudier la nature de la série de terme général u,, :

n+1
1. n T p3_y
n+1
2. up = nz-7
n+1
3. Up = n-7
. 1
4. u, =sin (ﬁ)
1
5 u, = T
n Vn
1
6. U, =———
n " In(n?+2)
In(n)
7. u, =—3
nz
n
8. U, = o
9 w = 243"
UM T 24 n(n)+5n
1
10. U, = ;
110000
11. u, = —
4n+1((ne1))?
12, 4, = ¥ (@ D)

(2n—-1)!

13, = (n ()

14.u, = (1- l)nz

n
1 n?
15.u, = (1+3)
Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
(="

Montrer que la série de terme géneral u,, = (1)

est semi-convergente.

Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11. Etudier la convergence de la série numérique de terme général u,, :
n3
1. U, = (—l)n ;
n
= a—, a € C.
n!

u, =na" !, a €C.

2
3
4. u, = sin (n2n+1n).
5
6
7

u, = (—D"Vn+1-+n)

sin(n)
U, =

n

Uy, =n1n(1+%)—cos(\/iﬁ)



Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12. Calculer

[ee] n
Z Un avec = kZ n k)' ]

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13. Calculer

i L (_1)n—k
Un avec U, = W
n=0 k=0

Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14. Etudier la nature des séries de terme général et calculer leur somme :

1
1. u, = D’ nx=1
1
2. Uy = nn+1)(n+2)’ nz1
2n—1
3. u, = rmay N2 3
4 =" (3), n22
1
5 u,=In (1 — (n+2)2), n=>1

Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Si (v,)ns0 €St une suite numérique tendant vers 0 et si a, b, ¢ sont trois réels vérifianta + b + ¢ = 0, on
pose pour toutn = 0 :
U, = av, + bv,q + cvpyo
Montrer que la suite de terme général u,, converge et calculer sa somme.
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16. Etudier la convergence des séries de terme général :
. n3+1
1. u, =sin (n )

n2+1

2. u, = (1 — cos (E)) (In(n))?°11
3. unzf sin(x) dx

1+(-1)™n
4 Un =T
5 _ 1
© U T

6. u, = i—: (sin(a))?™

Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.

On considere la suite numérique (u,,) définie par :
n

unzn!l_[sin(%), a € Rt \ nN

k=1
1. On suppose que a # 1. En étudiant la suite ( Z“) préciser
n
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a) La nature de la série Yu,,.
b) La nature de la suite (u,).

a) Sia, =In (n sin (%)) quelle est la nature de la série Y a,, ?

b) Quelle est la nature de la suite (u,) pour a = 1.
Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
On considere la suite (u,,) définieparu, =1 etu,,, = %e‘”n pour tout n > 1.
1. Nature de la série Yu,, ?

2. Nature de la série Y. (—1)"u, ?
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
n

Montrer que la suite u,, = % converge, on pourra d’abord montrer que la série de terme général
n

1
n 2
Un+1
Zp =1In
un

est convergente.
Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Nature de la série de terme général (convergence et absolue convergence).

k=0
Ou
(=" ="
n=— et v, =
(n+1)2? n+1
Allez a : Correction exercice 20
Exercice 21.
Montrer que les séries de terme genéral
(=" -n" 1
Uy = et v, = + =
" Vn " Vn n

Ne sont pas de mémes natures et que pourtant u,, ~ v,.
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22. On pose
1
f(n) =f x"e X*dx, n€N

0

1. Montrer que la suite f(n) est positive et décroissante. Au moyen d’une intégration par parties donner

une relation de récurrence entre f(n) et f(n — 1).
Montrer par récurrence que pour toutn = 0

n! -
f(”>:?(e—Zm>

k=0
2. Montrer que I’on a :



1 < < 1
e(n+1)_f(n)_n+1

En déduire la nature des séries

oo

S SO 0 S comm
n=1 n=1

n=1
3. Déterminer le rayon de convergence de la serie entiére

e}

Z f()x™

n=1

Exercice 23. On considere la série numérique de terme général u,, pourn > leta € R:

o= (osn()

1. Montrer que si cette série est convergente pour une valeur a donnée, elle converge pour tout b > a.
2. Montrer que si a < 2 la série est divergente.

On pourra utiliser un développement limité de In(u,,).
3. Onposea=2+cavec0<e<l1

Montrer que u,, est équivalent a exp (— gnf). En déduire que la série est alors convergente.

4. Donner toutes les valeurs de a pour lesquelles cette série converge.
Allez a : Exercice 23

Exercice 24.
Pour n € N, on pose :

1x2n —1)"
un=f dx et v—( )

o 1+ x2 "2n+1

1.

a) Calculer u,.

b) Montrer que pour toutn € Nona:

1
0<u, <
=M =1

2.

a) Montrer que pour toutn € Nona:

1

b) En déduire que :

n

s
Y o= G+ DMy
k=0
c) Montrer que la série de terme général v,, converge et calculer sa somme.
Allez a : Exercice 24

Corrections
Correction exercice 1.

1.
I s’agit d’une série de Riemann divergente aveca =1 < 1



1 1

2k +1 2k
Il s’agit d’une série de Riemann divergente avec a =1 < 1

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.

n%+1 -
— 1 # 0 donc la série ne converge pas

2 2 . . . L : .
N il s’agit du terme général d’une série de Riemann divergente avec a =
nz

N | =

<1

Cn+1D* 2¢ y 1
(Tm?2+1)3 73 n?
11 s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1

n 1 1
(1-1) 2ot 2 7o) g L1
n e
La série diverge.

1 1 1 1
neﬁ—n=n<eﬁ—1)=n(1+g+o(ﬁ>—1)=1+0(1)—>1¢0

La série diverge.
n

In(1+e™)~e™™= (%)

Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans |—1,1[.
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.

1.
2 _p2(i_1. 1
= () — o) _ ) _ gmnen(iod) _ o) ponenaocs
n+1
1 n
— e—nel+o(1) ~eMxe=ce¢ (_)
e
Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans |—1,1[, la série converge.
2.
1 1

Up = ——— >~
" ncos?2(n) " n

. ;e .. , . 1 . , ;. .
Il s’agit d’une série a termes positifs supérieurs a — qui est le terme général d’une série de Riemann

divergente avec « = 1 < 1. La série diverge.

1
n — 0
Vi =)
D’aprés la régle de Cauchy, 0 < 1, la série converge.
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

N N N N N
n=1 n=p?2 n#p? n=p? n=p?

14
Cette derniére série diverge (Riemann avec « = 1 < 1 donc la série de terme général u,, diverge.
Expliguons quand méme un peu

S| -



i —1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
1_2232252627823102
n=

e . 1 o ] -
Ainsi, il est plus clair que tous les « — » sont dans la série et que donc la série diverge.
Allez & : Exercice 4

Correction exercice 5.
1

\" a1 1 T . -
¢ o= (E) est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[, la série converge.

-1\" , R L, . L.
o (?) est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[, la série converge.

2" 2\" . , s . L

* =T 4 x (5) est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[, la série
converge.
@l _ 1 1y et .

o sz | S gnz = 5 X (E) est le terme général d’une série géométrique de raison dans ]—1,11, la

série converge.

9 1 - [ . .
o ———— ~ —est le terme général d’une série d’une série de Riemann convergente avec a = 2 >
(3n+1)(3n+4) n?

1.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
In (1 - %) est de signe constant (negatif) et

1 1
n(1-12)~

Est le terme général d’une série d’une série de Riemann convergente avec a« = 2 > 1.
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
Si la série de terme général u,, converge, alors u,, — 0 donc v, ~ u,, comme ce sont des séries a termes
positifs, la série de terme général v,, converge, si elle diverge alors la série de terme général v,, diverge,
bref, les deux séries sont de mémes natures.

Réciproquement
Un

v, = @vn(1+un)—un@vn+unvn—unﬁvn—un(l—vn)(:»un=

1 +
On a encore u,, ~ Un donc les série sont de mémes natures.
Allez a : Exercice 7

1—-v,

Correction exercice 8.
Si @ > 1, alors on utilise la réegle de Riemann avec g € |a, 1]

8 In(n) In(n)

n¢  na-p

-0<1

1()

Lorsque n — 4o0. Cela montre que la série de terme général ——= converge car 8§ < 1

Si a < 1, alors on utilise la régle de Riemann avec g € |1, a[

1
nf n(n) =n*Fln(n) - +o

- o1 .
Lorsque n — +oo. Cela montre que la série de terme général %’? divergecar 8 > 1
n
Lorsque a = 1, c’est plus compliqué, les régles de Riemann ne marche pas. Il s’agit d’une série a termes
positifs, on peut appliquer la comparaison a une intégrale
7



1
ﬁ
xIn(x)

Est intégrable car

L xlnl(x) dx = [In(In()] = In(In(X)) — In(In(2))) - +oo
1

Lorsque X tend vers I’infini, ce qui montre que I’intégrale est divergente, la fonction x — prrmva est

: diverge.

nln(n)

clairement décroissante et tend vers 0 en I’infini, donc la série de terme général

Allez a : Exercice 8
Remarque :
C’est ce que 1’on appelle la régle de Duhamel.

Correction exercice 9.

1. Lasuite (u,) est de signe constant
1
Uy, ~ F
C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1
Allez a : Exercice 9
2. Lasuite (u,) est de signe constant
1
U, ~ E
C’est le terme général d’une série de Riemann divergente aveca =1 < 1
Allez a : Exercice 9
3. u, — 1+ 0 lasérie diverge grossierement
Allez a : Exercice 9
4. Lasuite (u,) est de signe constant
1
n2
C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1
Allez a : Exercice 9

U, ~

5. Meéfiance
1 1 - L 1 L
un: 1 :En \/ﬁ:;e \/ﬁln(n)
n1+ﬁ
Comme
In(n
lim () =0
n—-+oo \/ﬁ
Ona
—iln(n)
lim e Vn =1
n—+oo
Ce qui montre que
1
Uy, ~ T_l

C’est le terme général d’une série de Riemann divergente aveca = 1 < 1
Allez a : Exercice 9
6. u, estde signe constant
1 1 1 1

T+ 2) =ln<n2 (1 +%)> _Zln(n)+ln(1+%) ) 21n(n)+nz—2+o(n—12)




1 1 1

n2u, = n2 5 i~ +00
2In(n) + 2 +o0 (?)
D’apres les régles de Riemann n%u,, —» +o0 avec a < 1 entraine que la série de terme genéral u,,
diverge.
Allez a : Exercice 9
7. u, est de signe constant
5 5In(n) In(n)
ntuy, =Mt ———=——7—-
nz n4
D’apreés les régles de Riemann n%u,, — 400 avec @ > 1 entraine que la série de terme général u,
converge.
Allez a : Exercice 9
8. wu, est de signe constant
n+1
Un+1 _ 21;:1 :n+1xl_)l< 1

n 2 2

D’aprés la regle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
9. wu, est de signe constant

2"+ 3" 3" (3)”
U, = ~—=|—=
" nZ+4+ln(n)+5"* 57 \5
3\ ., s fe L L
(E) est le terme général d’une série géométrique convergente, la série de terme général u,, converge.

Allez a : Exercice 9
10. u,, est de signe constant

1
] 1
un+1:(n+1).: 50<0
U, 1 n+1
n!

D’apres la Regle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
11. u,, est de signe constant
(n + 1)10000

U1 W n+1 10000 n! n+1 10000
un= n10000 =( n ) (n+1)!=< n ) n+1_)0<1
n!
D’aprés la Regle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
12. u,, est de signe constant
4m+2((n 4+ 2)1)° , ,
Uner  @n+ D! A" ((n+2)) Cn-1)! A (n+2)*((n+ 1)) (2n—1)!
Un 4+ ((n+1))° A (+ D)@+ 1) ((e+ D) @20+ 1)2n(2n — 1)!
(2n - 1)!
. (n+2)?
Y @n+1D2n
Ca ce n’est pas de chance, sauf si on peut montrer que la limite est 1 par valeur supérieure
Uptq (n + 2)? 4n®+4n+4) 4n’+16n+16
U, - (2n+1)2n T 4n2+2n | 4n?+2n

Ouf ! La limite est 1* donc la série de terme général diverge.
Allez a : Exercice 9



13. u,, est de signe constant

)" in(L n<1—i+o = ) _ 1ty 1
Up = (Sil’l (—)) = ensm(n) = \" 6n’ (n3) = el 6n2+0(n2) ->—%*0
n e
La série de terme général u,, diverge grossiérement

Remarque : il était inutile de faire un développement limité a I’ordre 3 de sin (%)

Allez a : Exercice 9
14. u,, est de signe constant

n? 1 1 1 n
Uy = (1 - l) =" In(1-7) — en2<_ n- mw(ﬁ)) = e_n_%“’(l) = e‘ne_%w(l) - (1)
n Ve \e
1

1\" fos , . , Yo . 1. . g N , .
NG (;) est le terme général d’une suite géométrique de raison - strictement inférieure a 1. La série de

terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9

15.
n2
u, = (1 + E) >1
Donc u,, ne peut pas tendre vers 0.
Allez a : Exercice 9
Correction exercice 10.
On pose
f@) -
X)=—F7—3
In(vx + 1)

1 1
C(n(VE+1) 2% Wn(Vx+1) Iy
(In(vx + 1))’ (In(vx +1))°
Donc la suite de terme général u,, = f(n) est décroissante, elle tend vers 0, d’aprés le TSSA la série
converge.

f/x) =

1
Il = i + 1)
1

Pity| = ——e
n2lu,| = ————— 4+
" n(Wm + 1)

D’apreés les régles de Riemann si n%|u,,| - +oco avec a > 1 la série de terme général |u,,| diverge ce
qui montre que la série de terme général ne converge pas absolument. Cette série est donc semi-
convergente.

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
3

1. Onpose v, = |u,| = %
(n+1)3 5
! 1 1
Vi1 _ (0 +31) = (n + ) X -0
Up n> n n+1
n!

D’aprés la régle de D’ Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme général u,
converge absolument, donc elle converge.

la|™

2. Onpose v, = |u,| =

n!

10



|a|n+1

v |
ni1_ (n+ D! lal 50
Up la|™ n+1

n!

D’aprés la régle de D’ Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme général u,,
converge absolument, donc elle converge.
3. Onpose v, = |lu,| = nla|™®?*
Vpyr  (n+ Dl  n
v,  nla™! n+1

la| = |al

Silal <1

D’aprés la régle de D’ Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme général u,,
converge absolument, donc elle converge.

Sila|l = 1, |u,| » +o donc la série diverge grossiérement

u, = sin (nZ 1 n) = sin (mr + E) = (—=1)"sin (g)

n

Il s’agit d’une série alternée car a,, = sin (n) > 0, il est & peu pres évident que a,, est décroissant et

tend vers 0, d’aprés le TSSA, la série converge.
Remarque : on pourrait montrer qu’elle semi-convergente.

5.
n+l—-n 1
u, = (D*"(WVn+1-vn)=(-1)'——=(-1)"——
" ( ) Vn+1-+n Vn+1++/n
a, = \/n_+—i+\/ﬁ est positif, décroissant et tend vers 0, d’aprés le TSSA la série converge.
6. On pose
N N N
Vy = z sin(n) = z Im(e™) = Im (Z ei")
n=0 n=0 n=0
Normalement il faudrait prendre la somme & partir de n = 1car u, n’est pas défini, mais cela ne change
rien au fond.
i(N+1) _i(N+1) i(N+1)
n _— 2 — — — p
Ze ‘Z(e) T T 1—er [ ser X1
n=0 n=0 ez (e 2 — ez) —2isin (7)
N+1
(Y
A
sin (2)
Donc
N N +1
sm > ) 1
z em 1 S
sin(z) | sin(3)
Et
N

|VN| =

(2

Les sommes partielles sont bornées et la suite ; est décroissante et tend vers 0. Cela montre que la série
sin (n)

Ze

=0

SHl

de terme général u,, = converge.
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7. Tentons de faire un développement limité en % avec a > 1 donc a I’ordre 2 ou 3/2, dans le premier

terme on va perdre un ordre & cause du n devant le In et dans la cos la variable sera 1/v/n

Uy =nln<1 +%> — cos <%>

et [ )

Vn

11+1_|_<1)11_|_1+(1)_7_|_<1) 7
- 2n  3n2 ° n2 2n  24n? ° n2) ] 24n2 0 n2 24n?

Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec & = 2 > 1 donc la série de terme
général u,, converge.
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.

On pose v, = %, il s’agit d’une série absolument convergente en appliquant la régle de D’ Alembert

1
Un+1 _ (n+1)!= 1 50<1
Uy, 1 n+1

n!

On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes

+00 + 00 +0o0 n +0o0 n 1 +0o
(D))= 2o (o) = 2 (i) = 2
n=0 n=0 n=0 \k=0 n=0 \k=0 n=0
Comme on le verra dans le chapitre « séries entiéres »

400 400
1
Unp = n!—-e
n=0 n=0

Ce qui montre que

n=0
Allez a : Exercice 12
Correction exercice 13.
On pose
1 Gl
a, = E et b, = T
a, est le terme général d’une série absolument convergente en appliquant la regle de D’ Alembert
1
!
an+1=(n+1).= 50<1
an 1 n+1
n!

1 . , U 1 -
|b,| = —n est le terme général d’une série géométrique convergente avec q = > < 1, donc la série de

terme général b,, converge absolument
On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes

(Ze)(Z)- B (Frm) - () - 2

n=0 n=0 n=0

12




+ oo

n=0
Comme on le verra dans le chapitre « séries entieres » et

Y- 3 >T)

n=0

oo
Y=

n=0

Finalement

Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1 . . R o ;o7
1. u,~ — qui est une suite de Riemann convergente car « = 2 > 1 donc la série de terme général u,,

converge.
On décompose cette fraction en élément simple
1 1
u, _-E-_
n n n n n n+1
RN = RO Z SONEDN:
=L\ T+l k K k'
k=1 k= k=1 k=1 k=1 k'=2
Enposant k' = k + 1 dans Iasecondesomme. k=1=>k'=2¢tk=n=k'=n+1
n n n+1
_ z 1 1
Y= Lk k
k=1 k=1 k=2
En changeant k' en k.
b n+1

Allez a : Exercice 14
Car tous les termes entre k = 2 et k = n se simplifient.

+oo n

Z U, = lim u, =1
n—+oo

k=1 k=1

1 . . . ;- s 7
2. U, ~ — qui est une suite de Riemann convergente car &« = 3 > 1 donc la série de terme général u,

converge.
On décompose cette fraction en élément simple
11
_2_ 2
L 1T n+2
n n 1 1 n n n
e S DRI
k k + 1 k+2 24ak 2
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Dans la seconde sommeonpose k' =k+ 1, k=1=k'=2¢etk=n=k'=n+1
Dans la troisieme somme on pose k" =k + 2 k=1=>k"=3etk=n= k” =n+3
n n+1 n+2
Z” Z K2 2 k"
k=1 k''=3

Onchange k' enketk” enk

13



On va réunir les valeurs de k comprises entre k = 3 etk =n

k=1

_1<1+1) 1+1( 1,1 )+1Z”:1 Z1+1i1
2 2) 2 2\n+1 n+2) 2Lk k 24k

Les trois derniéres sommes s’annulent et il reste

Z": _1<1+1> 1+1( 1,1 )_1+1< 1, 1)
eE T2 T2 2\nr 1 T nr2) T 21 T nt2

k=1
+00 n
Z 1. 1
U, = 11m U = —
e =_lm k=7
k=1 k=1

Allez a : Exercice 14

z": 1,1, Z L1 2"11 1,1
e\t T2 Lk Thri)t2 Lk n+1l n+2
n

1 . . . ;- s 7
3. u, ~ — qui est une suite de Riemann convergente car « = 2 > 1 donc la série de terme général u,

converge.
On décompose cette fraction en élément simple
o1 1 3 5
n— 2 2 _2
_ _4,.8 8
n(n—2)(n+2) n n—2 n+2

n
n n /1

P Q 1
Q=) 5+ Z Z———

k k+2 4 k 8 k—2 8 k+2
k=3 k=3

Danslasecondesommeonposek’=k—2,k:3:>k’=1etk=n:>k’=n—2

Dans la troisieme somme on pose k"=k+2,k=3>= k” =5etk=n=>k"=n+2
n+2

Z“"_4zk 8Zk’ SZk”

Onchange k' enketk” enk

RﬂrA

L3
8
k=1 k=3 k=1

»Plrd
i

Gﬂcn
RﬂrA

On va réunir les valeurs de k comprisesentre k = 5etk =n — 2

zn: - 1+1+n_21+ L)y 1+ +1+1+
L% Ta\37 4 Lk n-1"n "3 37 4 k n+1

n—2
5 1+ 1 +1+ 1 1
8 k_sk n—1 n n+1 n+2
_1(1+1+ 1 +1)+3<1+1+1 ) 5( 1 +1+ 1
“4\3 4 n—-1 n/ 8 2 3 4/ 8\n—-1 n n+1
n—2 n— n-2
+1 1+3 1 5 1
4 k 8 k 8 k
k=3 k=3 k=3

Les trois derniéres sommes s’annulent et il reste

14
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zn: _1(1_|_1+ 1 +1)+3<1_|_1+1_|_1> 5( 1 +1+ 1 N 1)
W=2\372 " n-1"n) "8 27374) " 8\n—1"n"n+1 n+2

k=3
+oco n
Z y Z _1(1+1>+3(1+1+1+1>_7+25_89
LTt LM T2\37 ) T8\ 727372 T8 7327 %6

Allez a : Exercice 14

4. llesta peu pres clair que u,, tend vers 0, c’est déja cela, mais comment, on va faire un développement

limité en = de lu,| = In (n+1) (car"—+1 > 1), on pose x = —donc n —i

On fait un developpement limité a I’ordre 2 car la série de Riemann ; est divergente et que la série de

Riemann — est convergente (En général il faut aller a un ordre strictement supérieur a 1, dans les cas
raisonnable).
2 2

:ln(iig=1n(1+x)—ln(1—x)=x—x7+0(x2)—<—x—x7+o(x2)>

1
§+1

|un| =In
1
=—1
X
1 1 1
= 2x + o(x?) =_+o ( 2>~—
n n
Et voila, c¢’est raté la série de terme général u,, ne converge pas absolument, on va essayer de montrer
qu’elle converge simplement en utilisant le fait que cette série est alternée.

=ln(z+ 1) f(n) avec f(x)= ln(zti) =In(x+1)—In(x—1),x=>2

1 1 x—1—-(x+1) 2

! = —_ = = — <O
f') x+1 x-1 x2—1 x2—1

De plus

n+1
lim v, = lim In =
n—+oo n—+oo n—1
Donc la série de terme général u,, = (—1)™v, est convergente.
n

> =D*In (Z )= Zn:(—l)k(ln(k +1) = In(k — 1)
k=2 k=2

n
= > D*InCk+ 1D = ) (~DFIn(k - 1
k=2 k=2
Dans la premiere sommeonpose k' =k+1,k=2=k' =3etk=n=k'=n+1
Dans la seconde sommeonpose k" =k —1,k=2=k' =1etk =n:>k” =n—1

Z( . ( n+1

)= Z( D In(k’) - z (~D*" In(k")
k''=1

On remarque que (—1)" = (—1)""‘1(—1)2 = (=1)*"'~1, puis on remplace k’ et k"’ par k dans

chacune des sommes

i(—nk n (1) = il(—nk-l In(k) — ni(—nk-l In(k)
k=2 k=3 k=1

= Z(—nk-l In(k) + (=)™ 1In(n) + (-1 D-1n(n + 1)
k=3

n-1
_ <(—1)1-1 In(1) + (=1)211n(2) + Z(—l)k_l ln(k))
k=3

Les deux sommes se simplifient
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n+1

Z( 1)kln<k+1) Z( 1 n(l) Z( 1% nk)

= (- 1 ln(n) + (=" ln(n + 1) +In2) = (D" (n(n) —In(n + 1)) + In(2)

n
— (_ n—-1
= (=)™ !In (n T 1) +1n(2)
_1\n n ) Z k ( ) n—1 —
ZO( 1) In (n = lim > (~1)*In = lim (D" In (= -+ (@) = n(2)
n=
Allez a : Exercice 14
5 u,=In (1 — (n+12)2) ~ = (n+12)2 ~ —%, il s’agit d’une suite de Riemann avec a = 2 > 1, la série
converge.
Petit calcul
. 1 ((k+2)-1 (k+2-D(k+2-1) (k+3)(k+1)
(k+2)?2 (k+2)? (k +2)2 (k4 2)2

n

>im(1- ﬁ) - ;m <(k J{;J)FUZ{; D) . ;m(k +3)+ ;m(k +1) -2 klen(k +2)

Dans la premiere sommeonpose k' =k+3, k=1=k' =4, k=n=k'=n+3
Dans la deuxieme sommeonpose k" =k+1,k=1=>k"" =2,k=n=k'""=n+1

Dans la troisieme sommeonpose k"' =k + 2, k=1=2k'"" =3,k=n=>k" =n+2
n n+3 n+1 n+2
Z ln( i 2)2> Z In(k") + Z In(k") — 2 Z In(k"")
k=1 KMT=3

Onremplace k', k' et k"' par k

n n+3 n+1 n+2

kZl tn (1 T+ 2)2) Z InCie) + Z In(k) - 2 2 In(k)

On va réunir les sommesentre k =4 etk =n + 1

n

1
Z in(1- U+ 2)2)
n+1 n+1
- (Z In(k) + In(n + 2) + In(n + 3)) + (ln(Z) +1n(3) + Z ln(k))
k=4 k=4

-2 (ln(3) + Z In(k) + In(n + 1))
k=4

Lessommesde In(k) de k = 4ak = n + 1 s’éliminent.

n

Z In (1 _ (k+1—2)2) = (In(n + 2) + In(n + 3)) + (n(2) + In(3)) = 2(n(3) + In(n + 1))

) 1 (n+2)(n+3)
B n( (n+1)2

) +1n(2) — In(3)

i (n+2)(n+3)
nos o (n+12

donc
n

nl_i)rpoo In (1 — (k+—12)2) =1In(2) —In(3) =1In (%)

Allez a : Exercice 14
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Correction exercice 15.
n n n n n

Z Uy = Z(ka + bUpyy + CVpya) = az Vi + bz Vg1 T Cz Vi+2

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Dans la deuxieme sommeonpose k' =k+ 1, k=0=k'=1letk=n=k'=n+1
Dans la troisieme somme on pose k'=k+2,k=0=>k'=2¢etk=n=k'=n+2

n+1 n+2
PRI IRTS AT e
k''=2
Onchange k' et k"' par k.
n n n+1 n+2
Zuk azvk+b Vg +cC Vg
=0 k=1 k=2

On réunit les sommes entre k = 2 etk

n n n n
zuk=a<vo+v1+2vk>+b v1+ka+vn+1>+c<2vk+vn+1+vn+2>

k=0 k=2 k=2 k=2

=a(vy+vy) +bvy +bvyy +c(Vpy1 + Vny) +(@+ b+ ) Z Vg

k=2
= a(vy +vy) + bvy + bvyig + c(Vpyq + Vnaz)
Cara+b+c=0
La suite tend vers 0 donc
n
1irP U, = lirp (a(vo +vy) + bvy + bvg s +c(Vpyq + vn+2)) = a(vy + vy) + bvy
n->+oo n—-+oo
k=0

Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Onva d’abord diviser n® + 1 par n? + 1, ce qui donne n® + 1 = (n? + 1)n + (—n + 1), donc
nd+1 B -n+1
n2+1 + nz+1

. n3+1 . ( +—n+1 )_( Drsi (—n+1 )
U, = Sin T[n2+1 =S\ nm n2+17‘[ = Sin n2+17‘[

On va montrer que la série est alternée, mais comme —n + 1 < 0, le sinus va étre négatif aussi, on va

Iégerement modifier u,
3
n°+1 n—1
u, = sin (n > = (=11 sin( > rr)

Et alors

nz+1 n?+1

. . -1 L. "
Puis on va montrer que v, = sin (:zﬂ 7'[) est décroissante et qu’elle tend vers 0

tend vers sin(0) = 0.

n-—
n2+1
T n-—1 _(1 n—1) n+1-2n-Dn _n*-2n+3nr  (n—Dn-3)n
2 nr+1n 2 w2+ T T 2m2+ 1D 2 2mP+D) 2 2mZ+1) 2
Pour n > 3 (n tend vers I’infini donc on n’a pas de probléme pour les petites valeurs de n)

v, = sin (:2:_11 n) =f(n) avec f(x)=sin (;2:_11 n)

T > 0 c’est clair

>0
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, x—1 x—1 1x(x?2+1)—(x—1) x2x x—1

f(x)=(x2+1n) COS'(x2+17r>_ (x%2+1)2 S<x2+1n)
—x?+2x+1 x—1

-7 (x2 +1)2 €os <x2+1n>

Au moins pour x assez grand, —x? + 2x + 1 < 0 et pour x assez grand (que 3)

x—1
x2+1

T € ]Og[ donc

-1 . . . . . e 1
cos (;2+1 n) > 0, la fonction est décroissante donc la suite est décroissante. Finalement il s’agit d’une

série alternée convergente.

2

= (1= cos (%)) ()20 = (1 - (1 - (%—)2 +0 (%))) (In(n))2011

2 2
- (2”7 +o (%)) ()21 ~ 2 (in(m))*

3 2 w2
n2o— (In(n))*°* = — (In(n))*°** - 0
n 2nz
D’aprés la régle de Riemann la série de terme général u,, converge.

On rappelle que pour tout x > 0, sin(x) < x

T T s 3
n n 2 3|m 2m2 1
OSun=jn,/sin(x)defn\/§dx=[gxf] =TX_3
0 0 0 5

n2
1 ry s ;e . 3 ;-
— est le terme général d’une série de Riemann convergente, avec a = 3> 1. Donc la série de terme
n2

géneral u,, converge.

n = % n’est pas de signe constant mais il parait délicat d’appliquer le TSSA
1+(-D™Wn 1 Vn
Uy = (-1) = + (=D"
1+n 1+n 1+n
ﬁ ~ %est le terme général d’une série de Riemann avec « = 1 < 1, donc divergente.
_ x _n
Posons f(x) = o ona alors f(n) = e

f(n) >0 et lirP fm)=0
n—-+oo
C’est évident. Et pour tout x > 1

1
) 2\/}(14—36)_\/E (1+x)—2x 1—x
f'(x) = 5 = == - <0
(1+x) 2Vx(1+x)?2  2vx(1 +x)
Ce qui montre que la suite (%) est décroissante, d’aprés le TSSA la série de terme général (—1)" %

converge.

s , T 1 . , .
Uy, est la somme du terme général d’une série divergente (m) et du terme général d’une série

convergente (—1)" % donc la série de terme général u,, diverge.

. D’aprés la regle de Cauchy
1

1 1 n 1
)" = (Ggmye) =g =0 <1
Donc la série de terme général u,, converge.
Cela va dépendre de la valeur de a

18



[uy

2" n_ 2sin®(a)

1 n
() = (5 (sin(@)?") :

Donc

(un)% - 2sin?(a)

D’apres la regle de Cauchy
Si 2sin?(a) < 1, autrement dit si sin?(a) < % soit encore —g < sin(a) < ‘/2—5 c’est-a-diresia €
]—%+ an,% + an[ aveck EZoua € ]%” + an,%” + an[ avec k € Z. Cela se voit assez

facilement sur le cercle trigopnométrique.
La série de terme général u,, converge

Si 2sin?(a) > 1, autrement dit si sin?(a) > % soit encore —1 < sin(a) < Vo2

S 0u—< sin(a) <1,

c’est-a-dire si a € E + an,%” + an[ aveck EZoua € ]%" + an,%” + an[ avec k € Z

La série de terme général u,, diverge.
Si 2 sin?(a) = 1 on ne peut pas conclure avec la régle de Cauchy, mais alors
2" (2sin?(a))® 1
Un =3 (sin(a))?" = — =3

Qui est le terme géneéral d’une serie de Riemann convergente avec @ =2 > 1

Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.

1.

a. Lasuite u,, n’est pas forcément positive mais a partir d’un certain rang 0 < % < m donc les termes

sin (%) sont positifs donc u,, ne change plus de signe lorsque que n augmente. Elle est de signe
constant.
. a
Uy, (0 DT sin(%)
- . [a
Un n![17., sin (E)
D’aprés la régle de D’ Alembert si a < 1 alors la série converge et si a > 1 la série diverge.
b. Si la série converge alors la suite tend vers 0.

=(n+1)sin(nL+1)~(n+1)x a

n+1=

a. sin (%) ~ % donc a,, tend vers 0, on va faire un developpement limité de a,, en % a ’ordre 2.
Attention en multipliant par n on va perdre un ordre. Remarque sin (%) < % donc n sin (%) <letla

suite a,, est négatif (donc de signe constant).

v = (s (2) =in(n (3 gm0 (2))) =i (1~ o)) = a0 )

1
6n?
1 £z > ;o . -
— o gest le terme général d’une série de Riemann convergente (¢ = 2 > 1). Donc la série de terme
géneral a,, converge.

b. Poura=1
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o o) <[ T ()

k=

In(w,) —1n<1_[ksm( )) kZln(ksm< )) Zn:ak

k=1

Donc

La série de terme général a,, converge, donc la suite (u,) converge.
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
1. Dans un premier temps remarquons que pour tout n > 1, u,, > 0, on en déduit que

1
0 < un+1 < ;
Cela montre que la suite (u,,) tend vers 0 mais cela ne suffit pas pour montrer que la série est

convergente (si on avait pu montrer que 0 < U, 44 <= Ia cela aurait été bon).

Dans un deuxieme temps on va falre un developpement limité en « u,, »
U, Uy, 1
Upyr = —(1—u, +o(u ————+0(—)~—
n+1 ( n ( n)) n n n
—est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général u,, diverge.

(_1)n+1
n

(_1)n+1un+1 =

- (DM o (Z)

-1t L. , 1 .. , ., s .
(e i est une série alternée, - tend vers 0 en décroissant, c’est le terme général d’une série de

Riemann.

opete o ()] -

LY n— par conséquent (— 1)"+1 iy ( ) est le terme général d’une série

nn-1)
absolument convergente, c’est donc le terme general d’une série convergente et enfin (—1)"*1u,,,, est
le terme général d’une série convergente. (il en est de méme pour (—1)"u,, évidemment).

Allez a : Exercice 18

Eto < <
n

Correction exercice 19.

e™1l(n+ 1)!
1 1 1 1
Uny1 (Tl + 1)n+1+§ _ e"“(n + 1)! nn+§ B el(n + 1)n"+§ B enn+E
= e - - _ a _ :
i = :Li em!(n+1)"2(m+1) M+D"2n+1) M+ D"z
nat
n 2

(1) < aelr NG = oo N - (i)

Le but est de faire un développement limité de =2 en % a ’ordre 2.

Un

@: ee (n-ié)(Tll 2:12+37113+0(n13)> — ee_<1 21n=37112=21n 41112“’(%)) — ee—1+ t 1 1 + 12+0(1)

2n 3n? 2n 4n n
Un
1 1 1 1
= e12n2+0( ) ( >
12n? n2

SN AL I T
Zn =10 1272 T °\2) ) T 12nz T 0 \nz) T 12m2
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est le terme général d’une série

convergente.
D’autre part

izk iln(“"“) Z(ln(uk+1)—ln<uk>)—Zln(um) Zlnmk)
k=1

k=
Danslapremieresommeonposek’—k+1 k—1=>k’—2etk—n=>k’=n+2
n+1

sz = z In(uy,’) — Z In(uy)

On change k' en k dans la premiere somme et on simplifie
n

> 2 = (utne) = Inuy)

[y

k=1
n
In(itpar) = ) 7 +In(uy)
k=1
La série de terme général z; converge donc In(u,,,) converge et finalement w,,,; admet une limite

finie.
Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
Commencons par une mauvaise nouvelle, si u,, et v,, sont les termes généraux de séries absolument
convergente alors wy, est le terme général de la série produit, qui est convergente eton a :

+ oo n oo + 0o
D=2 D wen= () (5)
n=0k= n=0
Seulement voila la série de terme général v, ne converge pas absolument alors il faut faire autrement.

N N n N n Nk 1\n—k
D= Y (Y] =) (3 )

k=0 n=0
N n
1
= ;<(_1) kZO(k T D2n—k+ 1))

Puis on va décomposer la fraction rationnelle en éléments simples, il existe a, b et ¢ (ces

1
(k+1)2(n—k+1)
trois constantes peuvent dépendre de n) tels que :

1 _ a b c
(k+1D2(n—k+1) (k+1)2+k+1+n—k+1
Je multiplie par (k + 1)2, puisk = —1

1
_[n—k+1]k=_1_n+2
Je multipleparn —k + 1,puisk =n+1

_ [ 1 ] _ 1
“Tle+r,_,,., T m+2)?
Je multiplie par k, puis k = +oo
1
0=b-— b=————
b=
Finalement on a
1 1 1
1 _ n+2 +(n+2)2+(n+2)2

(k+1D2(n—k+1) (k+1)2 k+1 n—-k+1
21



Ce que I’on remplace dans la somme partielle
n 1 1 1

N N
_ _a\m n+2 (n+2)*  (n+2)?
;W"_Z (1) kzo (k+1)2+ k+1 n—k+1

) n
:nZ (1)n< +22(k+1)2 (n+2)22k+1 (”‘:2)22" llc+1>

Puis on va faire le changement d’indice k' = n — k dans la somme
n

z 1

k=0=>k'=n k—n:>k’—0

n

e Zm >

Ce que I’on remplace dans la somme partielle

N N n n n
;W"=Z (_1)71(711220(-:1)2+(n-:2)22k11+(n-:2)2;k11>
N
(i) a2 )

0
()" 1 (—Dn 1
Z<n+2 (k+1)2>+22((n+2)2;k+1)=Sl'N+Sz*N

n—O
_ (="
(n+2)2 Je= Ok 1

="

n+2 k=0 (k+ 1)2
de la série S,.

On rappelle un résultat « connu »,

Ouwy, = est le terme général de la série S; et w, , = le terme général

<
Z rr1 )
k=0
Alors

3 3 In(n)
nz |w21n| =n

2 z ~ _)0
mt2PLuk+1 n

D'apres les regles de Riemann la série de terme général converge absolument, donc S; y admet une
limite finie lorsque N tend vers I’infini.

Pour la série S; cela va étre moins simple Y.7_, (k ——— est une somme partielle qui admet une limite

1)?
puisque que le terme général est équivalent a > qui est le terme général d’une série de Riemann

convergente, mais le terme % ne permet pas d’espérer une convergence absolue, reste la solution de

montrer qu’il s’agit d’une série alternée, il faut montrer que
Uy = —= Y0 ——
T g2 4k=0 (g gq)2
Tend vers 0 et est dévroissant, a,, — 0 ¢’est évident.
n+1

a"+1_a"=n+32(k+1)2 n+22(k+1)2

(n+2) zzzs(,ﬁ—ll)z— (n+3) S0 3172

(n+2)(n+3)
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Donc a,,+1 — a, a le méme signe que
n+1 n

1 1
(n+2);—(k+1)2—(n+3)kz—(k+1)2

=0

(+2)<Zn: ! + ! ) (+3)n ! ! Y !
) S T
k=0(k+1) (n+2) k=0(k+1) n+ 2 k=0(k+1)
Pour tout k € {0, ...,n}, k+ 1 <n+ 1, donc

<! nooy L ) 1
;m>;(n+1)2:(n+1)221:mx(n+1):n—+1

k=0

Par conséquent
1 2": 11 1 _ntl-(+2) -1
n+2 k_o(k+1)2 n+2 n+l1 M+2)n+1) (M+2)(n+1)

Ce qui montre bien que a,,.; — a,, < 0 ¢’est-a-dire que la suite est décroissante.
Par conséquent

n
D" 1
W =
T 42 £ (ke + 1)?
Est le terme général d’une série convergente et enfin la série de terme géneéral w;, est la somme de deux

série convergente, elle converge.
Allez a : Exercice 20

= (_1)nan

Correction exercice 21.
1

Vn
1 o , L : : - s
—est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général v,, est la somme

est décroissant et tend vers 0 donc la série de terme général u,, est une série convergente.

d’une série convergente et d’une série divergente, elle diverge.

D", 1
% n n -1H"
_"=—‘/H —=1+ vn =1+( ) -1
Uy (=1 (=D"n Vn
Vn
Ce qui montre que ces deux suites sont equivalentes.

Remarque :
Si u,, ~ v, alors les séries de terme général u,, et de terme général v,, sont de méme nature est un
résultat faux, pour qu’il soit vrai, il faut que u,, et v,, soient de signes constants.

Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1. vx €[0,1],x"e ™ > 0donc f(n) >0
Vx€[01],0<x<1=>0<x"! <x"

Donc
1

1
f x™le ¥dx < f x"e *dx
0 0
Autrement dit f(n + 1) < f(n), cette suite est décroissante.

ﬂm=f1 1

0
Montrons par récurrence que

1
x"e *dx = [—x"e *]} —f nx™" (—e*)dx = —= +nf(n—1)

0

n! <!
“@=?G‘Za)

k=0
23



Pourn=0

L’hypothése est vérifiée au rang 0.

Supposons
=) =1
f(n—1) . e=) o
k=0
Alors
R SO o (n—1)! <1) 1, n =1
fn—enfn—enee k)~ e e\l k!
k=0 k=0
_n!x( 1)+n! <1) n z”:1
e n! e ¢ k] e € k!
k=0 k=0

Ce qui acheve la récurrence

Pour tout x € [0,1], e < e ™ < €79, on en déduit que :
1
—Xx"<x"e™* < x"
e

Puis en intégranten 0 et 1
1

1 1
EJ x"dx < f(n) SJ x"dx
0

0

Comme
flxndx— K1 1_ 1
0 B n+10_n+1
Cela donne
1
- < <
e(n+1)_f(n)_n+1

L 1 . , , L. . .
(n) est minorée par ~ — qui est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la
q g g
en

e(n+1)
série de terme général f(n) diverge.
1
< f(n) <!
en(n+1) n n(n+1)

1 . ;. ;. .
— qui est le terme général d’une série de Riemann convergente donc la

f(n)

n

est majorée par ———— ~

série de terme général %") converge.
f(n) est positive et décroissante, la série de terme général (—1)"f(n) est une série alternée
convergente.

Soit R le rayon de convergence de la série entiere. Comme la série de terme général f(n) diverge cela
signifie que 1 n’est pas dans le disque de convergence sinon

> ror

n=0
Convergerait, cela entraine que R > 1
Comme la série de terme général (—1)™f (n) converge, cela signifie que —1 est dans le disque de
converge donc R < 1, en effet
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Y 1" < +oo
n=0

Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
1. Ona0 < sin(u) < u pour u > 0 donc

1
O<nsin(—)<nx—=1
n n

()" > ran(3) o

b
. . (1" . - " , .
Cela montre que le terme géneral (n sin (;)) est majoré par le terme général d’une série convergente,

Par conséquent

Puisque n? > n®

cette série converge.

G = (50 (3) ) = 1w (2)

Il faut faire le développement limité de sin (%) a un ordre suffisant parce que 1’on va d’abord multiplier
par n puis par n et a la fin on veut un développement limité a un ordre strictement supérieur a 2.

ln(u)—n”n(nsin(l))—naln n l—i+o<i) =n%In 1—L+0(i)
ne n)) n  6n3 nt/)) | 6n2 n3
1 1 1 1
=n'( g to(5)) = g o ()

Commea < 2,2 —a = 0, ce qui montre que In(u,,) tend vers 0, et que donc u,, tend vers 1 # 0, la
série ne converge pas.

/1 1 1 1 1 1
ln(un) = Tl2+6 In (n Sin (;)) = T’lz-l-E In (Tl <E - ﬁ + o0 (F))) = Tl2+e In (1 - W +o0 <$>>
1 1 n¢ 1
= (‘m +o (ﬁ)) =% +o(=)
n¢ 1 n¢ 1
u, = exp _Z + o0 <n1‘6> = exp <_Z) expl| o <n1‘6>

)) — 1, ce qui montre que

1—¢€ > 0donc

nl—e nl—E

né
U, ~ exp (— z)

En utilisant les régles de Riemannavec a =2 > 1
lim n?u, = lim n?exp (— n—e> =0
n—-+oo n—-+oo 6
Ce qui montre que la série de terme général u,, converge.
On vient de montrer que la série de terme général u,, était convergente si 2 < a < 3 et a la premiére
question on a montré qui si la série convergeait pour a alors elle convergeait pour b > a, elle converge
donc pour tout a > 2.

— 0 et alors exp (o ( !

Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.
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1 1 i
Uy = fo T2 dx = [arctan(x)]} = arctan(1) — arctan(0) = -

b) x2+1 = 1donc

in xZn_ o
0S1+x2ST_X
Puis en intégrant entre 0 et 1
1 ,2n 1 . 2+l 1
OSL 1+x2dx£jox dx = 2n+1L=2n+1
2.
a)
1x2(n+1) 1 x2n 1x2n+2 +x2n 1(1+x2)x2n 1 -
u”+1+u”=,[0 1+x2dx+j0 1+x2dx=jovdx=fo de=fox dx
1
S 2n+1
b)

n n (_1)k n n n
D= o= D D e 1) = ) (DA + ) (~DFu
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Dans la premiere sommeonpose k' =k+1,k=0=>k' =letk=n=k'=n+1

n+1 n

n
D ve= ) D g+ Y (DR
k=0 k'=1 k

=0
On remplace k' par k dans la premiére somme

n n+1 n
D ve= Y D+ ) (D
k=0 k=1 k=0
n n

=Dy, + ) DR + (D% + ) (—DFu
) kzl ] 0 kZl )

n n
= (D Mty g+ ) (DR e+ ) (— DAy
k=1 k=1

n n

T

= (=D™up4q +up + Z(—l)k_luk - z(—l)k_luk = (—D™up4q + 1
k=1 k=1

Il ne reste plus qu’a remarquer que u,, tend vers 0 pour montrer que

Allez a : Exercice 24

26



