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Exercice n’ 1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Donnons leurs négations

(a) Comme la proposition (1/16 = —4) est fausse, donc la proposition
[(=4)* =16) A (V16 = —4)]

est aussi fausse.
La négation :

[(—4)2 =16] A (V16 = —4)] == [(—4)* # 16] V (V16 # —4)].
(b) Comme la proposition (1/16 = 4) est vraie, donc la proposition
(| =4/ = —4) v (V16 = 4)]

est aussi vraie.
La négation :

(| =4/ = —4) v (VI6 = 4)] <= [| — 4] # —4] A (V16 # 4)].

(¢) Laproposition [z € R, 23 = —1] est vraie car il existe z = —1 € R tel que (—1)3 = —1.
La négation :

FrzeR, B=-1<[VrcR, 2*#-1].
(d) La négation :

VzeR, (z—1)(z+1)=0<=[FzeR, (z—-1)(xz+1)#0].
Pour z = 0 par exemple, on a
(x—1)(z+3)=(0—-1)(0+3)=—-3#0,
Donc la proposition [3 x € R, (2 — 1)(z + 1) # 0] est vraie. Par suite
VzeR, (x—1)(z+1)=0]

est une proposition fausse.

(e) Laproposition [Vy € R, 3Jx € R, x4y > 0] est vraie. En effet, Pour y € R, on pose
r=—y+1¢&R. Donc
r+y=—y+14+y=1>0.

La négation de (e) :

VyeR, JreR, zx4+y>0<=[FyeR, VreR, z+y<0].

(f) Laproposition [z € R, Vy € R, x + y > 0] est fausse. Il suffit de montrer que sa
négation est vraie :

[z eR, VyeR, zx4+y>0<=[VzeR, JyeR, z+y<0].

Pourz € R,onposey =—x—1€R.Doncx+y=x—2—1=—1<0. Par suite, la
négation de (f) est vraie. Autrement dit, ( f) est fausse.



Exercice n° 2. Soient P et () deux propositions.

1. En utilisant la table de vérité, montrons que :

(a)
(P= Q) <= (Q = P).
PIQIP|lQ|P=Q| Q=P
171]10]0 1 1
171001 0 0
0Oj/1,11]0 1 1
00|11 1 1

On remarque de cette table de vérité que les propositions (P = Q) et (Q = P) ont
la méme valeur de vérité (elles sont vraies en méme temps et elles sont fausses en
méme temps), donc elles sont équivalentes.

(b) N
(P=Q) & (PAQ)
PlQIQIP=Q|P=Q|PAQ
1[1]0 1 0 0
101 0 1 1
o[1]0 1 0 0
001 1 0 0

On remarque de cette table de vérité que les propositions (P = Q) et (P A Q) ont la
méme valeur de vérité (elles sont vraies en mé€me temps et elles sont fausses en méme
temps), donc elles sont équivalentes.

2. Soit la proposition
R:"VzeR, 2 cQ=2eQ".

(a) La négation de la proposition R est
R:"IrcR, [(2* € Q) A (z €Q)]".
(b) Montrons que la proposition R est fausse. Pour z = /2, on a
[z ¢ Q et (2* =2)€Q).
Donc R est vraie. Par suite, R est fausse.

Exercice n° 3.

1. Soient a,b > 0. En utilisant le raisonnement direct, montrons que

- b — b
= a=b.
146 1+a
On suppose que 155 = Hia et on montre que a = b. On a
a b

— a(l+a)=b(1+b)

a+a*=b+0?

a?—=b*+a—-0b=0
(a—b)(a+b)+(a—0b)=0
(a—b)(a+b+1)=0
(a—b=0)V(a+b+1=0)
a—b=0(cara+b+1#0 dufait que a,b > 0)
a=Db.

1+b 1+a

IRy



2. Soient z, y € R. Montrons par contraposition que

(DA # D= z+y#ay+1
Il s’agit de montrer que

rt+y=xy+1l=[(z=1)V(y=1)]

r+y—axy—1=0
z(l—y)—(1-y) =0

r+y=azy+1 =
—
= (z—-1)(1—-y)=0
—
—

(x—1=0)V(y—1=0)
(x=1)V(y=1).

3. Soient z,y € R. Montrons par I’absurde que
(z#y)=(z+1)y—-1)#@@-1y+1)

On suppose que
@#yYA@+D)y—1)=(@-1)(y+1)

Ona
(z+1)y—-1)=(x-1)(y+1) = ay—ar+y—l=ay+or—y—1
— —22+2y=0
= 2y—xz)=0
= y—x=0
= y = z (ce qui est une contradiction, car = # y).

Par suite, on a pour z,y € R
(z#y)=@+y-1)#@-1F+1)

4. Montrons par 1’absurde que la proposition

2
P VzeR, \/1+x27é1+%

est vraie. On suppose que

2

Jz e R*, \/1—|—x2:1+%.

Vita?=1+% = 1+a22=1+2 422
4

= x = 0 (ce qui est une contradiction, car z € R*).

Donc P est fausse. Par suite, on a
2

Ve R, \/1+x27é1+%.

Exercicen’ 4. 1. Démontrons, en raisonnant par récurrence, que

- 1)(2n +1
vnen, 3 k=1t )6(”+ )
k=1

P(n)



Pourn =1,0ona
1
1(1+1)(2x1+1
SR =12=1let (*_)%X D

k=1
Donc

o 1(I+1)(2x1+1)
}:k__ ; .

Autrement dit, P (1) est vraie.
Soit n > 1. On suppose que P (n) est vraie, c’est a dire

n

ZkQ _n(n+1)2n+1)

k=1 0
et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire
n+1
Z 12 (n+1)(n+2)(2n+3)
5 .
k=1
Ona
n+1 n
S-Sk ey
k=1 k=1

_ n(n + 1)6(2n +1) Lt 1)

nin+1)2n+1) +6(n+1)2

6
(n+1)(n2n+1)+6(n+1))
6
C(n+ 1D +2)2n+1)+1)
6

Finalement, Vn € N*, P (n) est vraie.

. Démontrons, en raisonnant par récurrence, que
Vn € N, 3 divise (4" — 1).

Il s’agit de montrer que

VneN,JkeZ 4" —1=3k.
P(n)
Pourn =0,0na
49— 1=1-1=0=3x0,
Donc
Jk=0cZ:4° —1=3k.

Autrement dit, P(0) est vraie.

Soit n € N. On suppose que P (n) est vraie, c’est a dire

dkeZ: 4" —1=3k



et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire
I eZ: 4 —1=3k.

Ona
4n+1_1 — 4n+1_4+3
= 44"—4+43
44" —-1)+3
= (4x3k)+3
= 3k aveck’ = (4k+ 1) € Z.

Finalement, Vn € N, 3 divise 4" — 1.



