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Corrigé de la série de T.D. N 2 : Ensembles, relations et applications

Exercice n° 1. Dans chacun des cas ci-dessous, déterminons les sous-ensembles
ANB, AUB, A—B, B— A, Ca, CE, AAB.
1. £E=1{1,2,3,4,5}, A={1,2,3}, B={1,5}.
ANB={1}, AUB={1,2,3,5}, A—- B={2,3}, B— A= {5}.
Cp=1{4,5}, CE =1{2,3,4}, AAB = {2,3,5}.
2. E=R, A=[2,4], B =]3,5].
ANB=]3,4], AUB=[2,5], A— B=1[2,3], B— A=]4,5].
Ca =] — 00, 2[UJ4, +00[, CE =] — o0, 3]U]5, +-00[, AAB = [2,3]U4, 5].

Exercice n° 2. Soient £/ un ensemble et A, B et C' trois parties de F.

1. Montrons que
a) C"P) = CcAUCB. Ona

CWB) = {z:(zeE)et|z ¢ (AN B)]}
= {z:(ze€FE)et|(x g€ A)ou(z & B)|}
= {z:[(zeF)et(x g€ A)ou[(x € E)et(z ¢ B)]}
= {z:[reCqloulzeCEl}
= CauUCE.

b) AU(BNC)=(AuB)N(AUC).Ona

AU(BNC) = {z:(zx€Aouzxe (BNO)|}
= {z: Ex € A)ou(z € B)et(z e O)]}
[

= {z:[(x€A)ou(xeB)et[(x€A)ou(zel)}
= {z:[re(AUB)|et[ze (AUC)]}
= (AUuB)N(AUC).

2. Simplifions (AU B) N (C U A), ot A désigne le complémentaire de A dans £. On a

(AUB)N(CUA) = (AUB)N(CnNA)
= (ANB)N(CNA)
= (ANnA)N(BNC)
= 0n(BNC)
= 0.
Exercice n° 3. 1. Soit R une relation définie sur I’ensemble des entiers relatifs 7Z comme suit :

Ve,y e Z, xRy<=JkeZ:x—y=3k.

(a) Montrons que R est une relation d’équivalence sur Z.



i. Réflexivité de R : Soitx € Z. On a
r—x=0=3x0.
Par conséquent
dk=0€Z:x—x=3k.
D’ou xRx et donc ‘R est réflexive.
ii. Symétrie de R : Soient z,y € Z : zRy. On a
TRy = JkeZ:x—y=3k
dkeZ:y—x= -3k
dkeZ:y—x=3(—k)

Ik =(-k)€Z :y—x=3F
yRe.

L4l

Donc ‘R est symétrique.

iii. Transitivité de R : Soient z,y, 2 € Z : xRy et yRz. Montrons que R z.

JkeZ:x—y=3k..... (1)
TRy et yRz = ¢ et
I eZ y—z=3kK..... (2)
(et (2) = kK eZ:x—2z=3k+Fk)
= JK' =k+K)eZ v —2z=3k"
= 2Rz

Donc ‘R est transitive.

Finalement, de 1), ii) et iii), R est une relation d’équivalence.

(b) Classe d’équivalence de a € Z :

a = {r€Z/zRa}
= {r€Z/3keZ:x—a=3k}
= {r€Z/3keZ:x=3k+a}
= {3k+a/kel}.

(c) L’ensemble quotient :
a=0,0={3k/keZ}={..—-6,-3,03,6,..}
a=1, 1={3k+1/keZ}={..—-5-2,1,4,7,..}
a=2, 2={3k+2/keZ}={..—4,-1,2,58,..}
a=3, 3={3k+3/keZ}={3(k+1)/keZ}={3K/k eZ}=0.
a=-1, - 1={8k—1/ke€Z}y={3(k—1)+2/ke€Z}={3kK +2/k € Z} = 2.
a=-2, —2=1.
Dol Z/R = {0,1,2}.
(d) Ona 2022 = 3(674), donc 2022 € 0.

2. On définit sur R? la relation binaire S par :
V(a,b),(c,d) € R?) (a,b)S(c,d) <= a<cetb<d.

(a) Montrons que S est une relation d’ordre



i. Réflexivité de S : Soit (a,b) € R*, onaa < a eth <D,

donc V(a,b) € R?, (a,b)S(a,b), d’ou la réflexivité de S.

ii. Antisymétrie de S : Soient (a, b), (¢, d) € R? tels que (a,b)S(c, d) et
(¢,d)S(a,b), on a
(a,b)S(c,d) et (¢,d)S(a,b) etb<dlet[c<aetd <]
etc<alet[b<detd <D
etb=d

o0

D’ou I’antisymétrie de S.

iii. Transitivité de S : Soient (a, b), (c,d), (e, f) € R? tels que (a, b)S(c, d) et
(c,d)S(e, f),ona

a<cetb<d.... (1)

(a,b)S(c,d) et (c,d)S(e, ) = { et
c<eetd< f.... (2)

De (1) et (2), on obtient
a<eethb< f,

c’est a dire que (a, b)S(e, f).

D’ou la transitivité de S.
De i), ii) et iii), on a S est une relation d’ordre.

(b) L’ordre S n’est pas total (il est partiel) : En effet, les deux couples (1, 10) et (2,9) ne
sont pas comparables. On a

10 £ 9 — (1,10) 5(2,9)

et
2 j{ 1= (2,9) 5(1,10).

Exercice n’ 4.
Considérons I’application f définie par :

f: R — R
r — f(z)=2*+3z—4

1. Calculons f({—4,1}), f([-4,1]) et f1({=T}).
f{=41}) = {f(@)/ v e{-41}}
= {/(=4), F(1)}

f(=41) =

|
A A
e



[7{=T) = {zeR/f(x) e {-T}}
= {reR/ f(x)=-T}
= {zeR/2*+3x—-4=-T}
= {reR/2*+3x+3=0}
= 0.

2. Etudions I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.
(a) Injectivité de f : D’apres la question précédente, on a f (—4) = 0 = f (1) mais
—4 # 1. Donc f n’est pas injective.
(b) Surjectivité de f : f n’est pas surjective car y = —7 (par exemple) n’a pas
d’antécédent (d’apres la question précédente).
(c) Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas injective (ou bien car elle n’est
pas surjective).

3. Donnons I'intervalle J tel que [ :] — oo, ’23] — J soit bijective et déterminons, dans ce
cas, ’application réciproque f~*.
Il est facile de vérifier que f :] — 0o, 32] — [=22, +-00] est une bijection et que
e [FR oo — |- 00, F]
y — [T y)=F —5vV25 —4y.



