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Corrigé de la séris de TD N°01 : Logique et raisonnement mathématiques

Exercice n°1 .

1) Comme la proposition (v/25 = 5) est vraie, donc la proposition
(1= -1)v (V25 = 5)]

est aussi vraie.
La négation :

(1= 1)V (VB =5) = [(1 £ 1) A (VE £5)]

2) 3z € N, 22 > 24 est une proposition vraie. En effet, pour = 5 par exemple,on a 52 = 25 > 24.
La négation :

Bz eR, 22 > 24} e [VreR, 2*<24]

3)WVx € R*,Vy € R*;zy # 0 est une proposition vraie puisque z # 0 et y # 0.(xy = 0 < x =0 ou
y=0)
La négation :

(Vo e R*,Vy € R*;zy #0) & (Jz € R*,Jy € R*; 2y = 0)

4) 3z € R,Vy € R;zy = 1 est une proposition fausse car si un tel = existe pour y = 0,2y =0 # 1
La négation :

(FxreRVyeRazy=1)< (Vx e R,y e Ryjzy # 1)

5) La négation :

VMreRVyeRz+y<9) < (FTreR IyeRzx+y>9)

La proposition (Jz € R,Jy € R;x +y > 9) est vraie,il suffit de prendre par exemple x = 7,y = 3,
on a
7+3=10>9

Par la suite, la proposition [Vz € R,Vy € R;z + y < 9] est fausse.

Exercice n°2 . Soient P, ( et R trois propositions.
1. En utilisant la table de vérité, montrons que

(P= Q)= (Q=P)

PIQ|P|Q|P=Q|Q=—=P
1l1]ofo 1 1
10|01 0 0
0|1]1]0 1 1
0Oj0|1]1 1 1




On remarque de cette table de vérité que les propositions (P = Q) et (Q = P) ont la méme
valeur de vérité (elles sont vraies en méme temps et elles sont fausses en méme temps), donc
elles sont équivalentes.

2. Donnnons la négation des propositions suivantes

()P = Q,
P=Q+< PVQ
«—PAQ
<~ PAQ.

(b) PV (Q A R).

3. Considérons la proposition
S:"Vn €N, (n?#n) = (n>2)"
(a) Donnons la négation de la proposition S.
S:73n €N, [(n? # n) A (n>2)].
(b) Montrons que la proposition S est vraie. Il suffit de montrer que la proposition .S est fausse.

En effet la proposition (n < 2) est vrai si n = 0 ou n = 1. Mais dans ces deux cas, on a bien

n? = n. Cest & dire que la proposition

S:”3IneN,[(n*#n)A(n>2)

est fausse. Par suite, la proposition S est vraie.

Exercice n°3 .

1. Soient z,y € R*.

3 _
L’assertion 1y # — -z — i £ 7, est équivalente & :
4 T4y
— -3
T+y 4
On a
ToY
r+y

—6x
-3

Par contraposition ceci est équivalent & :

3 _
Va,y € R* y#—zx$%#7



2. On raisonne par ’absurde. On suppose que

IJneN*:yv/n?2+1eN.

Donc
FkeN :vVn2+1=k
—3JkeN:1=£k>—n?
—=3JkeN:1=(k—n)(k+n)
1
—JkeN':k—n= )
k+n
SikeNona

1
I< —<1=0<k—n<1
k+n

= n<k<n+l,

Ce qui est une contradiction (car il n’existe pas un entier entre deux entiers consécutifs).

D’on,
Vn e N*, v/n?2+1¢N.

3. En utilisant le raisonnement direct, montrons que
1
1+
. On suppose que 77 +1 i Va” est vraie. est ce que c’est vraie pour "z = 0" 7
Ona (l14++z)(1—+yz)=1=1—2=1donc z =0 est vraie.

=1—-yVz=2=0

Exercice n°4. En utilisant le raisonnement par récurrence, montrons que

1. VneN*, Y (2k—1) =n’,

k=1
Soit n € N. On note P la propriété portant sur n

n

P(n): Y (2k—1) =n’

k=1
Nous allons démontrer par récurrence que pour n € N*, P(n) est vraie.
Etape 1 (Initialisation) : pour n =1 on a 2(1) — 1 =1 = 12. Donc P(1) est vraie
Etape 2 Soit n € N* supposons que P(n) est vraie et montrons alors que P(n + 1) est vraie.
Pour que P(n + 1) soit vraie il faut démontrer que

n+1

> @2k—1)=(n+1)

k=1
n+1
d2k-1)=2(1)-142(2) —1+..4+2(n) = 1+2(n+1) -1
k=1



Etape 3 (Conclusion) On a donc démontrer par récurrence que P(n)est vraie pour tout n € N.

n 2 2
+1)
2 v eN, = T
n € N¥, k 1
k=1
n
12 x (1+1)?
Etape 1 (Initialisation) : Si n = 1 alors S, = E k=1 et% =1

k=1
La propriété est vraie au rang 1

Etape 2 On suppose que la propriété est vraie au rang n :

n%(n + 1)2

n
Sn:;k3:13+23+...+n3: I

Sp1=134+25 4+ 4P+ (n+1)3
n?(n +1)2

=——F —+0+1)

2 n?
=(n+1)°x Z+n+1

n?+4n+4
4
(n+2)
4

:(n—|—1)2><
= (n+1)* x

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

Etape 3 (Conclusion) : La propriété est vraie au rang 1 et est héréditaire.
n

Par conséquent, pour tout entier n > 1, on a alors S, = Zkg =134+ 4. 0=
k=1
n?(n +1)2
4

3. Vn € N, 5 divise 6™ — 1.
Il s’agit de montrer que
YneN,JkeN:6" —1 =5k

Etape 1 (Initialisation) : Pour n =0,0ona: 6 —1=1-1=0=5 x 0. P(0) est donc vraie,
avec P(n) : 5 divise 6™ — 1

Etape 2 Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie, c’est a dire
JkeN: 6"—1=5k
Et on montre que P(n + 1) est vraie, c’est a dire
Ik eN: 6"l —1 =5k
On a

6" —1=6"""—6+5
=6.6"—6+5
—6(6"—1)+5
=6 xbk+5 (car P(n) est vraie)
=5k avec k' = (6k+1)€eN

Etape 3 ((Conclusion) : Finalement Vn € N, 5 divise 6™ — 1



