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Exercice n°2
1. On suppose que A; C A et on montre que f(A;) C f(Asg).
Soit y € f (A1)
ye f(A)=3re A 1y=f(r)
— Jr € Ay iy = f(x) car Ay C A

=y € f(A).
Dot f (A1) C f(As).
2. Soit y € f (A1 U Ay)
yef(AAUA) <= Tz e (A UA) :y=f(x)

< [Fr € Ajoudr € A :y= f(x)
< [Fr e A y=f(x)] ou [z € Ay :y = f(x)]
<y € f(A) ouy € f(As)
=y e (f(A)U[f(A)).
D’ou f (Al U Az) = f (Al) U f (AQ)
3. On suppose que B; C By et on montre que f~!(B;) C f'(Bsy). Soit x €
fH(By)
v fH(B) = f(x) € B
— f(x) € Bycar By C By
— T c f_l (BQ) .

Ce qui montre que f~' (B;y) C f~*(By)

Exercice n°2
Soient f et g deux applications définies de R dans R telles que :

1

flz)=2x+5¢et g(z) = o

1. g n’est pas injective car : —1 # 1 et g(—1) = g(1).

Elle n’est pas surjective car : pour y = —2;Vz € R, g(z) # —2(g(x) est toujours
positive).

Injectivité de f: f'(x) =2 > 0, = f est strictement croissante d’ou 'injectivité



de f.
Surjectivité de f :
Vye R, I7z e R:y = f(x)

Soit y € R
y=2x+5=z="152
Donc, Vy € R; 3z = ? eERtel que: f(z) =y
D’ou f est surjective.

20n a:

(Foa)a) = flo@) = f (77 ) = sy +5
et
(g0 F)(@) = g(f(x)) = g2z + 5) = m

Alors, fog#go f.
3. Calculons = £({0,1}), £~ ({5}), (10, 1)), F(R), £~1([5, 7)),

FH0.1}) = {f(x)/x € {0,1}}
— (10, (1)}
= {5,7}.

J1{5)) = {o € R/f(x) = 5} = {x € R/20 + 5= 5} = {0}

Comme f est une fonction croissante sur R. Alors :

F(01]) = {f(x)/z € [0, 1]} = [£(0), F(D)] = [5,7].

fR) ={f(x)/z € R) =} =|limq_, oo f(2),limzy o0 f(2)[=] — 00, 4-00].
F7H05,7) = {z e R/f(2) € [5,7]}
={reR/2z+5€[57]}
{ 20 +5<7....(1)
2 +5€[5,7<=5<2r+5 <7< et
20 +5>5...(2)
(1) <= 22x+5<7
= r<l= 1€ —00,l]
(2) <=22+5>5
>0
<=z €]0, +o0]
Donc f7([5,7]) =] — o0, 1]N]0, +00] = [0, 1]
4. Calculons g~ ({1}), g([—4,4]),, g7 *([—4, —1]) et g7*([0, 4]).
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~ g ({1}) ={z eR/g(x) = 1} = {z € R/ 57 = 1} = {0}
g est une fonction décroissante sur R™ et croissante sur R™. en effet :

2x
g/(aj> = —W,V@" € R.

x | —oo 0 +oo
Jgx)| + 0 -
g@) o 1 o
9([=4,4]) = {g(z)/z € [-4,4]} ={g(x)/x € [-4,0]U] 0,4]}
={g(z)/z € [-4,0]} U {g(x)/z €]0,4]}
= [9(=4),9(0)] U[g(4), 9(0)[

— g Y[~4,-1]) = {z e R/g(x) € [-4,—-1]} = 0 car g(x) > 0.
— g 1([0,4]) = g7*(]0,1]) =R car: 0 < g(z) < 1,Vx € R.

Exercice n°3
1. Considérons ’application f définie par :
fR—R
r— f(r) = 2® + 21 — 3.

(a) Calculons f~'({—6}) et f~1({0}).
f{—6}) = {x e R/f(x) € {~6}}

={z e R/f(z) = -6}

={z eR/a*+22 -3 =6}

={zeR/a*+22+3 =0}

= 0.

7 {0}) = {z e R/f(x) € {0}}

={z eR/f(z) =0}

={zeR/2*+22—-3=0}

={-3.1}
(b) Etudions I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f. i. Injectivité de f :
D’aprés la question précédente, on a f(—3) = 0 = f(1) mais —3 # 1. Donc f
n’est pas injective.
ii. Surjectivité de f : f n’est pas surjective car y = —6 (par exemple) n’a pas

d’antécédent (d’apres la question précédente).
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iii. Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas injective (ou bien car
elle n’est pas surjective).

(c) Donnons des intervalles I et J tels que f : I — J soit bijective et déterminons
I'application réciproque f~!.

Il est facile de vérifier que f :] — 0o, —1] — [—4, 400 | est une bijection et que

f1:[~4, +oo] —] — o0, —1]

y— [ y) = —1—/4+y.

Remarque : On peut aussi considérer la bijection f : [—1,+00[— [—4, +oo] et
dans ce cas
ft:[~4, +oo] — [—1 +00]

y— fly)=—1+A+y

Exercice n°4

Soit h I'application de R dans R définie par : h(z) = —%-.
1. Vérifions que pour tout réel @ non nul on a : h(a) = h (%)

1
h(a)—h<1> - 24“ - 4; :0:>h(a):h<1>.
a a®+1 (1) +1 a
On en déduit que h n’est pas injective car par exemple : pour 1 = 2 et x5 =
%, x1 # To mais d’aprés la question précédente h(2) = h (%)
2. Soit f la fonction définie sur l'intervalle I = [1, +oo[par f(z) = h(z).
a) Montrons que f est injective.

le,xQ S I,f(l’l) = f(l'g) = X1 = To.
Soient x1, 29 € I : f(x1) = f(x3). on a:

4xq 4x9
— = —
fla1) = £ () 2+1 2 +1

= (.1’1 — 1'2) (1 — 33133'2 =0

= (21 =x3)0 ( :xi)

sixy = é et x1,x9 € I ce ci entraine que x1 = 9 = 1. Donc f est injective.
b) Vérifions que : Vo € I, f(x) <2
Soit z € [

—2(z —1)?
—2=—"<0= < 2.
() - <05 f) <
c¢) Montrons que f est une bijection de I sur |0,2] et déterminons f~!(x).

On a : f est injective, de plus f est surjective
4



Yy €]0,2], 3z € [1,+oo] tel que : f(x) =y.

En effet :
4x

x?+1
A=16—4y* >0 car: y€]0,2].
Alors I'équation ya? — 4z + y = 0 admet deux solutions

24442 2—\/4—1?
y

ou ry =
Y

Comme y €]0,2], donc on prend z; € [1,400[ et on rejette xo car xo & [1, +00].

En effet
2 — /4 —y? Yy 1
= = — ¢ [1,4o0[.
Yy 24+ /4—y*> T

2+ /4 —1?
Donc Vy €]0,2],3x = 21 = it T €|

=y=>yr’ —de+y=0,

X

To =

1, +oo] : tel que f(z) =v.
Y
Conclusion : f est bijective car elle est injective et surjective.
De plus I'application réciproque est :
f7he10,2] = [1, 4o

_2—1—\/4—m2
" )

z— [ ()



