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Exercice n°2
1. On suppose que A1 ⊂ A2 et on montre que f (A1) ⊂ f (A2).
Soit y ∈ f (A1)

y ∈ f (A1) =⇒ ∃x ∈ A1 : y = f(x)

=⇒ ∃x ∈ A2 : y = f(x) car A1 ⊂ A2

=⇒ y ∈ f (A1) .

D’où f (A1) ⊂ f (A2).
2. Soit y ∈ f (A1 ∪ A2)

y ∈ f (A1 ∪ A2)⇐⇒ ∃x ∈ (A1 ∪ A2) : y = f(x)

⇐⇒ [∃x ∈ A1 ou ∃x ∈ A2] : y = f(x)

⇐⇒ [∃x ∈ A1 : y = f(x)] ou [∃x ∈ A2 : y = f(x)]

⇐⇒ y ∈ f (A1) ou y ∈ f (A2)

⇐⇒ y ∈ (f (A1) ∪ f (A2)) .

D’où f (A1 ∪ A2) = f (A1) ∪ f (A2).
3. On suppose que B1 ⊂ B2 et on montre que f−1 (B1) ⊂ f−1 (B2). Soit x ∈
f−1 (B1)

x ∈ f−1 (B1) =⇒ f(x) ∈ B1

=⇒ f(x) ∈ B1 carB1 ⊂ B2

=⇒ x ∈ f−1 (B2) .

Ce qui montre que f−1 (B1) ⊂ f−1 (B2)

Exercice n°2
Soient f et g deux applications définies de R dans R telles que :

f(x) = 2x + 5 et g(x) =
1

x2 + 1
.

1. g n’est pas injective car : −1 6= 1 et g(−1) = g(1).
Elle n’est pas surjective car : pour y = −2;∀x ∈ R, g(x) 6= −2(g(x) est toujours
positive).
Injectivité de f : f ′(x) = 2 > 0, ⇒ f est strictement croissante d’où l’injectivité



de f .
Surjectivité de f :

∀y ∈ R,∃?x ∈ R : y = f(x)

Soit y ∈ R
y = 2x + 5⇒ x = y−5

2
,

Donc, ∀y ∈ R;∃x = y−5
2
∈ R tel que : f(x) = y

D’où f est surjective.
2.On a :

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f

(
1

x2 + 1

)
=

2

x2 + 1
+ 5

et

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x + 5) =
1

(2x + 5)2 + 1
.

Alors, f ◦ g 6= g ◦ f.
3. Calculons : f({0, 1}), f−1({5}), f([0, 1]), f(R), f−1([5, 7]),

f({0, 1}) = {f(x)/x ∈ {0, 1}}
= {f(0), f(1)}
= {5, 7}.

f−1({5}) = {x ∈ R/f(x) = 5} = {x ∈ R/2x + 5 = 5} = {0}

Comme f est une fonction croissante sur R. Alors :
f([0, 1]) = {f(x)/x ∈ [0, 1]} = [f(0), f(1)] = [5, 7].

f(R) = {f(x)/x ∈ R) =} =] limx→−∞ f(x), limx→+∞ f(x)[=]−∞,+∞[.
f−1([5, 7]) = {x ∈ R/f(x) ∈ [5, 7]}

= {x ∈ R/2x + 5 ∈ [5, 7]}

2x + 5 ∈ [5, 7]⇐⇒ 5 ≤ 2x + 5 ≤ 7 ⇐⇒

 2x + 5 ≤ 7 . . . .(1)
et

2x + 5 ≥ 5 . . . (2)

(1)⇐⇒ 2x + 5 ≤ 7

⇐⇒ x ≤ 1⇐⇒ x ∈]−∞, 1]

(2)⇐⇒ 2x + 5 ≥ 5

⇐⇒ x ≥ 0

⇐⇒ x ∈]0,+∞]

Donc f−1([5, 7]) =]−∞, 1]∩]0,+∞] = [0, 1]
4. Calculons g−1({1}), g([−4, 4])„ g−1([−4,−1]) et g−1([0, 4[).
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– g−1({1}) = {x ∈ R/g(x) = 1} = {x ∈ R/ 1
x2+1

= 1} = {0}
g est une fonction décroissante sur R+ et croissante sur R−. en effet :

g′(x) = − 2x

(x2 + 1)2
,∀x ∈ R.

x −∞ 0 +∞
g′(x) + 0 −
g(x) 0 ↗ 1 ↘ 0

–

g([−4, 4]) = {g(x)/x ∈ [−4, 4]} = {g(x)/x ∈ [−4, 0]∪] 0, 4]}
= {g(x)/x ∈ [−4, 0]} ∪ {g(x)/x ∈]0, 4]}
= [g(−4), g(0)] ∪ [g(4), g(0)[

=

[
1

17
, 1

]
∪
]

1

17
, 1

]
=

[
1

17
, 1

]
.

– g−1([−4,−1]) = {x ∈ R/g(x) ∈ [−4,−1]} = ∅ car g(x) > 0.
– g−1 ([0, 4[) = g−1(]0, 1[) = R car : 0 < g(x) ≤ 1,∀x ∈ R.

Exercice n°3
1. Considérons l’application f définie par :

f : R −→ R
x 7−→ f(x) = x2 + 2x− 3.

(a) Calculons f−1({−6}) et f−1({0}).
f−1({−6}) = {x ∈ R/f(x) ∈ {−6}}

= {x ∈ R/f(x) = −6}
=
{
x ∈ R/x2 + 2x− 3 = −6

}
=
{
x ∈ R/x2 + 2x + 3 = 0

}
= ∅.

f−1({0}) = {x ∈ R/f(x) ∈ {0}}
= {x ∈ R/f(x) = 0}
=
{
x ∈ R/x2 + 2x− 3 = 0

}
= {−3, 1}

(b) Étudions l’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f . i. Injectivité de f :
D’après la question précédente, on a f(−3) = 0 = f(1) mais −3 6= 1. Donc f
n’est pas injective.
ii. Surjectivité de f : f n’est pas surjective car y = −6 (par exemple) n’a pas
d’antécédent (d’après la question précédente).
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iii. Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas injective (ou bien car
elle n’est pas surjective).
(c) Donnons des intervalles I et J tels que f : I −→ J soit bijective et déterminons
l’application réciproque f−1.
Il est facile de vérifier que f :]−∞,−1] −→ [−4,+∞ [ est une bijection et que

f−1 : [−4,+∞[ −→]−∞,−1]

y 7−→ f−1(y) = −1−
√

4 + y.

Remarque : On peut aussi considérer la bijection f : [−1,+∞[−→ [−4,+∞[ et
dans ce cas

f−1 : [−4,+∞[ −→ [−1,+∞[

y 7−→ f−1(y) = −1 +
√

4 + y

Exercice n°4
Soit h l’application de R dans R définie par : h(x) = 4x

x2+1
.

1. Vérifions que pour tout réel a non nul on a : h(a) = h
(
1
a

)
.

h(a)− h

(
1

a

)
=

4a

a2 + 1
−

4 1
a(

1
a

)2
+ 1

= 0⇒ h(a) = h

(
1

a

)
.

On en déduit que h n’est pas injective car par exemple : pour x1 = 2 et x2 =
1
2
, x1 6= x2 mais d’après la question précédente h(2) = h

(
1
2

)
.

2. Soit f la fonction définie sur l’intervalle I = [1,+∞[par f(x) = h(x).
a) Montrons que f est injective.

∀x1, x2 ∈ I, f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2.

Soient x1, x2 ∈ I : f (x1) = f (x2). on a :

f (x1) = f (x2)⇒
4x1

x2
1 + 1

=
4x2

x2
2 + 1

⇒ (x1 − x2) (1− x1x2) = 0

⇒ (x1 = x2) ou
(
x1 =

1

x2

)
si x1 = 1

x2
et x1, x2 ∈ I ce ci entraine que x1 = x2 = 1. Donc f est injective.

b) Vérifions que : ∀x ∈ I, f(x) ≤ 2
Soit x ∈ I

f(x)− 2 =
−2(x− 1)2

1 + x2
≤ 0⇒ f(x) ≤ 2.

c) Montrons que f est une bijection de I sur ]0, 2] et déterminons f−1(x).
On a : f est injective, de plus f est surjective
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∀y ∈]0, 2],∃x ∈ [1,+∞[ tel que : f(x) = y.
En effet :

4x

x2 + 1
= y ⇒ yx2 − 4x + y = 0,

∆ = 16− 4y2 ≥ 0 car : y ∈] 0, 2].
Alors l’équation yx2 − 4x + y = 0 admet deux solutions

x1 =
2 +

√
4− y2

y
ou x2 =

2−
√

4− y2

y

Comme y ∈]0, 2], donc on prend x1 ∈ [1,+∞[ et on rejette x2 car x2 /∈ [1,+∞[.
En effet

x2 =
2−

√
4− y2

y
=

y

2 +
√

4− y2
=

1

x1

/∈ [1,+∞[.

Donc ∀y ∈]0, 2], ∃x = x1 =
2 +

√
4− y2

y
∈ [1,+∞[ : tel que f(x) = y.

Conclusion : f est bijective car elle est injective et surjective.
De plus l’application réciproque est :

f−1 : ]0, 2]→ [1,+∞[

x→ f−1(x) =
2 +
√

4− x2

x
.
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