1 Les Matrices ( chapitre 3)

1.1 Généralités sur les matrices

Cette partie sera consacrée a la définition de la notion de matrice, ainsi qu’a la présentation
des différents types de matrices.

k désigne un corps commutatif.

Définition 1 Soient n, p € N*. On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients

dans K, un tableau o n lignes et p colonnes d’éléments de K. On note une telle matrice

par
11 G2 @13 .. Qp
Q21 Q22 A23 .. Az
A= (azy) | @31 az2 azz .. A3p

TN g ci<n

1<j<p
Gp1  Qp2 Anp
Notations:

1) L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes se note M, , (K).
2) Si p = n, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n. L’ensemble des matrices

carrées d’ordre n se note M, (K).
Exemples Ae M&Q(R), B e MQ(R)

1.1.1 Matrices particuliéres

Soit A € M, , (K)

1) Si p =1, on dit que A est une matrice colonne

a1l
az1
A—
Gn1
9
Exemple A= | -3

5



2) Sin =1, on dit que A est une matrice ligne

A= <CL11 a2 .. .. CL1P>

Exemple A = <1 018 5 20).

3)Sia; =0,1<i<mn,1<j<plamatrice A est appelée la matrice nulle et est notée
Onp-

4) Soient n € N*, et A € M, (K). Si pour tout 7,j telsque 1 <i<n,1<j<n,eti#j

on a a;; = 0, alors la matrice A est dite diagonale.

a1 0 0 .. 0
0 929 0 .. 0
A= 0
0 O . 0 apn
0 0 0
Exemple A=10 2 0

007

5) La matrice carrée diagonale d’ordre n dont tous les coefficients diagonaux sont égaux

a 1 est appelée matrice identité d’ordre n et est notée I,,.

0 0 .. 0

010 .0
IL,=1. 0

0 0 .. 01

6) Soient n € N*, et A € M, (K). Si pour tout i, jtelsquel <i<mn,1<j<m,eti>}]

on a a;; = 0, alors la matrice A est dite triangulaire supérieure.

11 A12 . - Qin
0 ax axs .. a
A= ) 0
0 - Op—1n
0 0 . 0 au,

7) Soient n € N*, et A € M,, (K). Si pour tout ¢, jtelsque 1 <i<n,1<j<n,etj>i

on a a;; = 0, alors la matrice A est dite triangulaire inférieure

a;; 0 O .. O
as; asy 0 .. 0

A= . a3
0

Ap1 QApo2 .. . App



0 -5 8 2 0 0
Exemple A=|0 2 10 |;B=| 3 2 0

o 0 7 -2 37
la matrice A est triangulaire supérieure et la matrice B est triangulaire inférieure.

1.1.2 Opérations sur les matrices

Egalité de deux matrices Soient A = (a;;)
On dit que A = B si a;; = by;.

Exemple
145 lz—y 5
A= ; B = ey
36-1 3 » -1

A=Bsiz—y=4et z=06.

<i<n, B = (bij)1§¢§n € Mn,p (K)

1
1<j<p 1<j<p

Transposée d’une matrice Soit A = (a;)) 1<izn € My (K) . On appelle transposée de
1<j<p

A la matrice (a;;)1<j<n € M, (K) et on note *A
1<i<p

145 L3
A= A=146
3 6—1

5—1

Exemple

1.1.3 Multiplication par un scalaire

Soient A = (a;j)1<i<n € M, , (K) une matrice et A € K. Le produit de A par A est la
1<j

J<p
145 3 12 15
A= ; 3A =
3 6-—1 9 18-3

matrice A = (\aj;).

Exemple

Somme de deux matrices Soient A = (a;;)1<i<n, B = (b;j)1<i<n € M, ,(K). La
1<j<p 1<j<p

somme des matrices A et B est la matrice A + B de M,,, (K) définie par A + B =

(aij + sz) 1<i<n
145 10 4 -2
A= ;1 B =
361 -530

1<j<p
Exemple
11 8 3 907
A+ B = i A-B=A+(-1)B= :
-29-1 8§ 0-1

Propriétés

Soient n, p e N*, o, B ek et A, B, C € M,,(K).On a :

1) A+ B = B+ A, i.e. 'addition est commutative.

2) (A+B)+C=A+(B+ (), ie. l'addition est associative.

3) A+ O, =0O,,+ A=A, ie. la matrice nulle est un élément neutre pour ’addition.
4) a(A+ B) = aA+ aB.



5) (o + B)A = aA + A.
6) (aB)A = a(fA).

Théoréme .1 L’espace (M, ,(K),+,.) est un K-espace vectoriel de dimension n x p dont

une base (dite canonique) est constituée par la famille de matrices élémentaires (Eyj) _,_,

) 1<j<p
définies par

Jl
0 0... 00
Ej=1i—10 10
0 0... 00
Exemple
air a2 10 01 0 0 00
o1 Qo2 | =an1 |0 O] +a2]0 O] +an |1 O +axx|0 1
azy  asz 0 0 00 00 00
0 0 00
+az1 |0 0] +ax |0 O
10 0 1
10 0 1 0 0 0 0 0 0
la famille 00,0 0,11 0],10 ;10 01,10 0 est une base
0 0 0 0 0 0 00 10
de M35 (R). dim (M;2 (R)) = 6.

2 DMatrice associée a une application linéaire

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Soient dim F' = p, By = (ey,...,e,) une base de E, dim F' = n, et By = (vy,...,v,) une
base de F' et f: EF — I une application linéaire.

e Pour j € {1,...p}, f(e;) est un vecteur de F' et s’écrit de maniére unique comme
combinaison linéaire des vecteurs de la base By = (vyq,...,v,) de F. Il existe donc n

scalaires uniques (ay;, agj, ..., anj) tels que

f(ej) = a1;U1 + Q25U + -+ ApnjUn

Définition 2 La matrice associée a l’application linéaire f par rapport aux bases By et By
est la matrice A = (a;;) € M,,(K) dont la j-éme colonne est constituée par les coordonnées

du vecteur f(e;) dans la base By = (v, vg, ..., vy).



Autrement dit la matrice A est la matrice dont les vecteurs colonnes sont l'image par f

des vecteurs de la base de départ By, exprimée dans la base d’arrivée Bs.

matrice Matp, p,(f) ou bien Mat(f, By, Bs).

fler) fe2) .. f(ep)

L

a;; Q2 ... Qip U1

a21 G2 ... Q2p (%)
A=

Qp1 QAp2 ... App Un,

On note cette

Remarque .1 1) La taille de la matrice dépend uniquement de la dimension de E et de

celle de F.

2) les coefficients de la matrice dépendent du choix de la base By de E et de la base By

de F'.

Exemple 1 soit
f: R3 — R?
(.I,y,Z) '—>(x+y—22,3x—y)

B, (Rg) = (61 = (LO,O) 62 = (07 1a0) ;€3 = (070’ 1))
B, (RQ) = (6,1 = (LO) 76,2 (07 1))
f(e1) = f(1,0,0) = (1,3) = 1€} + 3¢,
f (62) = f(()? 170) (17 ) = 161 - 162
fes) = f(0,0,1) = (—2,0) = —2¢} + 0¢}
f(e1) f(e2) f(es)
M(BE) B ) == gt
Ay = !
(3 -1 0 ) e
By = (v = (1,1,0) ,v3 = (1,0,1) ,v3 = (0,1, 1)) base de R3.
By = (vf = (1,1),v5 = (1,0)) base de R?.
f(v) =f(1,1,0) = (2,2) = 20} + 00},
fv2) = f(1,0,1) = (=1,3) = 3v} — 4v}
f(v3)=f(0,1,1) = (—=1,—1) = —1v} + 00}
f(v1) f(va) f(v3)
U !

M(faBlaBZ):A2:

a2 3 -1)d
0 —4 0 /v

Cet exemple illustre bien le fait que la matrice dépend du choix des bases.



2.1 Multiplcation de Matrices

Soient f: F -G, g: E—F, fog: F—G

avec dim F = p, dim F' = m, dim G = n.

on note

A= Mat (f7 BF7 BG) € Mnm(K)
et

B = Mat (g, Bg, Br) € M,,,(K).
alors

A.B= Mat(f og,Bg,Bg) € M,,(K)

le produit A.B de deux matrices A et B est définie si et seulement si le nombre de colones

de A est égale le nombre de lignes de B.

Définition 3 Soit A = (aij) € Mnm(K) et B = (bjk) S Mmp(K)
On définit le produit C = A.B € M,,(K) par C = (cix) avec

Cik = anbig, + agbo + .. + @imbmr , Vi=1,n,Vk=1,p

Exemple 2
b1
by
(Gl,ag,...,&p) = (a1b1+a262+...+anbn).
bn
Exemple 3
2 -1 3 -3 1 2x(=3)+(-1x2)+3x(-1)=-11 12
-2 =20 2 2| = 2 -6
1 —1 5 -1 4 —10 19
Exemple 4
-3 1 2 -1 3
2 2 -2 =20
-1 4 1 —-15

on ne peut pas le calculer car nombre de colonnes de la premiére matrice différent le

nombre de lignes de la deuziéme matrice (2 # 3).



3 L’anneau des matrices carrées et propriétés

Propriétés: VA € k,VA, B,C € M, (K)

1) (MA).B=A.(\B)

2) (A.B).C = A.(B.C),

(.) est associative vient de 'associativité de la composition d’application.
3) A (B+C)=(AB)+(AC)et (B+C).A=(B.A)+ (C.A).

4) La matrice identité I,, est I’élément unité.

VA e M, (k), A.l, =1,.A=A.

5) (.) n’est pas commutative en effet

contre exemple

1
A (1 O) g (00
00 10
A=Y pa=("°)
00 10

Théoréme .2 ['espace (M, (K),+,.) est un anneau unitaire non commutatif et non in-

tegre.

L’anneau M, (K) n’est pas intégre en effet on prend 'exemple précédent
A # Or, ), B # Onr) €t A.B = Oag, i)
Remarque
L’application
ldp :EF— F

Tr — X

avec dim F = n et B = (ay, ay, ..., a,) une base de E. on a
Mat (Idy, B, B) = Mat (Idp, B) = I,

Idg (a1) = a1 Idg (ag) ... ay

! ool
1 0 00\ aq
1 00 (05}

Mat (Idg, B) =



