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Chapitre 1

Ensembles et Applications

1.1 Applications

1.1.1 Applications réciproques

Proposition 1 (Définition) Soient E, F deux ensembles et f : E— F une appli-
cation.

1. Lapplication f est bijective si et seulement s'il existe une application g :
F— Etelleque fog=1Idretgof =Idg.

2. Si f est bijective alors g est unique et bijective.

Lapplication g est appelée application réciproque de f , notée . et de plus

(fHt=r.

Démonstration 1.1.1.1 1. Montrons d’abord I’ équivalence .

(a) =) Supposons que f est bijective et montrons qu'il existe une application
g:F— Etellequegof=1dgetfog=Idr.

[ bijective—=> f surjective
= VyeFE3xeE telquey= f(x).
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On poseg(y)=x

g =x= f(g(y)=f(x)=y,Yy€eF (car festune application).
= (fog)()=y,VyeF
:ngZIdF.

Montrons que go f = Idg.

fog=ldp=(foglof=Idrof=f
= fo(gof)=f (carlaloi o est associative)
= Vx€eE, fllge Hx)] = f(x)
— Vx€E,(go f)(x)=x, (car f injective).
:gonIdE.

(b) <) Supposons que g existe et vérifiego [ = Idp et f o g = Idr et montrons
que f est bijective.

i. lasurjectivité Soity € F, est ce qu'il existe x € E tel que y=f(x)?
on pose x = g(y) (x existe car g est une application)

x=g(y) = f(x) = f(g(y))(carfest une application)
= f(xX)=(fo0) )
= f(x)=y, (car fog=Idp).

d’ou f est surjective.
ii. lVinjectivité Soient x,x, € E, si f(x1) = f(x2) est ce qu'on aura x, = x» ?

fx1) = flx) = glf(x)] = glf(x2)]
= (go f)(x1) =(gof)x2)
= X1 =X (cargo f =1Idg)

d’ou f est injective.
2. Si f est bijective alors g l'est aussi. en effet

go f=1dr= go f estsurjective
= g est surjective, (voir la proposition précédente)
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fog=1Idr=> go f estinjective
= g est injective, (voir la proposition précédente)
d'oiL g est bijective, alors g7' = f.
Montrons que g est unique. S'il existe une autre application h vérifiant ho f = Idg

et foh=Idr alors:

ho f=Idg = (ho f)og=1dgog
= (foglog=1Idgog
= h=g (carfog=1dg)

Exemple 1

fiR—R
x— f(x)=2x+1.

Montrer que f est bijective et calculer f*. Ona
f injective < [Vx1,x2 €R, f(x1) = f(x2) = x1 = X2].
fx)=f(x) =2x1+1=2x+1
= X] = X2.
d’ou f est injective.
[ surjective < VyeR,IxeR tel que = f(x).

Soit y € R quelconque, pour chercher x € R qui vérifie y = f(x), on doit résoudre l'equa-
tion d'inconnue x, f(x) =y.

fx)=y <= 2x+1=y
(:»)c:y—_lelﬂz.
2

d’ou

-1
Vye[R%,Elx:yTeR, telque y = f(x).
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alors f est surjective, donc f est bijective. comme f est bijective alors f~1 existe et vérifie

f=y <= fty=x

f)=y <= 2x+1=y

S x:yT_lzf_l(y).
et en conclusion
ffliR—R
x—1
xr—»f_l(x):T.

Exemple 2

f:10,11—10, 1]

x— f(x) = x%
Montrer que f est bijective et calculer 1.

[ injective <= [Vx1,x2 €10, 1], f(x1) = f(x2) = x1 = x2].

fx) = flx) = x4 = x5
= |x1] = |x2]

= x1 = x2(Carxy, x0 € [0, 1]).
d’ou f est injective.
f surjective < Yy e [0, 1]13x € [0, 1] tel que y = f(x).

Soit y € 10, 1] quelconque, pour chercher x € [0, 1] qui vérifie y = f(x), on doit résoudre
lequation d’inconnue x, f(x) =y.

fX)=y <= x*=y
— x=,/y€l0, 1].
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d’ou
Vyelo,1],3x=/y€0,1], tel que y = f(x).
alors f est surjective, donc f est bijective, comme f est bijective alors f~1 existe et vérifie

f=y <= fty=x

f=y ==y
= x= \/?:f_l(y).
et en conclusion
1 —10,1
x— 1) = V.

Remarque 3 On peut montrer la bijecvité de f directement sans passer par linjectivité
et la surjectivité en utilisant cette définition

’f bijective < VYye€ [0, 1], 3lx€ [0, 1], telquey:f(x).‘

Proposition 2 Soient E, F,G trois ensembles Si f : E — F et g: F — G deux
applications bijectives alors g o f est bijective et sa récirpoque

(gOf)_l :f—log—l.

Démonstration 1.1.1.2 Ona
f, g sont bijectives = (g o f) bijective
— (go f) inversibleet (go f)o(go f)™' = Idg.
On compose deux cotés de l'égalité, f~' etg™!, comme suit :
(gof)o(go N =Idg =g "o(goflo(go N =g olds

= (g log)ofo(gof) t =gl oldg (car o estassociative)
= Idrofo(gof)~' =g
= fo(gof)'=g""
= flo(folgo i) =fog™
= (f_1 of)o (gof)_1 = f_1 og_1 (car o est associative)
= Idpo(go )" =flog™!
= (gof) ' =ftog™h,
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Chapitre 2

Relations binaires

En mathématiques, on cherche souvent a comparer deux éléments d'un ensemble
ou la propriété que deux éléments d'un ensemble sont susceptibles d’avoir.

Définition 2.0.1 Soient deux ensembles E et F, une relation de E dans F est toute asser-
tion reliant un élément de E a un élément de F, pouvant étre vraie ou fausse. On note la
relation par ‘R

ou bien

Définition 2.0.2 Soient deux ensembles E et F, une relation de E vers F est une corres-
pondance R qui lie des éléments de E a des éléments de F.

ou alors

Définition 2.0.3 Soient deux ensembles E et F, une relation ‘R de E vers F est une
partiede E x F, onnote xRy si (x,y) €R.

Remarque 4 » Lensemble E est appelé ensemble de départ de’R,
o l'ensemble F est appelé ensemble d’arrivée de‘R.

e Pour tout élément x de E et tout élément y de F vérifiant‘R, on dit que x € E est
en relation par R avec y, et on écrit xRy sinon xR y.

e Si E=F , larelation ‘R est appelé relation binaire sur E.

Nous étudions dans ce chapitre que les relations binaires sur un ensemble.

11
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Exemple5 1. DansZ, on définit la relation Ry comme suit:

’Vx,ye Z, xRy < ymultiplede x.

Par exemple 1R, x, VxeZ,
xi)%l 0, Vxe Z,
6R112, 4|/{10, ..., etc

2. DansZ, on définit la relation R, comme suit:

’Vx,ye Z, xRy < x=yl2] |

Par exemple
1R,1, 1R, (1), 2 %35 3 ... etc.

3. Dans R, on définit la relation Rs comme suit :

VX, yER, xRy < x>=y% |

Par exemple
131, 1 Ry (-1), 1433, 2R3(-2) ... etc.

4. Dans R, on définit la relation R4y comme suit:

’Vx,yeﬂ%,xi)%y = x=y|

Par exemple
19R41, 1K1 (-1), ... efc.

5. Dans R, on définit la relation Rs comme suit

’Vx,ye[l%,xﬁ%y < x<y|

Par exemple
1R51, 1985 (1), ... etc.
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6. Dans R, on définit la relation Rg comme suit:

’Vx,yel]%,xi)%y<:>x<y .

Par exemple
5065, 4MRe5, ... etc

7. Soit E={a, b, c}, dans P(E), on définit la relation R; comme suit:

’VA,BEP(E), AR, B < ANB#0)|

Par exemple
AR7B, @ R5 A, A7 H, ... etc, avec A={a,b}, B={a}, H=/{c}.

8.  Soit E ensemble quelconque, dans P(E), on définit la relation Rg comme suit :

VA Be P(E), ARg B <> AcB|

Par exemple
ANRGE, pRg A, VA€ P(E) ,

9.  Dans un plan (P), on définit la relation Rq sur l'ensemble des droites du plan
(P) comme suit :

V(A),(A) € P (A)Rg (A) <= (A) || (A) |

Par exemple
Soient trois droites : (A1) d’équation : y=x, (Ap) déquation: y=x+1,
(A3) d’équation: y =2x, onaalors: (A1) Rg (Ay), (Al)%(Ag).
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10.

Dans un plan (P), on définit la relation ‘R sur l'ensemble des droites du plan
(P) comme suit :

V(A),(A)EPR (A) R (A) = (A) L (A) |

Par exemple
Soient trois droites : (A1) d’équation : y=x, (Ap) d’équation : y=—x,
(A3) déquation :y=3x, onaalors:(A)R1o(A2), (ADB10(As3).

Définition 2.0.4 (Graphe d’une relation) Soit R définie une relation binaire sur
un ensemble E, on appelle le graphe de la relation R, noté Gy, le sous ensemble
de E x E défini par

G ={(x,y) €EXE, tel que xR y}.

Exemple 6 SoitE =1{-2,-1,0,1,2,3} et on définit la relation ‘R sur E par:
Vx,y€E, xRy < x* =y~
donc le graphe de la relation ‘R est définit comme suit :

GfR = {(]-) 1)7 (_1r ]-)) (_17 _1)) (]-) _1)) (2)2)) (_2’2)) (27 _2)r (_2) _2)7 (0)0)) (3)3)}

2.1 Propriétés desrelations binaires sur un ensemble
Soit E un ensemble, R une relation définie sur E.

Définition 2.1.1 (Réflexivité) La relation ‘R. est dite réflexive si

’VxEE, xf)%x.‘

Exemple 7 les relations définies précedemment R, R2, Rs, Ry, Rs, Rg, R sont toutes
réflexives, par contre les relations Rg, R7,R10 ne le sont pas .
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Remarque 8 Pour montrer qu'unerelation ‘R n'est pas réfexive, il suffit de trouver
un élément xy € E tel que xo K xo.

Dans l'exemple précédent, la relation R; nest pas réflexive car @54 @, (N @ =
D).

Définition 2.1.2 (Symétrie) La relation ®R. est dite symétrique si

’Vx,yeE, XRy= yi}{x.‘

Exemple 9 les relations définies précedemment Ry, R3, R4, R7, Re, R sont toutes
symétriques, par contre les relations R, Rs,NRe,Rg ne le sont pas .

Remarque 10 Pour montrer qu'une relation R n'est pas symétrique, il suffit de
trouver deux éléments xy, yo € E tel que xgRyy et yq R xo
Dans l'exemple précédent, la relation Rg n'est pas symétrique car @ Rg E, mais E

Rs @.

Définition 2.1.3 (Antisymétrie) La relation‘R. est dite antisymétrique si

’Vx,yeE, XRyetyRx=—= x=1.

Exemple 11 les relations définies précedemment ‘R, R4, N5, NRe, Rg sont toutes
antisymétriques, par contre les relations R, R3,R7,Rg, R1o ne le sont pas .

Remarque 12 Pour montrer qu'une relation R n'est pas antisymétrique, il suffit
de trouver deux éléments xg, yo € E tel que xoRyy et yoRxy, mais xo # yo.
Dans l'exemple précédent, la relation R3 n'est pas antisymétrique car

1R3(-1), et (-1)R31 maisl # (-1).

Définition 2.1.4 (Transitivité) La relation®R. est dite transitive si

’Vx, ¥, 2€E, xXRyetyRz=— xRz

Exemple 13 les relations définies précedemment Ry, Rz, N3, Ry, Rs, N6, Rs, Re
sont toutes transitives, par contre les relations R7,R1¢ ne le sont pas.

Remarque 14 Pour montrer qu'unerelation R n'est pas transitive, il suffit de trou-
ver trois éléments xo, yo, 20 € E tel que xoRyy et yoRzg, mais xoKzo.

Dans l'exemple précédent, la relation R,y n'est pas transitive car

si la droite (A,) est perpendiculaire a la droite (Ay) et la droite (A») est per-

pendiculaire a la droite (A3) alors la droite (A1) n'est pas perpendiculaire a la

droite (A3), (mais (A7) || (A3)).
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2.2 Relations d’équivalence

2.2.1 Définitions et exemples

Définition 2.2.1 Soit ‘R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que ‘R est
une relation d’équivalence si ‘R est réflexive, symétrique et transitive.

Exemple 15 On définit dans R* la relation binaire R par :
Vx, yER", xRy < xy>0.
Montrons que R est une relation d’équivalence.

* Montrons que’R est réflexive. On a

’R est réflexive < [VxeR*, xR x.]

Il est facile de voir que ¥ x € R*, x> >0, ce qui est équivalent a dire que x R x. doil
R est réflexive.

* Montrons que ‘R est symétrique. On a par définition

’R est symétrique < [Vx, yeR*, xRy = yR x]

ona

Vx, yeR*, xRy = xy>0
= yx>0

= yRx.
d’oui R est symétrique.

* Montrons que ‘R est transitive. On a par définition

R esttransitive < [Vx, y,z eR*, xRyet yRz=—= xR z]

ona
Vx,y,z €eR*, xRyet yRz, = xy>0, et yz>0
= xz>0
(x a le méme signe que y et y est de méme signe que z alors forcément z

est de méme signe que x)
= xNRz.

d’oil SR est transitive.
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On déduit que R est une relation d'équivalence sur R*.

Exemple 16 Les relations Ry, R3, R4, R5,Rg sont toutes des relations d’équivalence,
par contre les relations

R1 (West pas syémtrique) , Rg (West pas réflexive) ,R7 (n'est pas réflexive) ,

Rg (nest pas réflexive) ,Ryg (n'est niréflexive ni transitive), ne le sont pas .

Exercice 17 A\ #3 La relation suivante est -elle une. relation d'quivalence sur R ?:
Vx,yeR, xRy < xy<0.

On peut donc regrouper ces éléments par " paquets " d’éléments qui se ressemblent,
définissant ainsi la notion de classe d’équivalence, pour enfin construire de nouveaux
ensembles en " assimilant " les éléments similaires a un seul et méme élément. On
aboutit alors a la notion d’ ensemble quotient .

2.2.2 Ensemble quotient

Définition 2.2.2 Soit R une relation d’équivalence dans un en-
semble E . Pour chaque x deE, l'ensemble de tous les éléments de
E quisonten relation, par ‘R, avec x est appellé classe d’équiva-
lence de x notée x, ou x, ou cl(x),ou Cy.

Donc, la classe d'équivalence X est le sous ensemble de E défini
par

x=x={yeEtelquey R x}

Si y € x, y estdit un représentant de la classe x. L'ensemble des
classes d’équivalence est appelé ensemble quotient de E par la
relation ‘R , noté E/*R.

EIR=%={x |x€E}

Exemple 18 Dans Z, on définit la relation‘R par :

Vx,yeZ xRy < x—y=5k, keZ.



18 ALGEBRE 1

R est une relation d’équivalence. la classe de 0.

0= {x€Z, tel que xR 0}
={xeZ, telquex—-0=>5k, ke 7}
=1{5k, ke 7}.

de la méme facon on détermine les autres classes, il y a exactement cing classes dé-
quivalence.

0=1{5k, kez},i={5k+1, keZ},2={5k+2, keZ},
3={5k+3, keZ},4=1{5k+4, ke Z}.

Pour cette relation, on note x = y[5], on le lit x congruoa y modulo 5. Lensemble
quotient est noté 7/57 au lieudeZ /R et on a alors :

7157 =1{0,1, 2, 3, 4}.

Proposition 3 SoitfR unerelation définie sur un ensemble E, ona les propriétés
suivantes :

O Soient a, x€E, si acx alors a=x.

® Vx, yeE, i =y < xARy.

® Soient u,v,xeE, si u,vex alors ui v.

O Vx,yeE, ona x=youxny= .

@ Les classes d'équivalence forment une partition de I'ensemble E.

E= =

xeE

Démonstration 2.2.2.1 ¥ Si y € X, alors
yRxetonaxia,
on déduit, par la transitivité, que

yRa,
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ce qui implique que
Y€ a.

méme raisonnement pour montrer que ac X.
Conclusion
X =a.

v Montrons 'implication directe, on suppose que X = y et montrons que x*Ry. il est
facile de voir que x € x (car R est réflexive).

XEX=XEYy

= xNRy.
Réciproquement si xRy alors x=7y. en effet, soitz€ x

z € x= zRAx,
= z Ry (car xR y et®R est transitive.)

—zey.

Doir x <y De méme, on montre que y C X

Soit z€y
zey= zNRYy,
= z R x (car y R x (R est symétrique et transitive.)
= ZEX.
Dout y c x.

v Ona u,vex alors uRx et xRv doit uRv (par la transitivité de ‘R.)

v Soient x,y€E telsque XNy #@®, montronsque x=7j.
Ona xNy#@ alors 3z€ E, telqueze xnNy

ZEXNYy=>zEXetzEY
= zRxetzRy,
= Z=Xetz=7y, (voir la premiere propriété)

= x=y.

v/ Montrons que l'ensemble quotient forme une partition de E
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O Ona VXeE/R, x#®,car x€ x. (larelation R est réflexive, xRx).
@ On a montré précedemment que toutes les classes distinctes sont disjointes.

© Reste a montrer que

E=Jx,

xXe€E

on a une inclusion évidente

U y CE,
YEE

montrons Uautre inclusion.

EcJy.

YEE

Soit x€ E alors xe x et donc x € Uyepy dou

EcUy

YEE

en conclusion, l'ensemble E/R est une partition de E.

2.2.3 Décomposition canonique d’une application
La décomposition canonique d'une application :

Définition 2.2.3 Soient E et F deux ensembles, f : E — F une application, et soit R
une relation définie sur E par:

xRy = fx)=f.

Cette relation ‘R est une relation d’équivalence, elle dite relation d'équivalence associée
a f. Soient f(E)={f(x)|x€E} estl'ensembleimagedeE par f, i linjection ca-
nonique de F(E) dans F et 7 lasurjection canoniquede E dans E/‘R.
i:f(E)—F n:E— E/IR
X— X X— X

Remarque 19 On vérifie facilement, par construction, que l'application i estinjective
et Uapplication m est surjective.
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Théoreme 20 Soit E, F deux ensembles, et [ : E— F une application

O Larelation binaireR définie sur E par :
YRy <= f(x)=f().
est une relation d'équivalence sur E dite associée a f.

@ . Soient r la surjection canonique de E sur E/*R et i l'injection canonique
de fE) dans F. Alors il existe une application bijective unique

f: EIM— f(E)
X— f(#) = fx).

telleque f = iOfo TT.

Démonstration 2.2.3.1 O Ilestfacilede vérifier queR est une relation d’équivalence
surE.

O [En effet,

=y <<= fX)=fy)
= f&)=fu).

On vient de montrer aussi que f est injective.

f est surjective par construction. Ainsi, f est une bijection de E/°R dans f (E), f est
appelée la bijection canonique associé a f.

S'’il existait une autre application g : EIR — F telle que f = g o n, on aurait pour
tout x € E, f(%) = f(x) = g(x). d'oir f = g, ce qui prouve I'unicité de f.

il est clair que pour tout x€ E, onaalors:

Vx€eE, f(x) = i(f(x) = i(f(X) = (io fom)(x).

Doit f=iofon: Clestladécomposition canonique de f en la composée d'une
injection, une bijection et une surjection. On vient d’établir le théoreme de la
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décomposition canonique d'une application, on a le diagramme suivant :

E ! F

EI'R

Exercice 21 Soit R la relation définie sur R par :
V;x,yeER, xRy — x2:y2
O Montrer que R est une relation d'équivalence surR :
@ Déterminer la classe d’équivalence de a € R;
©® Déterminer l'ensemble quotient R/RA.
® Lapplication f définie par :

f: RIS — [0, +oo]

i— f(x) = x%

est-elle bien définie? est-elle bijective ?

2.3 Relations d’ordre

2.3.1 Définitions et exemples

Définition 2.3.1 Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que ‘R est
unerelation d’ordre si ‘R est réflexive, antisymétrique et transitive.

Exemple 22 On définit dans N la relation binaire R par :
Vx,yeN, xRy < xdivisey.

Montrons que ‘R est une relation d’ordre.
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v Montrons que’R est réflexive. On a

’R est réflexive <= [VxeN, xR x]

Il est facile de voir queVx €N, x = 1.x, ce qui est équivalent a dire que x R x d’ou
R est réflexive.

v Montrons que’R est antisymétrique. On a par définition

’R est antisymétrique < [Vx, yeN, xR yet yRx = y = x|

etdonc

Vx, yeN, xR y et yR x = xdivisey ety divise x
— 3k, k €N, y =kx etx:k,.y
— 3k, k €N, y=kx e x= k k.x.

— 3k, k €N, y =k.xerk.k=1.

=3k, k €N,y =k.xetk =k=1.

= y=1x,.
d’out R est antisymétrique.

v/ Montrons que ‘R est transitive. On a par définition

R est transitive < [Vx, ),z €N, xRyet yRz=—= xRz]

et donc

Vx,y,z €N, xRyet y Rz, = 3k, k €N, y :k.xetz:k’.y
— 3k, k €N, z=k .k.x
— 3k eN, z=k x

= xR z.

d’oil SR est transitive.
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On déduit que R est une relation d’ordre sur N.

Exercice23 /\ #3 La relation suivante est -elle une. relation d’ordre sur 7 ?:

Vx,yeZ, xRy < x divisey.

Exemple 24 Les relations Ry, R4,R5,Rg sont toutes des relations d’ordre, par contre
les relations

R, (nest pas antisyémtrique) , R3 (n'est pas antisymétrique) ,Re (nest pas réflexive) ,
R, (nest pas réflexive) , Rq, (West pas antisymétrique) R1o ( n'est ni réflexive ni tran-
sitive), ne le sont pas .

Remarque 25 Un ensemble muni d'une relation d’ordre est dit un ensemble ordonné, et
on le note (E, R).

2.3.2 Ordre total ou partiel

Définition 2.3.2 Soit E un ensemble ordonné par la relation d'ordre ‘A.

O Soient x, y deux éléments de E, ondit que x et y sont comparablessi xRy
ou yRx.

@ Ondit que la relation R est d’ordre total, ou bien (E, R) est totalement ordonné,
si deux éléments quelconques x, y de E sont comparables. Autrement dit :

Larelation R estd’ordretotal < Y x,y€ E, xRy ou y*R x.

Dans le cas contraire , on dit que la relation R est d’ordre partiel, ou bien (E, *R) est
partiellement ordonné. Autrement dit :

Larelation R estd’ordre partiel < 3x,y€E, xKy et yR x.

Exemple 26 O < et = définissent un ordre total sur N,Z,Q, R.
® La division définit un ordre partiel sur N.

® cet, ,o définissent un ordre partiel sur 2 (E) dés que card(E) = 2.
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2.3.3 FEléments remarquables d’un ensemble ordonné

Majorant, minorant d’un ensemble

Définition 2.3.3 Soient R une relation d’ordre sur un ensemble E et A une partie
non vide de E.

O Onditque A est majorée pour la relation R si:

dMeE,Vxe A, telque xR M |.

On ditque M est un majorant de A oubien A est majorée par M.

@ Ondit que A est minorée pour la relation R si :

dmeE,Vxe A, telque mR x|

On dit que m est un minorant de A ou bien A est minoré par m :

Exemple27 © A={1,3,7} est minorée par1 et majorée par 21 pour la relation de
définie surN par :

Vx,yeN, xRy < y multiplede x.

En effet :
v SoitMeN

M est un majorantde A= Vx e A, xR M.
= M multiplede 1, M multiple de3 et M multiple de7
= M est le multiplie communde 1,3 et7.
= M est multiple de21.

Alors I'ensemble des majorants de A est {21k, tel que k € N}.
v SoitmeN

m est un minorantde A— Vx € A, mR x.
= 1 multiple de m, 3 multiple de m et7 multiple de m
=— m est le diviseur commundel, 3 et7.

— m=1.
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Alors l'ensemble des minorants de A est {1}.

® Dans l'ensemble ordonné (2?(E),c), 2P(E) est minoré par ¢ et majoré par E.

Borne supérieure et borne inférieure d'un ensemble

Définition 2.3.4 Soient R une relation d’ordre sur un ensemble E et A une partie non
videde E.

O Si A est majorée pour la relation R alors le plus petit des majorants de A , s'il
existe, est appelé la borne supérieure, notée sup A.

@ Si A est minorée pour la relation ‘R alors le plus grand des minorants de A, s’il
existe, est appelé la borne inférieure, notée inf A.

Exemple28 © A={1,3,7} est minorée par1 et majorée par 21 pour la relation de

définie surN par :

’Vx,ye N, xRy < ymultipledex.‘

v Onavuquel'ensemble des majorantsde A est{21k, tel que k €N}, et donc
sup(A) =21 estle plus petit des majorants de A.

v pour la borne inférieure, on a déja montré que l'ensemble des minorants de
Aest{l}., doncInf(A)=1.

® Une partie A d'un ensemble ordonné E nwadmet pas nécessairement une borne su-
périeure (resp. inférieure). Toutefois, si A admet une borne supérieure (resp. infé-
rieure), elle est unique mais elle peut ne pas appartenir a A.
Par exemple, si E = Q, ordonné par l'inégalité habituelle, et si

A={xeQ:0<x et x* <2},

alors l'ensemble A est minorée par nimporte quel nombre rationnel négatif ou
nul. Onainf(A) = 0 mais A nadmet pas de borne supérieure dans Q puisque V2 ¢

Q.

Plus grand élément, plus petit élément d'un ensemble

Définition 2.3.5 Soient R une relation d’ordre sur un ensemble E et A une partie non
videdeE.
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O On appelle plus grand élément de A ( ou maximum de A), toutélément de A
qui est majorant de A, on le note max(A). Autrement dit :

M=max(A) <= M estleplus grand élément deA <= [(M € A) et (Vx€ A, xR M)]

S'’il en existe un, cet élément est unique.

@ On appelle plus petit élément de A (ou minimum de A), tout élément de A qui
est minorant de A, on le note min(A). Autrement dit

m=min(A) < m estle plus petit élément deA <= [(me A) et (Vxe€ A, mAx)]

S'’il en existe un, cet élément est unique

Exemple29 O . Avec la relation usuelle < définie sur R soit A, B deux parties de
R.

A=1{2,5,-7}, B=]0,1[.

v Lensemble A possede un plus petit élément qui est =7, et un plus grand
élément quiest 5, min(A) =-7, max(A) =5.

v Lensemble B ne possede ni un plus petit élément ni un plus grand élement.

® Pour la relation R surN :

Vx,yeN, xRy < y multiplede x.

Soit le sous ensemble A=1{2,3,10} de N.
v A ne possede pas un plus grand élément , les majorants sont les multiples
de 30 et le plus petit des majorants de A est 30, qui n'appartient pas a A.

v A nepossede pas un plus petit élément, les minorants de A sont les diviseurs
communs de 2,3 et de 10 donc le seul minorant de A est 1, qui n‘appartient
pas a A.

Flément maximal et élément minimal d’un ensemble

Définition 2.3.6 Soit E un ensemble muni d’'une relation d’'ordre R et A une partie
nonvidede E.
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O Onditqueac A estun élément maximal de A si
VxeA aRx=x=a

Clest a dire, il n'existe pas d’élément x dans A, autre que a, tel que a est en
relation avec x. (ou bien, il n’y a pas d’élément dans l'ensemble A plus grand que
a, par rapport a la relation ‘R).

® Onditque be A estun élément minimal de A si
VxeA :xXRb=x=hb.

C'est a dire, il n'existe pas d’élement x dans A, autre que b, tel que x est en rela-
tion avec b. (ou bien, il n’y a pas d'élement dans l'ensemble A plus petit que b,
par rapport a la relation R).

® Ondit qu'un élément de E est extremal s'il est ou maximal ou minimal.
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