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Chapitre 3

Structures algébriques

3.1 Loide composition interne

3.2 Groupes

Le premier Mathématicien qui a utilisé le mot '
"groupe"” est Evarist Galois (1811 —1832), on re-
trouve la structure de groupes dans différents do- -
maines, en physique avec les groupes de symérie
d'un objets, en mathématiques dans la résolution des -
équations algébriques, en arithmétique ...etc.

Définition 3.2.1 Onappelle groupe, tout ensemble G munid’une loi de composition interne
* telle que:

Q@ x estassociative:|Va,b,ceG: (axb) *xc=ax (b*c)‘.

@O Lexistence d’élement neutre e :|de€c G,VxeG:axe=exa=a \

29
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©® Tous les éléments de G sont symétrisables |Ya € G, d €G:axa =dxa=e|

Si de plus % est commutative, Va, b € G:a x b = b x a, le groupe est dit commutatif
ou abélien.

Exemples30 ' (Z,+), (@Q,+), (R,+), (C,+), sont tous des groupes commutatifs.
v (@Q%,), ([R",.), (C",.), sont tous des groupes commutatifs.

v (Z*,.) nest pas un groupe, 3 nest pas symétrisable. les seuls éléments qui sont
symétrisables dans 7* sont 1 et —1

v (R,.) n'est pas un groupe : 0 n'est pas symétrisable.
v (N,+) nlest pas un groupe : aucun élément différent de 0 n'est symétrisable.

v Soit E unensemble. Onnote S(E) l'ensemble des bijectionsde E dans E, (S(E),o) est
un groupe appelé groupe symétrique de E.

v Lensemble des isométries ( Ie. des transformations qui préservent les distances) du
plan est un groupe .

Exercice 31 On définit la loi % sur] -1, 1[ par

x+y
1+xy

Vx,yel-1, 1 x *x y =

Montrer que (1 -1, 1[, %) est un groupe commutatif.

Solution 32 O Premiérement, on doit d'abord montrer que la loi % est une loi de
composition interne (LCI) : Yx,y €] -1, 1[, a-t-on x x y €] — 1, 1[? Montrons que
-l<xxy<l.

v Montrons que—-1<x*y,ona

x+y
1+xy
—= 0<(1l+x)+y0+x) = 0<x+D(y+1).

-l<x*xy & -1<

— —-l-xy<x+y <= 0<l+x+xy+y

commex,y€l—1, 1[alorsO< (x+1)(y+1) dott—1<x*y.
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v Montronsquexxy<1,ona

Ty
1+xy

xxy<l <= <l = x+y<l+xy = x—xy+y-1<0

= x(1-y-1-y)<0 = 1-yx-1)<0.
commex,y€l—1, 1[alors(1-y)(x-1)<0doux*xy<]1.

etdonconavVx,yel—-1, 1[,xxy€] -1, 1[, par conséquent % est une loi de com-
position interne dans]—1, 1].

® Montrons que la loi x est associative.Vx,y,z€]—1,1[,(x x y) k z =X x (¥ * 2)
X+ Ty tZ xtytztayz
(x*y)*z:(—y)*z— R = Y Y .

1+xy _1+1x++x3;/z_ 1+xy+yz

et un calcul similaire donne le méme résultat pour x * (y * z).

© Lexistence d’élément neutredec] -1, 1[[Vxe]—-1, 1[, xxe=e*x x = x.
e+x
exx=x < =x
1+ex

— e+x=x(l+ex) < e=ex

2

= e—ex’=0 < e(1-x%)=0
< e=0 (puisquex €]—-1, 1))

etonax*0=x donclélément neutre pour * este=0.

O Leséléments symétrisablesde 1-1, 1[. Vxe]-1, 1], ax €]-1, 1], tel quex*x/ =
x *xx=0.
’ x+xl
X*xx =0 < - =0
1+xx

I
<~ x+x =0
li

— X =—X

)

etvérifieque (—x) *x =0, onremarquequesi x€]-1, 1[ alors —x€]-1, 1, d’oix
chaque élémentde |1—1, 1[ est symétrisable.
conclusion

(1-1, 1[, x) est un groupe.
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Remarque 33 Si la loi est commutative, pour chercher l'élément neutre et les éléments
symétriques, il suffit de résoudre une seule équation, par exemple pour U'élément neutre,
on résoud soit l'équation e x x = x soit 'équation x * e = Xx.

Exercice 34 . On définit sur l'ensemble G = R—{2} une loi de composition notée * par:
Vx,y€G, x*xy =xy—2x—-2y+6.
Montrer que (G, %) estun groupe.

Solution 35 . i\ #3 Attention, la premiere chose a vérifier, c'est de s'assurer que la loi
de composition est interne (Vx, y € G,x* y € G).

Les proprétés suivantes sont fondamentales pour les groupes :

Proposition 4 . Soit (G, %) un groupe alorsona:
O Un groupe est toujours non vide, il contient au moins un élément neutre.
@ ['élément neutre est unique.
© Lesymétrique d'un élément est unique.
(4]

Pour toutélémentacG: a*xx=axy=—=x=Yy
(Il suffit de composer a gauche a™").

®

Pour tout élémentac G: xxa=y*xa=>x=Yy
(Il suffit de composer a droite al).

® Pourtousa,be G, l'équation ax x =y aune solution unique :
-1
x=a " xb.

O Vx, yeG, (xxy) "t =yt xx7! (attention au changement de sens dans
I'inverse du produit)

O VxeG, (x Hl=x

Démonstration 3.2.0.1 X Pour montrer l'unicité de I'élément neutre e, on suppose
). . 2712 !
qu'il existe un autre élément neutre e

! !
exe =e (e élément neutre)

!

=e (e élément neutre).
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N !
dote=e.

X Pour montrer l'unicité du symétrique de l'élément x, on suppose qu'il existe un
autre élément symétrique x

x*x, =e x"*(x*x’) =x *e
— (x" * X) *x/ (x associative)
— exx =x (e élément neutre).
doux =x.
X Cherchons le sumétrique de x * y.

(x*y)*(x*y)_lze — x_l*(x*y)*(x*y)_lzx_l*e

— (x_l*x)*y*(x*y)_1 =x!

— euo(yuo((x_lfx)*yak(xaky)_1 =x!

= y*(x*y)_l =x!

— y'1 * (Y *x (x*y)'l) = y'1 *x7 !

— (y_1 *x V) % (x*y)_1 = y_1 *xx!

— euk(xuo(y)_1 :y‘lvkx_1

= (xxy =y lxxl.

(x*y)_1 = y_1 *xx !

3.2.1 Sous groupes

Définition 3.2.2 Soit (G,*) ungroupeet H une partiede G.
On dit que (H, %) est un sous groupe de (G,x), Si (H, %) est lui méme un groupe
pourla loi * restreinte a H.

Théoreme 36 Une partie H d'un groupe (G, %) est un sous groupe si et seule-
ment si :

O H non vide.
® H est stable par la loi de %, c’'est adire Ya,be Haxbe H.

©® H contient les symétriques de tous ses éléments.
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Démonstration 3.2.1.1 1. Si H estun sous groupe de G, il est non vide et stable par
la loi *. Soit € I'élément neutrede H, ona € xe =¢ xe donc e=e. (En
composant a gauche le symétrique de e).

Soit x€ H, x aunsymétrique x~' ausensde G etunsymétrique x au sens de
H, alors X *xx=e=x"'x% x, dou x =x! etdonc x e H, alors H contient
les symétriques de tous ses éléments.

2. Soit H une partie de G vérifiants @, @, ©. H est stable, vérifons que, muni de sa
loi induite, c’est un groupe.
» La loi induite est associative.

» CommeH # @, ilexistex€ H,alorsx ' € H,doitxxx~' = ee H, H posséde
donc un élément neutre.

» Tout élément de H a un symétrique dans G , et d'apres © son symétrique est
dans H. H est un groupe, donc c’est un sous groupe de G.

En pratique, on caractérise le sous groupe, en regroupant la deuxieme et la troisieme
propriété du théoreme précédent, par :

Théoreme 37 Soit G, % un groupe d’élément neutre e. Soit H un sous ensemble
de G si et seulement si :

ec H
(H,*) estun sous groupe de (G, *) < (3.2.1)
Vx,yeH, xxy 'e H

Démonstration 3.2.1.2 & La stabilité pour la loi x et que H contient tous les symé-
triques de ses éléments entrainent 3.2.3.

€ Réciproquement, siona(3.2.3), alorssi xe€ H, ona doncexx '=x"Ye H, dou
H contient tous les symétriques de ses éléments. Six, y € H a-t-on x %y € H?, si
ye€ Halorsy ' € H donc x*y=x*(y '€ H doi La stabilité de H par
rapport a .

Exemples 38 v Si (G, %) un groupe d'élément neutre e, alors G et {e} sont des
sous groupes de G.
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V' (Z,+) est un sous groupe de (Q, +) qui est lui méme un sous groupe de (R, +). on a

0e”Z
(3.2.2)
Vx,yeZ, x+(-y)e”Z
v (2Z,+) est un sous groupe de (Z,+).on a
0e”Z
(3.2.3)

Vx,ye2Z, x+(—-y)e2Z

En effet,
x,yeZZzEIk,k' € Z, tels que x:2kety:2k’
— x+(-y) =2k +(-2k) =2(k- k) € 2Z.
V' (2Z+1,+) nlest pas un sous groupe de (Z,+). Lensemble 27 +1 n'est pas stable par
rapporta +. Soient par exemple 3,5€2Z+1, mais 3+5=8¢27+1

v’ Lensemble des rotations, des symétries centrales et des translations du plan est un
sous groupe des isométries du plan.

Exercice 39 Soient Hy, H, deux sous groupes du groupe (G, x).
O Montrer que HyN H, est un sous groupe de (G, %).
® Montrer qu'en général, H, U H, nest pas un sous groupe de (G, *).

Solution 40 * OnaH NnHy, # @ caree HHNHy. Eneffet, ec Hyet ec Hy. (
H,, H, sontdes sous groupes). Soient x,y € Hy N Hy

X, yeHINnHy,= x, ye Hy et x, y€ H>.

= xxy 'eH etxxy 'e€H,, (Hy, Hy sontdes sous groupes).

- x*y‘leHlan.

* Pour la réunion, ona 2Z et 3Z deux sous groupes de (Z, +), mais (2ZU3Z)
n'est pas un sous groupe de (Z, +) , car il n'est pas stable pour U'addition. Si on
prend x=2€2Z et y=3€3Z mais 2+3=5¢(2Z2uU32)
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3.2.2 Homomorphismes de groupes

Définition 3.2.3 Soient (G, %), (G,A) deux groupes. On appelle homomorphisme du groupe
de G dans G toute application f : (G, %) — (G', A) telle que :

‘Vx,yeG:f(x*y)=f(x)Af(y)‘

O Onappelle endomorphisme de groupes tout homomorphisme de groupes entre un
groupe et lui méme.

® On appelle isomorphisme de groupes tout homomorphisme de groupe bijectif.

® On appelle automorphisme de groupes tout isomorphisme d’'un groupe dans lui
meme.

Remarque 41 Dans certains ouvrages, on utilise "morphisme de groupes" au lieu de
"homomorphisme de groupes"

Exemples 42 v/ Lapplication f : (R,+) — (R**,.) telle que f(x) = e*, est un homo-
morphisme de groupes. En effet

fx+y) =Y =e*e¥ = f(x).f ().

v Lapplication f : (R,+) — (R, +) telle que f(x) = 3x, est un automorphisme de
groupes.

v Lapplication f : (R},.) — (R,+) telle que f(x) = In(x), est un isomorphisme de
groupes. En effet,

Vx, yeRL, f(xy) =In(xy) =In(x) +1In(y) = f(x) + f ().
f estbijective <= VyeR, Alx=eYeR}, tel que y=In(x).

V' Lapplication f : (C*,.) — (R*,.) telle que f(z) = |z|, est un homorphisme de
groupes. En effet, on a:

Vz, Z eC*, f(z.zl) = Iz.z/l = Izl.Izll = f(z).f(z,)
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Théoreme 43 Soit f un homorphisme de groupe de (G, %), (G2, A) ey, ex élé-
ments neutre de Gy, G respectivement), alorsona:

O f(e) =e.
® VxeGy, f(x ) =[f(x)]

® Limage d'un sous groupe de G, par f est un sous groupe de G.

® Limage réciproque d’'un sous groupe de G, est un sous groupe de G .

Démonstration 3.2.2.1 1. Ona:

flerxe)) = f(e))Af(er) = f(e1) = f(e)Af(er)
= [fleN] 'Af(er) = [feD] " A(f(en)Af(e1))
= e, = ([f(e))] ' Af(e)) Af(er)
= ey = f(ey).

VxeG, fxxx H=fAfx™H) = flen) = F)Af(x™)

= e, = f(OAf(x™h)

= [f(0)] " Aer = [fOI A (FOASf ™)

= [f(0)] " = ([f @I 'Af))Af(xh
= [f(0)] ' =eAf(x7)
= |

fe1t=fh.

3. Soit H un sous groupe de Gy, montrons que f(H) est un sous groupe de G. Pre-
mierement, f(H)# @, car e;= f(e1) € f(H).
Deuxiement, soient x, y€ f(H),estceque xAy_1 € f(H)?.
Soient x, ye f(H), alors3t, se H telsque x = f(t) et y= f(s). onaalors:

XAy~ = FOAIFO17 = FOAf(sT
=f(txs e f(H).(cartx s € H. et H sous groupe de G;)

4. Soit H un sous groupe de G,, montrons que f~1(H) est un sous groupe de G;.
Premierement, f~'(H)# @, car e, = f(e1) € H, donc e;€ f1(H)
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Deuxiement, soient x, y€ f~1(H), estceque xAy 'e f~1(H)?. Autrement dit
estce f(xAy™!)e H?

ona: f(xAy ™) = FOAF(y™H = FXALF(1] L € H.(car H sous groupe de G,)

3.2.3 Noyau et image

Définition 3.2.4 Soient (Gy,x) et (Go, T) deux groupeset f : Gi — G est un homo-
morphisme de groupe de (Gy,*) dans (G, T).

O On appelle noyau de f, notéker f, 'ensemble

ker f==f"1({ex) = {x € G1 I f(x) = e2} |.

@ Onappelleimage de f, noté Imf, l'ensemble

Imf==f(G)={f(x) € Gy Ix€ G} |

Théoreme 44 Soit [ un homomorphisme de (G, x) dans (G, A).
O ker f est un sous groupe de G .
@O Imf est un sous groupe de G,.

® f injective < ker f = {e}}.

O f surjective < Imf = Gy.

Démonstration 3.2.3.1

3.3 Anneaux

3.4 Corps



