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Exercice 1. (03 points)

F(R,R) ={f: R — R une fonction continue }.

P:<Vfe FR,R), Vx € R, f(x) =0 ».

R:<Vfe F(R,R),[(Vx € R, f(z) >0) ou (Vx €R, f(z) <0)] ».

1. P: <3f € F(R,R), 3z € R, f(x) # 0 >,

R:<3f e FR,R),[Br €R, f(z) <0) et (Fz €R, f(x)>0)]>.

2. L’implication P = R est vraie ou fausse ?

On a P, R sont fausses, donc P, R sont vraies. D’oil P = R est vraie.

Exercice 2. (Interrogation) (10 points)

Soient f et g deux applications définies par :

f: R\{1} — R
2¢ +1
r—1

X

1. Montrons que f est injective.

Soient 1, x5 € R\ {1}

g: R\{2} — R\ {3}
T — x4+ 1

2£L'1+1_2I'2+1

f(x1) = f(22) = T, — 1 Ty — 1
= (2x1+1)(z2—1)= 222+ 1)(x; — 1)
= =21 +x9 =229+ 21
- 3(1‘1 — ZEQ) =0
— I1 = X2
D’ou f est injective.
2. Soit a € R, f~'({a}) =7
f{a}) ={z e R\ {1}: f(z) = a}
flz)=a irjll =a
— (a—2)r=a+1
a+1
— =
a—2



Onaa+1l#a—-2=x#1.

D’ou
1 a+1
= 2}

e =125 a#2)
Pour y =2,z € R\ {1} tel que f(z) =2
d’ou f n’est pas surjective.
3. D =7 tel que

h: R\{l} — D

v h(z) = [(2)

soit bijective.

D’apres la question précédente h est injective car f l'est, et f est surjective pour D = R\ {2}
D’ou h est bijective pour D = R\ {2}.

Calcul de h™! :

D’apres la deuxiéme question h=!: R\ {2} — R\ {1}

Ve R\ {2} : h-l(z) = if;
4. En déduire que g o h est bijective.

Onagoh:R\ {1} — R\ {3} est bien définie et est bijective car h est bijective (question 3.)

et g est bijective : en effet : Vy € R\ {3}, Iz =y —1 € R\ {2} : y = g(x).

Déterminons (go h)~! par deux méthodes différentes :

1%¢ méthode : On calcule d’abord I'expression de g o h

Vo e R\ {1} :
2+ 1
(g0 h)(x) = glh(z)] = g( )
rz—1
2
_ozrly
rx—1
B 3z
-1
Onay= 2" 30— 1 3—y) = =121
nay—m:> r=y(r—1) = 2 —y)——y:>$—yT37é
d’ou

(goh)™: R\{3} — R\{1}
x — <

r—3
2®me méthode : On utilise (go h)™t = (A"t og™)
g R\{3} — R\ {2}
x — -1
Ve e R\ {3} :hllgHz)]=h(z—1)=

Dot Vo € R\ {3} : (go h)\(z) = xfg.

On a

x—l—l—l_ T
r—1-2 -3




Exercice 3. (04 points)

V(z,y) e R? : 2Ry = Pl ey

1. Montrons que R est une relation d’équivalence.

a) Réflexivité : Soit 7 € R = 22 _ 42 _ T—%=0= zRz.
Dot R est réflexive.

b) La symétrie Soient z. YER: onaaRy=s22—y2 =, SyEyt-at sy = R

d’ott R est symétrique.

¢) La transitivité Soient z,Y,2 €ER;

(zRy et yRz) =

= IRz

Dot de a), b) et ¢) la relation R est d'équivalence,

* Ou Dbien en posant J Tapplication définie de R dans R par f(a) = «® — @, la relation R serq
V(2,y) €R®: 4Ry <= f(z) = f(y)

R est d’équivalence car 7 = » est une relation d’équivalence dans R,

2. Le graphe de R :

G = {(z,y) eR?: TRy}

2

= @y eR 2~y =y

= (@Y R (@ —y)a+y) =2 -y)

® T =y est une solution.
oSix#yz:x—#y:lzy:l—x

d'ou G = {(x,y) € R? y=zouy=1-a}

Le graphe de R est union des deux droites d’équations respectives y =, y=1— x.(Voir la
représentation graphique).

3. ;i‘:{yEIR{:yR;c}Z{yER:;L'2~y2:w-y}:{:1;,1—:5}.

Dot 0= {0,1} =1 et 2= {2, -1}, o
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Exercice 4. (03 points)

Y(a,b), (d',V) € Z* (a,b)*(a',b) = (ad', —3bb).

1. (1,2) % (3,4) = (3,—24).

2. *x est commutative, en effet

V(a,b), (a',0) € Z*: (a,b) x (a’,V) = (aa’, —3bV') = (a’a, —3b'b) = (a’, V)  (a,b).
Existence de I’élément neutre de x

3 (e,e¢) € Z:V(a,b) € Z: (a,b) * (e,€') = (e,€') x (a,b) = (a,b)

Comme * est commutative, il suffit de résoudre une seule équation.

e=1,

¢ =—3¢L7Z

Dot * n’admet pas d’élément neutre dans Z?2.

On prend (a,b) % (e,€') = (a,b) =




