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Exercice 1. (03 points)

F(R,R) = {f : R → R une fonction continue }.
P : ≪ ∀f ∈ F(R,R), ∀x ∈ R, f(x) = 0 ≫.

R : ≪ ∀f ∈ F(R,R), [(∀x ∈ R, f(x) > 0) ou (∀x ∈ R, f(x) < 0)] ≫.

1. P : ≪ ∃f ∈ F(R,R), ∃x ∈ R, f(x) ̸= 0 ≫,

R : ≪ ∃f ∈ F(R,R), [(∃x ∈ R, f(x) ≤ 0) et (∃x ∈ R, f(x) ≥ 0)] ≫.

2. L’implication P̄ =⇒ R̄ est vraie ou fausse ?

On a P, R sont fausses, donc P , R sont vraies. D’où P̄ =⇒ R̄ est vraie.

Exercice 2. (Interrogation) (10 points)

Soient f et g deux applications définies par :

f : R \ {1} −→ R

x 7−→ 2x+ 1

x− 1

g : R \ {2} −→ R \ {3}
x 7−→ x+ 1

1. Montrons que f est injective.

Soient x1, x2 ∈ R \ {1}

f(x1) = f(x2) =⇒ 2x1 + 1

x1 − 1
=

2x2 + 1

x2 − 1

=⇒ (2x1 + 1)(x2 − 1) = (2x2 + 1)(x1 − 1)

=⇒ −2x1 + x2 = −2x2 + x1

=⇒ 3(x1 − x2) = 0

=⇒ x1 = x2

D’où f est injective.

2. Soit a ∈ R, f−1({a}) =?

f−1({a}) = {x ∈ R \ {1} : f(x) = a}

f(x) = a =⇒ 2x+ 1

x− 1
= a

=⇒ (a− 2)x = a+ 1

=⇒ x =
a+ 1

a− 2
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On a a+ 1 ̸= a− 2 =⇒ x ̸= 1.

D’où

f−1({a}) = {a+ 1

a− 2
, a ̸= 2}.

Pour y = 2,@ x ∈ R \ {1} tel que f(x) = 2

d’où f n’est pas surjective.

3. D =? tel que

h : R \ {1} −→ D

x 7−→ h(x) = f(x)

soit bijective.

D’après la question précédente h est injective car f l’est, et f est surjective pour D = R \ {2}
D’où h est bijective pour D = R \ {2}.
Calcul de h−1 :

D’après la deuxième question h−1 : R \ {2} −→ R \ {1}
∀x ∈ R \ {2} : h−1(x) =

x+ 1

x− 2
.

4. En déduire que g ◦ h est bijective.

On a g ◦ h : R \ {1} −→ R \ {3} est bien définie et est bijective car h est bijective (question 3.)

et g est bijective : en effet : ∀y ∈ R \ {3}, ∃!x = y − 1 ∈ R \ {2} : y = g(x).

Déterminons (g ◦ h)−1 par deux méthodes différentes :

1ère méthode : On calcule d’abord l’expression de g ◦ h
∀x ∈ R \ {1} :

(g ◦ h)(x) = g[h(x)] = g

(
2x+ 1

x− 1

)
=

2x+ 1

x− 1
+ 1

=
3x

x− 1

On a y =
3x

x− 1
=⇒ 3x = y(x− 1) =⇒ x(3− y) = −y =⇒ x = y

y−3
̸= 1

d’où

(g ◦ h)−1 : R \ {3} −→ R \ {1}
x 7−→ x

x− 3

2ème méthode : On utilise (g ◦ h)−1 = (h−1 ◦ g−1)

On a
g−1 : R \ {3} −→ R \ {2}

x 7−→ x− 1

∀x ∈ R \ {3} : h−1[g−1(x)] = h−1(x− 1) =
x− 1 + 1

x− 1− 2
=

x

x− 3

D’où ∀x ∈ R \ {3} : (g ◦ h)−1(x) =
x

x− 3
.
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Exerc ice 3. (01 points) 

V(x, y) G R 2 : xRy x2 - y2 = x - y. 

1. Montrons que 7Z est une relation d'équivalence. 

a) R é f l e x i v i t é : Soit x G M = > x2 — x2 — x — x = 0 

D'où 72. est réflexive. 

b) La s y m é t r i e Soient x, y G R : on a x7?.y 

d'où 7?. est symét r ique . 

c) L a t r a n s i t i v i t é Soient x, y, z G R : 

(x7£y et y7£z) 

xRx. 

%- - y- = x - y =$> y1 - x'2 = y - .;• • i/R 

D'où de a), b) et c) la relation 7Z est d 'équivalence. 

® Ou bien en posant. / l 'application définie de M dans R par f(x) 

V(x\y) G R 2 : xTZy 4=> f(x) = f(y) 

R est d 'équivalence car " = " est une relation d'équivalence dans M. 

2. Le graphe de 1Z : 

G = {(x, y) G R 2 : xTZy} 

= {(x,y)eR2:x2-y2^x~y} 

= {{x,y)eïS:2 •.(x-y)(x + y)=x-y} 

• x = y est une solution. 

• Si x ^ y ==>• x + y = 1 y = 1 — x 

d'où G = {{x, y) G R 2 : y = x ou y = 1 - x } . 

Le graphe de TZ est l 'union des deux droites d 'équat ions respectives y = x, y 

représentat ion graphique). 

x" — a:, la relat ion 'R. si 

1 - a;.(Voir 

3. x = {y G M : y f t x } = {y G R : x 2 

D'où Ô = {(), 1} = i et 2 = { 2 , - 1 } . 

x — y} = {x - , 1 - x } . 



Exercice 4. (03 points)

∀(a, b), (a′, b′) ∈ Z2, (a, b) ⋆ (a′, b′) = (aa′,−3bb′).

1. (1, 2) ⋆ (3, 4) = (3,−24).

2. ∗ est commutative, en effet

∀(a, b), (a′, b′) ∈ Z2 : (a, b) ⋆ (a′, b′) = (aa′,−3bb′) = (a′a,−3b′b) = (a′, b′) ⋆ (a, b).

Existence de l’élément neutre de ∗
∃ (e, e′) ∈ Z : ∀(a, b) ∈ Z : (a, b) ⋆ (e, e′) = (e, e′) ⋆ (a, b) = (a, b)

Comme ∗ est commutative, il suffit de résoudre une seule équation.

On prend (a, b) ⋆ (e, e′) = (a, b) =⇒

 e = 1,

e′ = −1
3
̸∈ Z

D’où ∗ n’admet pas d’élément neutre dans Z2.
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