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Chapitre 1

Les espaces vectoriels

1.1 Espace vectoriel sur un corps commutatif
1.1.1 Définitions et propriétés

Soit (K, +, ) un corps commutatif et E un ensemble quelconque muni de deux lois de

composition, une loi interne, notée additivement :

(+): ExE — E
(r,y) — x4y

et une loi externe, notée multiplicativement :

(): KxE — E
(Az) — Az

Définition 1.1. On dit que (E,+,:) est un espace vectoriel sur le corps K ou un
K-espace vectoriel (K-e.v) si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. (E,+) est un groupe commutatif.
2. La loi externe vérifie les propriétés suivantes : V(z,y) € E?, V(a, 8) € K?
a) a-(x+y)=(a-z)+ (a-y) (distributivité de la loi externe par rapport a la loi
interne dans E).
b) (a+p8)-x = (a-x)+(B-y) (distributivité de la loi externe par rapport a ’addition
dans K.
c) a-(B-z)=(a-f) -z

d) 1x -z =2 ou 1k est 'élément unité de K.
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Les espaces vectoriels 3

Remarque 1.1. Si la loi interne est notée x et la loi externe est notée A, on parlera du
K-espace vectoriel (E,*, A). Les conditions de la loi externe ci-dessus deviennent :
V(z,y) € E* V(a,B) € K?:
a) aA(z *y) = (aAz) x (aAy) (distributivité de la loi externe par rapport a la loi
interne dans E).
b) (a+p)Azr = (aAx)+ (BAy) (distributivité de la loi externe par rapport a 'addition
dans K).
c) aA(BAx) = (a- f)Ax

d) 1xkAz =z ou 1k est 'élément unité de K.

Les éléments de E sont appelés vecteurs.

Les éléments de K sont appelés scalaires.

Exemple 1.1. 1. (R% +,.) est un R-e.v. avec : V(x,y) (z/,y') € R?
(x,y)+ (2, y)=(x+2,y+y) et VAER: X (z,y) = (A\z, \y)
( A démontrer en exercice).
2. Tout corps commutatif est un espace vectoriel sur lui méme.

3. C est un R-e.v.

4. K™ est un K-e.v.

Exercice 1.1. Soit F = {f : R — R} (I’ensemble des fonctions réelles), muni de

l'addition et de la multiplication suivantes :
(+): FxF — F ' B
(F.) — ftg tel que Vx € R: (f + g)(z) = f(z) + g(x).
(): RxF — F
AN f)— A f

Montrer que (F,+,-) est un R-espace vectoriel.

tel que Ve € R: (X f)(z) = Af(x).

1.1.2 Regles de calcul dans un espace vectoriel

Soit (E, +,-) un K-e.v.

L. V(z,y) e E2, VAeEK: A-(z—y)=X-x2— Ay
Eneffet : \-(z —y)+X-y=X-(z—y+y)=A-z= X (z—y)=X-z—-\v.
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2. VA €K, X0 = Og (il suffit de poser dans 1. x = y.)

3. VA eK, VzeE: A\ (—z)=—\-z. En effet
A(—z)=A-Og—2)=A-0g—A-z2=0g—X-2=—-\- =z

4. Va, eK, Ve eE: (a—f) -z =a-x— [z En effet
(a=B)-z+p-z=(a+p—-0F)z=(a+0k) z2=a-z2= (a—p) - z=a-z— [z

5. Vx € E: Ok -z = Og (il suffit de poser dans 4. o = 3).

6. VeK, VzeE: (-\)-2=0g—N)-z2=0x-z2—AN-2=0—A-z=—-\ =

Remarque 1.2. On a Og - x = A - Og = Og. Donc dans tout espace vectoriel :

Ax=0g = A=0g ouzxz=0g.

1.2 Sous-espaces vectoriels
1.2.1 Définitions et exemples

Définition 1.2. On appelle sous-espace-vectoriel (en abréviation s.e.v.) d'un K-espace
vectoriel E toute partie non vide F de E stable par 1’addition (loi interne interne de E) et
la multiplication (loi externe de E), qui a une structure d’espace vectoriel sur K pour les

lois de E induites sur F.

Proposition 1.1. (Caractérisation d’un sous-espace vectoriel) Une partie F est
un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel (E, +,-) si et seulement si :

(1) F#+0 (0g € F).

(2) F est stable pour (+) : Ve,y € F, x +y € F.

(3) F est stable pour () : Yx €e F,VA €K, A-z €F.

Preuve. =) @ F # () car F est un s.e.v. et Og € F.

eVzr,ycF z+yecF (car (+) est une loi de composition interne dans F).
eV AeK, VaeF (car (-) est une loi de composition externe dans F)
<—)Ona:\-zeF VAeK, VreF.

Soit A\=—-1= —z € F.
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Onaaussi:Ve,yeF, s+yeF—=ua2—2cF = 0gcF.

D’ou F est un sous-espace vectoriel de E. O

Remarque 1.3. D’apres la démonstration ci-dedssus, on peut remplacer (2), (3) par les
conditions équivalentes :

(2)Vz,yeF, v —yeF.

B)VreFVAeK, \-xzeF.

Exemple 1.2. 1. La partie F = {(x,y) € R*: 2x+y = 0} est un sous-espace vectoriel
de R%.
2. L’ensemble des fonctions réelles continues C(R,R) = {f : R — R continue} est un

sous-espace vectoriel de F = {f : R — R}.

3. Toute droite passant par l'origine est un s.e.v. de R? et les droites ne passant pas par

lorigine, ne sont pas des s.e.v. de R2.

Proposition 1.2. Pour qu’une partie non vide F soit un sous-espace vectoriel d’un K-

espace vectoriel B, il faut et il suffit que : Vo, €K, Ve,y e F: (a-x+p-y) €F

Remarque 1.4. Tout s.e.v. de E n’est jamais vide, il contient toujours Og. Le plus petit

s.e.v.(pour l'inclusion) est {Og} et le plus grand est E.

Preuve. =) Supposons que F est un s.e.v. de E, d’apres la caractérisation d'un s.e.v.
Ve,yeF, Va, eK,ona:a-2€F , f-ycFet(a-x+p-y) €F

<) Supposons que Vo, f € K, Ve,y € F: (a-x+ f-y) € F. Montrons que F est un
s.e.v. de E.

On a F # () car Og € F : il suffit de prendre a = 3 = Ok.

D’autre part pour a = =1x = g -x + g -y =x+y € F.

Pour =0k = a-2+0x-y=a- -z €F. O

Proposition 1.3. Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vecto-

riel.

Preuve. Soient Fi, Fy deux s.e.v. d'un K-e.v. E. Montrons que F; NF5 est un s.e.v. de E
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1. Ona:0g € Fiet Og € Fy — 0g € F; NFs.

2. Soient a, f e Ket z,y € F1NFy
OnaF;sev.de E=a-2+ -y €F;.
Fysev.de E= a-z+ [ -y € Fs.
Douna-x+ -y € F,NFs. Donc Fy NF5 est un s.e.v. de E.

]

Remarque 1.5. L’union de deux sous-espaces vectoriel n’est pas en général un sous-espace
vectoriel. En effet voici un contre exemple :

Soit F1 = {(0,9),y € R}, Fy = {(2,0),z € R} deux s.e.v. de R?

F, UF, n'est pas un s.e.v. de R? car il n’est pas stable pour I’addition :

en effet (0,1) € Fy et (1,0) € Fy mais (0,1) + (1,0) = (1,1) € F; UFs.

1.2.2 Sous-espace vectoriel engendré par une partie d’un espace
vectoriel

Soit E un K-e.v. et A C E. On appelle s.e.v. engendré par A le plus petit s.e.v.( au
sens de l'inclusion), contenant A.

C’est également l'intersection de tous les sous-espaces contenant A.

1.3 Combinaison linéaire (C.L)

Définition 1.3. Soit E un K-e.v. et 21, 2, ..., 2, des vecteurs de E. Tout élément x de la

forme
p

T =0T + Ty + ...+ T, = Y, a1, avec o; € K est appelé combinaison linéaire
i=1

des x;

Théoréme 1.1. Soit {x1,xs,...,x,} une famille de vecteurs de E.
P

L'ensemble F = {x = Y oz;, a; € K} est un s.e.v. de E. C’est le plus petit s.e.v.
i=1

contenant la famille donnée.
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Remarque 1.6. F est dit engendré par {z1, za, ..., x,} oubien {z1, zs, ..., z,} est une famille

génératrice de F. On écrit F =< 1,29, ..., 2, >.

P
Preuve. (du théoreme 1.1) F = {z = > a;x;, o; € K}
i=1
1. F#0 car pour a; =0g, Vi=1,p: 2 =0g € F.

p p
2. Va, p €K, x,yEF:>x:Zaixi; aiEKety:Zﬁixi; B; € K Alors

1—1 i=1

=1
Douwa-z+p3- yGF ParconsequentFestunseV deE

3. F est le plus petit s.e.v. de E en effet : Soit F' un s.e.v. de E contenant

p p
{z1,29,...,0,} = > ayz; € For Y ar; € F CF.

i=1 i=1
m
1.3.1 Famille libre
Définition 1.4. On dit que la famille {z;, 2o, ..., z,} de vecteurs d'un K-e.v. est libre ou
les vecteurs xy, 29, ..., x, sont linéairement indépendants (L.I) si la relation suivante
est vérifiée : Vo, ag,..., 0 € K
T+ oy + ...+ apr, =0g = g =apy = ... = a, = Og.

Remarque 1.7. Toute sous famille d'une famille libre est libre.

Exemple 1.3. 1. E = R3. Les vecteurs e; = (1,0;0), es = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) sont
linéairement indépendants. En effet

Va,B8,7v€ K:aey + fes +ve3 =0ps = a==7=0

2. F={f:R— R} estun R—e.w.

Les fonctions fi(x) = e* et fo(x) = €** sont L.I. en effet :

Soit a, f € K : afy(x) + Bfe(x) =0 alors
ae” + Be** =0, ...(1)
{ ae® +26e** =0, ...(2) (en dérivant I’équation (1))
En résolvant ce systéme on trouve o = 3 = 0. D’ot {€*,e**} est une famille libre de F.
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1.3.2 Famille liée

Définition 1.5. Sila famille {x1, xs, ..., x,} n’est pas libre, elles dite liée c’est a dire que

p
les ; de I'équation > a;x; ne sont pas tous nuls.
i=1

Exemple 1.4. F = {z; = (1,0,0),2z2 = (1,1,0), 23 = (5,3,0)} est une famille liée de
R3 en effet : on remarque que w3 = 23, + 3T9. C’est a dire 2z, + 3wy — x5 = Ogs et les

coefficients ne sont pas nuls.

Théoreme 1.2. Soit E un K-e.v. et x1,2,,...,, sont des vecteurs de E. Les conditions
suivantes sont équivalentes
(1) La famille F = {x1,29,...,2,} est liée.

(2) L’un au moins des x; est combinaison linéaire des autres.

Preuve. (1) = (2) On suppose que F est liée = il existe un scalaire non nul tel que

a1 + ey + ... + apx, = Og. Supposons que c’est oy,

B o < o | — o
Donc z,, = g T1— 2Ty = = =Ty 1 = 41T +asro+. .. +ap_ 17,1, avec a; = a; € K.
D’ou z, est C.L. des autres vecteurs x1, s, ..., Tp_1.

(2) = (1) Supposons que X, est C.L. des autres x;, i # p, donc 3y, fia, . . ., pp—1 € K tel
que :
Tp = 1+ paTe+. .+ lp1Tp1 = 1T1+ pPoTa+ ..+ fp1Tp1 — Xp = O mais p, = —1.

D'ou F = {z1,29,...,2,} est liée. O

Remarque 1.8. 1. Des qu’on rajoute le vecteur nul a une famille libre, elle devient liée.
2. Soit F = {z1, 29, ..., 2,} une famille générartice de E (tout vecteur de E s’écrit comme

C.L. des z;). Toute famille F’ de E contenant F (F C F’) est encore famille génératrice.

Exercice 1.2. Dans R%. Soit v; = (1,1) et v = (1,—1). Montrer que la famille {vy, vy}

est une famille génératrice et libre de R2.

Définition 1.6. F = {xy,29,...,2,} est dite famille génératrice minimale si et seule-

ment si F\ {z;}, Vi =1,p n’est plus génératrice.

Théoreme 1.3. Toute famille génératrice minimale de E est libre.
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Preuve. (par 'absurde)
Soit F = {21, 22,...,x,} une famille génératrice minimale de E
Supposons due F est liée, d’apres le théoreme (1.2) = 36, : z, = fiz1 + Poxa + ... +

ﬁpflxpfl
p
Soit x = > oz, € E
i=1
p—1 p—1 p—1
Onaz =) ayx;+a, Y, Biz;. Donc x = Y (a; +a,f;)z; d'ott Iy, 72, ... -1 € K tel que
i=1 i=1 i=1

p—1
T =Y vr; = {z1,%2,..., 751} = F\{z;} est génératrice (absurde car F est génératrice
i=1
minimale). D’ou F est libre. O
Définition 1.7. Une famille F = {z,%s,...,2,} de vecteurs de E est dite libre maxi-

male si F U {x,.,} est liée (n’est pas libre).

Théoreme 1.4. Toute famille libre maximale de E est génératrice de E. c’est a dire

{z1,29,...,2,} libre mazimale = E =< x1,29,...,1, >.

Preuve. (par I'absurde)

Soit F = {x1,29,...,2,} une famille libre maximale de E. Supposons que F n’est pas
génératrice de E alors 3z € E : Vi = i,p, = # Zp:ozixi, a; € K donc {z1,29,...,2,, 2}
est libre. Contradiction avec le fait que F libre n;;micimale de E. D’ou F est génératrice de

E. [l

Théoreme 1.5. (et définition) Soit F une partie non vide d’un K-e.v. E (F # {Og}).
Alors les propriétés suivantes sont sont équivalentes :

(1) F est une famille génératrice est libre de E.

(2) F est génératrice minimale.

(3) F est libre mazximale.
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1.4 Bases en dimension finie

Définition 1.8. Soit E un K-e.v. On dit que E est de dimension finie s’il existe une

famille génératrice finie de E.

Définition 1.9. Soit E un K-e.v. B = {1,22,...,7,} est une base de E si B est une

famille génératrice et libre a la fois de E.

Exemple 1.5. B = {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} est une base de R® appelée
la base canonique de R3. En effet :

on a B est libre et VX = (1,y,2) € R3, X = we; + yey + ze3 = B est génératrice de R3.

Théoreme 1.6. Soit E un K-espace vectoriel

{e1,€a,...,e,} une base de E si et seulement si Vo € E, x s’écrit de maniére unique sous
n

la forme x =Y ae; avec a; € K.

=1
Preuve. Soit {ej1,es,...,e,} une base de E = {eq, ea,...,¢e,} est génératrice, alors Vr €
n
E:.CE:ZCYZBZ‘, (073 e K.

=1

n
Montrons 'unicité de I’écriture. Supposons que I\; € K: x = > \e;, done
i=1

n n
E )\Z €; = E ;€
i=1 =1
n

—

=1

Ai —a; = 0g car {e;};_7, est libre
= ;=\, Vi= 1,_TL
n
Donc la décomposition z = ) a;e; est unique. O
i=1
Remarque 1.9. Les a;,i = 1,n sont les composantes (coordonnées) de z dans la base

{ez‘}isz

Proposition 1.4. Tout espace vectoriel sur K de dimension finie admet au moins une

base.



Les espaces vectoriels 11

Preuve. E de dimension finie alors E est engendré par une famille finie de vecteurs, comme
E # {0Og} alors il existe au moins un vecteur libre. Dot il existe au moins une base de

E. O

Définition 1.10. La dimension d’un espace vectoriel sur le corps K est le nombre de

vecteurs qui forment une base de E. On la note dimyg E.
Remarque 1.10. E = {Og} = E n’a pas de base et dimg E = 0.

Exemple 1.6. dimzpR? =2, dimpR3 =3, dimgK"=n
dim¢C =1, dimgC = 2.

Théoreme 1.7. Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont le

meéme nomre d’éléments.

Preuve. Soit By = {e1,e2,...,€,}, By = {wy,ws,...,w,} deux bases de E.
Montrons que p = ¢ (il suffit de montrer que ¢ < p et p < gq)
On a By une base, donc Vw; € By : w; = Zp: aje;, o € K
Si ¢ > p alors By est liée (impossible) car ]_g);lest une base, d’ou ¢ < p
D’autre part on a By est une base, donc Ve; € By, e; = iﬁjwj, BjeK

=

si p > q alors By est liée (impossible) car B est une base, donc p < ¢. D’ou p = ¢ O

Corollaire 1.1. Dans un espace vectotiel de dimn sur K on a :
(1) Toute partie libre a au plus n éléments.

(2) Toute partie ayant au moins (n + 1) éléments est liée.

Corollaire 1.2. Toute partie non vide B d’un K-espace vectoriel de dimension n, possédant
deux des trois propriétés suivantes est une base

(1) B an éléments.

(2) B est libre.

(3) B engendre E.

Théoreme 1.8. Soient ¥y, Fy deux sous-espace vectoriels d’un méme K-espace vectoriel

E, (E # {Og}) de dimension finie.
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(1) F; C F; = dimg F; < dimg Fs.
(2) (Fl CFy et dimg F; = dlmKFQ) — F; =F,.

Théoréme 1.9. (de la base incompléte) Soit E un K-espace vectoriel de dimension

finie. L une partie libre de E et G une partie génératrice de E, alors il existe une partie

H de G telle gque B=H UL soit une base de E.

1.5 Somme et Somme directe de deux sous-espaces
vectoriels

Soit E un K-e.v. F et G deux s.e.v. de E.

Définition 1.11. (Somme)
Le sous ensemble défini par F+ G ={z=z+y: = € F, y € G} est appelé somme de
F et G.

Proposition 1.5. F + G est un s.e.v. de E engendré par F U G (c’est le plus petit sous-

espace vectoriel contenant a la fois F et G.)

Preuve. 1. On a Og = Og + Og avec Og € F et Og € G.
D’ou Og € F + G.
2. Soit 21, 20 € F+ G et o, § € K. Montrons que az; + 820 € F + G.

az + Bzg = alxy +x2) 4+ B(yn +y2) avec x1,20 € F et y,y0 € G

= (awmy + ) + (ay1 + Bya)

€ F+G car F,G sont des s.e.v. de E

D’ou F + G est un s.e.v. de E.

3. D’autre part c’est le plus petit s.e.v. contenant F et G en effet tout élément x de F
s'écrit x = x4+ Og avec x € F et Og € G, d’ou «x € F + G. De méme pour tout élément
y de G s’écrit y = Og +y avec Og € F. Donc y € F + G. Par conséquent F C F 4+ G et
G CF+G.
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De plus si H est un s.e.v. de E tel que F C H et G C H, alors montrons que F + G C H.
Siu € F=— u € H, de méme si v € G = v € H, comme H est un s.e.v. de E alors

u+veH. DouF+G C H. O

Définition 1.12. (Somme directe)
On dit que F et G sont supplémentaires dans E ou E est somme directe de F et G

, . - . J E=F+G
etonecrltE—F@G31.{FHG:{OE}

Exemple 1.7. Soit le R-e.v. R%, F le s.e.v. de R? engendré par vy = (2,1) et G est le
s.e.v. de R? engendré par vy = (0,1). Montrons que R* = F @ G.
Soit (z,y) € R?, montrons que (z,y) = u+v avecu € F et v € G c’est a dire cherchons

a, B € R tel que (z,y) = avy + Pvy = (x,y) = «(2,1) + B(0,1). On trouve o = £ et

M

B =y— 5. Il reste a montrer que FNG = {0g}.

Sot X €FNG = § 5 Eiﬁii(é’,%’, %Eel]i

a(2,1)=p(0,1) = a=0=0. Dot X = Og.

Théoréme 1.10. (et définition)

Etant donné deux s.e.v. F et G d'un K-e.v. E tels que E = F + G. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes

(1) La décomposition de tout élément x € E en somme x1 + x9 avec 1 € F et x5 € G est
unique.

(2) FNG = {0g}.

Lorsque l'une des deux conditions est vérifie, on dit que F et G sont deux espaces

supplémentaires de E.

Théoreme 1.11. Dans un K-espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vec-
toriel F de E admet au moins un supplémentaire G et :

E=F®G=— dmE =dimF + dim G.

La réciproque est fausse.

Cependant : dimE = dimF +dim G et FNG ={0g} = E=F & G.



Les espaces vectoriels 14

Remarque 1.11. Attention! Supplémentaire de F dans E n’est pas le complémentaire de F

dans E. D’ailleurs CgF n’est pas un sous-espace vectoriel de E car Og € CgF.

Exemple 1.8. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de R3, tels que :

F=<u =(1,1,0),us = (0,2,5) > et G =< v =(3,5,5) > .

At-onRP*=FpG?

On a {uy,us} est libre de F = dimF = 2 et comme v # Ogs = dim G =1

donc dimR3? = 3 = dimF + dim G mais on a G C F car v = 3u; + us par conséquent

FNG #{0g} donc R* #F & G.

Exercice 1.3. On considére l'espace vectoriel R® sur R et
F={(r,y,2) ER*: 2 +y+2=0}

G={(z,y,2) eR: 02 =9y =2z}

1. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3.

2. Montrer que R> =F @ G.

Théoreme 1.12. Soit F et G deuxr sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel de

dimension finie. Alors dim(F 4+ G) = dimF + dim G — dim(F N G).

Preuve. On pose | = FNG

Soit H; un supplémentaire de I dans F ’est a dire F =1 H; = dim F = dim I + dim H;
et soit Hy un supplémentaire de I dans G c’est a dire :

G=19H; = dim G = dimI + dim H,.

Montrer d’abord que F + G = 1@ H; @ H,. (a faire en exercice)

Par la suite on aura

dim(F+ G) = dimI+ dimH; + dim H,

= dim(FNG)+dimF — dim(F N G) + dimG — dim(FN G)
Dot dim(F + G) = dimF + dim G — dim(F N G). O

Envoyer vos réponses (série TD 1) et vos questions a 1’adresse e-mail :

[_berdjoudjQyahoo. fr
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