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1.1.1 Définitions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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1.2.1 Définitions et exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Chapitre 1

Les espaces vectoriels

1.1 Espace vectoriel sur un corps commutatif

1.1.1 Définitions et propriétés

Soit (K,+, ·) un corps commutatif et E un ensemble quelconque muni de deux lois de

composition, une loi interne, notée additivement :

(+) : E× E −→ E
(x, y) 7−→ x+ y

et une loi externe, notée multiplicativement :

(·) : K× E −→ E
(λ, x) 7−→ λ · x

Définition 1.1. On dit que (E,+, ·) est un espace vectoriel sur le corps K ou un

K-espace vectoriel (K-e.v) si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. (E,+) est un groupe commutatif.

2. La loi externe vérifie les propriétés suivantes : ∀(x, y) ∈ E2, ∀(α, β) ∈ K2

a) α · (x + y) = (α · x) + (α · y) (distributivité de la loi externe par rapport à la loi

interne dans E).

b) (α+β) ·x = (α ·x)+(β ·y) (distributivité de la loi externe par rapport à l’addition

dans K.

c) α · (β · x) = (α · β) · x

d) 1K · x = x où 1K est l’élément unité de K.
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Les espaces vectoriels 3

Remarque 1.1. Si la loi interne est notée ⋆ et la loi externe est notée ∆, on parlera du

K-espace vectoriel (E, ⋆,∆). Les conditions de la loi externe ci-dessus deviennent :

∀(x, y) ∈ E2, ∀(α, β) ∈ K2 :

a) α∆(x ⋆ y) = (α∆x) ⋆ (α∆y) (distributivité de la loi externe par rapport à la loi

interne dans E).

b) (α+β)∆x = (α∆x)+(β∆y) (distributivité de la loi externe par rapport à l’addition

dans K).

c) α∆(β∆x) = (α · β)∆x

d) 1K∆x = x où 1K est l’élément unité de K.

Les éléments de E sont appelés vecteurs.

Les éléments de K sont appelés scalaires.

Exemple 1.1. 1. (R2,+, ·) est un R-e.v. avec : ∀(x, y) (x′, y′) ∈ R2

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′) et ∀λ ∈ R : λ · (x, y) = (λx, λy)

( A démontrer en exercice).

2. Tout corps commutatif est un espace vectoriel sur lui même.

3. C est un R-e.v.

4. Kn est un K-e.v.

Exercice 1.1. Soit F = {f : R −→ R} (l’ensemble des fonctions réelles), muni de

l’addition et de la multiplication suivantes :
(+) : F × F −→ F

(f, g) 7−→ f + g
tel que ∀x ∈ R : (f + g)(x) = f(x) + g(x).

(·) : R×F −→ F
(λ, f) 7−→ λ · f tel que ∀x ∈ R : (λ · f)(x) = λf(x).

Montrer que (F ,+, ·) est un R-espace vectoriel.

1.1.2 Règles de calcul dans un espace vectoriel

Soit (E,+, ·) un K-e.v.

1. ∀(x, y) ∈ E2, ∀λ ∈ K : λ · (x− y) = λ · x− λ · y

En effet : λ · (x− y) + λ · y = λ · (x− y + y) = λ · x =⇒ λ · (x− y) = λ · x− λ · y.
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2. ∀λ ∈ K, λ · 0E = 0E (il suffit de poser dans 1. x = y.)

3. ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E : λ · (−x) = −λ · x. En effet

λ · (−x) = λ · (0E − x) = λ · 0E − λ · x = 0E − λ · x = −λ · x.

4. ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ E : (α− β) · x = α · x− β · x. En effet

(α−β) ·x+β ·x = (α+β−β) ·x = (α+0K) ·x = α ·x =⇒ (α−β) ·x = α ·x−β ·x.

5. ∀x ∈ E : 0K · x = 0E (il suffit de poser dans 4. α = β).

6. ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E : (−λ) · x = (0K − λ) · x = 0K · x− λ · x = 0E − λ · x = −λ · x.

Remarque 1.2. On a 0K · x = λ · 0E = 0E. Donc dans tout espace vectoriel :

λ · x = 0E =⇒ λ = 0K ou x = 0E.

1.2 Sous-espaces vectoriels

1.2.1 Définitions et exemples

Définition 1.2. On appelle sous-espace-vectoriel (en abréviation s.e.v.) d’un K-espace

vectoriel E toute partie non vide F de E stable par l’addition (loi interne interne de E) et

la multiplication (loi externe de E), qui a une structure d’espace vectoriel sur K pour les

lois de E induites sur F.

Proposition 1.1. (Caractérisation d’un sous-espace vectoriel) Une partie F est

un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel (E,+, ·) si et seulement si :

(1) F ̸= ∅ (0E ∈ F).

(2) F est stable pour (+) : ∀x, y ∈ F, x+ y ∈ F.

(3) F est stable pour (·) : ∀x ∈ F,∀λ ∈ K, λ · x ∈ F.

Preuve. =⇒) • F ̸= ∅ car F est un s.e.v. et 0E ∈ F.

• ∀ x, y ∈ F, x+ y ∈ F (car (+) est une loi de composition interne dans F).

• ∀ λ ∈ K, ∀ x ∈ F (car (·) est une loi de composition externe dans F)

⇐=) On a : λ · x ∈ F ∀λ ∈ K, ∀x ∈ F.

Soit λ = −1 =⇒ −x ∈ F.
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On a aussi : ∀x, y ∈ F, x+ y ∈ F =⇒ x− x ∈ F =⇒ 0E ∈ F.

D’où F est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 1.3. D’après la démonstration ci-dedssus, on peut remplacer (2), (3) par les

conditions équivalentes :

(2’) ∀x, y ∈ F, x− y ∈ F.

(3) ∀x ∈ F,∀λ ∈ K, λ · x ∈ F.

Exemple 1.2. 1. La partie F = {(x, y) ∈ R2 : 2x+y = 0} est un sous-espace vectoriel

de R2.

2. L’ensemble des fonctions réelles continues C(R,R) = {f : R −→ R continue} est un

sous-espace vectoriel de F = {f : R −→ R}.

3. Toute droite passant par l’origine est un s.e.v. de R2 et les droites ne passant pas par

l’origine, ne sont pas des s.e.v. de R2.

Proposition 1.2. Pour qu’une partie non vide F soit un sous-espace vectoriel d’un K-

espace vectoriel E, il faut et il suffit que : ∀α, β ∈ K, ∀x, y ∈ F : (α · x+ β · y) ∈ F

Remarque 1.4. Tout s.e.v. de E n’est jamais vide, il contient toujours 0E. Le plus petit

s.e.v.(pour l’inclusion) est {0E} et le plus grand est E.

Preuve. =⇒) Supposons que F est un s.e.v. de E, d’après la caractérisation d’un s.e.v.

∀x, y ∈ F, ∀α, β ∈ K, on a : α · x ∈ F , β · y ∈ F et (α · x+ β · y) ∈ F

⇐=) Supposons que ∀α, β ∈ K, ∀x, y ∈ F : (α · x + β · y) ∈ F. Montrons que F est un

s.e.v. de E.

On a F ̸= ∅ car 0E ∈ F : il suffit de prendre α = β = 0K.

D’autre part pour α = β = 1K =⇒ 1K · x+ 1K · y = x+ y ∈ F.

Pour β = 0K =⇒ α · x+ 0K · y = α · x ∈ F.

Proposition 1.3. Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vecto-

riel.

Preuve. Soient F1,F2 deux s.e.v. d’un K-e.v. E. Montrons que F1 ∩F2 est un s.e.v. de E
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1. On a : 0E ∈ F1 et 0E ∈ F2 =⇒ 0E ∈ F1 ∩ F2.

2. Soient α, β ∈ K et x, y ∈ F1 ∩ F2

On a F1 s.e.v. de E =⇒ α · x+ β · y ∈ F1.

F2 s.e.v. de E =⇒ α · x+ β · y ∈ F2.

D’où α · x+ β · y ∈ F1 ∩ F2. Donc F1 ∩ F2 est un s.e.v. de E.

Remarque 1.5. L’union de deux sous-espaces vectoriel n’est pas en général un sous-espace

vectoriel. En effet voici un contre exemple :

Soit F1 = {(0, y), y ∈ R}, F2 = {(x, 0), x ∈ R} deux s.e.v. de R2

F1 ∪ F2 n’est pas un s.e.v. de R2 car il n’est pas stable pour l’addition :

en effet (0, 1) ∈ F1 et (1, 0) ∈ F2 mais (0, 1) + (1, 0) = (1, 1) ̸∈ F1 ∪ F2.

1.2.2 Sous-espace vectoriel engendré par une partie d’un espace
vectoriel

Soit E un K-e.v. et A ⊂ E. On appelle s.e.v. engendré par A le plus petit s.e.v.( au

sens de l’inclusion), contenant A.

C’est également l’intersection de tous les sous-espaces contenant A.

1.3 Combinaison linéaire (C.L)

Définition 1.3. Soit E un K-e.v. et x1, x2, . . . , xp des vecteurs de E. Tout élément x de la

forme

x = α1x1 + α2x2 + . . . + αpxp =
p∑

i=1

αixi, avec αi ∈ K est appelé combinaison linéaire

des xi

Théorème 1.1. Soit {x1, x2, . . . , xp} une famille de vecteurs de E.

L’ensemble F = {x =
p∑

i=1

αixi, αi ∈ K} est un s.e.v. de E. C’est le plus petit s.e.v.

contenant la famille donnée.
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Remarque 1.6. F est dit engendré par {x1, x2, . . . , xp} oubien {x1, x2, . . . , xp} est une famille

génératrice de F. On écrit F =< x1, x2, . . . , xp >.

Preuve. (du théorème 1.1) F = {x =
p∑

i=1

αixi, αi ∈ K}

1. F ̸= ∅ car pour αi = 0K, ∀i = 1, p : x = 0E ∈ F.

2. ∀α, β ∈ K, x, y ∈ F =⇒ x =
p∑

i=1

αixi; αi ∈ K et y =
p∑

i=1

βixi; βi ∈ K Alors

α ·x+β ·y = α(
p∑

i=1

αixi)+β(
p∑

i=1

βixi) =
p∑

i=1

(ααi+ββi)xi =
p∑

i=1

γixi avec γi = ααi+ββi

D’où α · x+ β · y ∈ F. Par conséquent F est un s.e.v. de E.

3. F est le plus petit s.e.v. de E en effet : Soit F′ un s.e.v. de E contenant

{x1, x2, . . . , xp} =⇒
p∑

i=1

αixi ∈ F′ or
p∑

i=1

αixi ∈ F ⊂ F′.

1.3.1 Famille libre

Définition 1.4. On dit que la famille {x1, x2, . . . , xp} de vecteurs d’un K-e.v. est libre ou

les vecteurs x1, x2, . . . , xp sont linéairement indépendants (L.I) si la relation suivante

est vérifiée : ∀α1, α2, . . . , αp ∈ K

α1x1 + α2x2 + . . .+ αpxp = 0E =⇒ α1 = α2 = . . . = αp = 0K.

Remarque 1.7. Toute sous famille d’une famille libre est libre.

Exemple 1.3. 1. E = R3. Les vecteurs e1 = (1, 0; 0), e2 = (0, 1, 0) et e3 = (0, 0, 1) sont

linéairement indépendants. En effet

∀α, β, γ ∈ K : αe1 + βe2 + γe3 = 0R3 =⇒ α = β = γ = 0

2. F = {f : R −→ R} est un R− e.v.

Les fonctions f1(x) = ex et f2(x) = e2x sont L.I. en effet :

Soit α, β ∈ K : αf1(x) + βf2(x) = 0 alors{
αex + βe2x = 0, . . . (1)
αex + 2βe2x = 0, . . . (2) (en dérivant l’équation (1))

En résolvant ce système on trouve α = β = 0. D’où {ex, e2x} est une famille libre de F .
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1.3.2 Famille liée

Définition 1.5. Si la famille {x1, x2, . . . , xp} n’est pas libre, elles dite liée c’est à dire que

les αi de l’équation
p∑

i=1

αixi ne sont pas tous nuls.

Exemple 1.4. F = {x1 = (1, 0, 0), x2 = (1, 1, 0), x3 = (5, 3, 0)} est une famille liée de

R3 en effet : on remarque que x3 = 2x1 + 3x2. C’est à dire 2x1 + 3x2 − x3 = 0R3 et les

coefficients ne sont pas nuls.

Théorème 1.2. Soit E un K-e.v. et x1, x2, . . . , xp sont des vecteurs de E. Les conditions

suivantes sont équivalentes

(1) La famille F = {x1, x2, . . . , xp} est liée.

(2) L’un au moins des xi est combinaison linéaire des autres.

Preuve. (1) =⇒ (2) On suppose que F est liée =⇒ il existe un scalaire non nul tel que

α1x1 + α2x2 + . . .+ αpxp = 0E. Supposons que c’est αp.

Donc xp = −α1

αp
x1− α2

αp
x2−. . .− αp−1

αp
xp−1 = a1x1+a2x2+. . .+ap−1xp−1, avec ai = − αi

αp
∈ K.

D’où xp est C.L. des autres vecteurs x1, x2, . . . , xp−1.

(2) =⇒ (1) Supposons que Xp est C.L. des autres xi, i ̸= p, donc ∃µ1, µ2, . . . , µp−1 ∈ K tel

que :

xp = µ1x1+µ2x2+ . . .+µp−1xp−1 =⇒ µ1x1+µ2x2+ . . .+µp−1xp−1−xp = 0E mais µp = −1.

D’où F = {x1, x2, . . . , xp} est liée.

Remarque 1.8. 1. Dès qu’on rajoute le vecteur nul à une famille libre, elle devient liée.

2. Soit F = {x1, x2, . . . , xp} une famille générartice de E (tout vecteur de E s’écrit comme

C.L. des xi). Toute famille F′ de E contenant F (F ⊂ F′) est encore famille génératrice.

Exercice 1.2. Dans R2. Soit v1 = (1, 1) et v2 = (1,−1). Montrer que la famille {v1, v2}

est une famille génératrice et libre de R2.

Définition 1.6. F = {x1, x2, . . . , xp} est dite famille génératrice minimale si et seule-

ment si F \ {xi}, ∀i = 1, p n’est plus génératrice.

Théorème 1.3. Toute famille génératrice minimale de E est libre.
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Preuve. (par l’absurde)

Soit F = {x1, x2, . . . , xp} une famille génératrice minimale de E

Supposons due F est liée, d’après le théorème (1.2) =⇒ ∃βi : xp = β1x1 + β2x2 + . . . +

βp−1xp−1

Soit x =
p∑

i=1

αixi ∈ E

On a x =
p−1∑
i=1

αixi+αp

p−1∑
i=1

βixi. Donc x =
p−1∑
i=1

(αi+αpβi)xi d’où ∃γ1, γ2, . . . γp−1 ∈ K tel que

x =
p−1∑
i=1

γixi =⇒ {x1, x2, . . . , xp−1} = F\{xi} est génératrice (absurde car F est génératrice

minimale). D’où F est libre.

Définition 1.7. Une famille F = {x1, x2, . . . , xp} de vecteurs de E est dite libre maxi-

male si F ∪ {xp+1} est liée (n’est pas libre).

Théorème 1.4. Toute famille libre maximale de E est génératrice de E. c’est à dire

{x1, x2, . . . , xp} libre maximale =⇒ E =< x1, x2, . . . , xp >.

Preuve. (par l’absurde)

Soit F = {x1, x2, . . . , xp} une famille libre maximale de E. Supposons que F n’est pas

génératrice de E alors ∃x ∈ E : ∀i = i, p, x ̸=
p∑

i=1

αixi, αi ∈ K donc {x1, x2, . . . , xp, x}

est libre. Contradiction avec le fait que F libre maximale de E. D’où F est génératrice de

E.

Théorème 1.5. (et définition) Soit F une partie non vide d’un K-e.v. E (F ̸= {0E}).

Alors les propriétés suivantes sont sont équivalentes :

(1) F est une famille génératrice est libre de E.

(2) F est génératrice minimale.

(3) F est libre maximale.
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1.4 Bases en dimension finie

Définition 1.8. Soit E un K-e.v. On dit que E est de dimension finie s’il existe une

famille génératrice finie de E.

Définition 1.9. Soit E un K-e.v. B = {x1, x2, . . . , xp} est une base de E si B est une

famille génératrice et libre à la fois de E.

Exemple 1.5. B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} est une base de R3 appelée

la base canonique de R3. En effet :

on a B est libre et ∀X = (x, y, z) ∈ R3, X = xe1 + ye2 + ze3 =⇒ B est génératrice de R3.

Théorème 1.6. Soit E un K-espace vectoriel

{e1, e2, . . . , en} une base de E si et seulement si ∀x ∈ E, x s’écrit de manière unique sous

la forme x =
n∑

i=1

αiei avec αi ∈ K.

Preuve. Soit {e1, e2, . . . , en} une base de E =⇒ {e1, e2, . . . , en} est génératrice, alors ∀x ∈

E : x =
n∑

i=1

αiei, αi ∈ K.

Montrons l’unicité de l’écriture. Supposons que ∃λi ∈ K : x =
n∑

i=1

λiei, donc

n∑
i=1

λiei =
n∑

i=1

αiei

=⇒
n∑

i=1

(λi − αi)ei = 0E

=⇒ λi − αi = 0K car {ei}i=1,n est libre

=⇒ αi = λi, ∀i = 1, n

Donc la décomposition x =
n∑

i=1

αiei est unique.

Remarque 1.9. Les αi, i = 1, n sont les composantes (coordonnées) de x dans la base

{ei}i=1,n.

Proposition 1.4. Tout espace vectoriel sur K de dimension finie admet au moins une

base.
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Preuve. E de dimension finie alors E est engendré par une famille finie de vecteurs, comme

E ̸= {0E} alors il existe au moins un vecteur libre. D’où il existe au moins une base de

E.

Définition 1.10. La dimension d’un espace vectoriel sur le corps K est le nombre de

vecteurs qui forment une base de E. On la note dimK E.

Remarque 1.10. E = {0E} =⇒ E n’a pas de base et dimK E = 0.

Exemple 1.6. dimR R2 = 2, dimRR3 = 3, dimK Kn = n

dimC C = 1, dimR C = 2.

Théorème 1.7. Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont le

même nomre d’éléments.

Preuve. Soit B1 = {e1, e2, . . . , ep}, B2 = {w1, w2, . . . , wq} deux bases de E.

Montrons que p = q (il suffit de montrer que q ≤ p et p ≤ q)

On a B1 une base, donc ∀wi ∈ B2 : wi =
p∑

j=1

αjej, αj ∈ K

Si q > p alors B2 est liée (impossible) car B2 est une base, d’où q ≤ p

D’autre part on a B2 est une base, donc ∀ei ∈ B1, ei =
q∑

j=1

βjwj, βj ∈ K

si p > q alors B1 est liée (impossible) car B1 est une base, donc p ≤ q. D’où p = q

Corollaire 1.1. Dans un espace vectotiel de dimn sur K on a :

(1) Toute partie libre a au plus n éléments.

(2) Toute partie ayant au moins (n+ 1) éléments est liée.

Corollaire 1.2. Toute partie non vide B d’un K-espace vectoriel de dimension n, possédant

deux des trois propriétés suivantes est une base

(1) B a n éléments.

(2) B est libre.

(3) B engendre E.

Théorème 1.8. Soient F1, F2 deux sous-espace vectoriels d’un même K-espace vectoriel

E, (E ̸= {0E}) de dimension finie.
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(1) F1 ⊂ F2 =⇒ dimK F1 ≤ dimK F2.

(2) (F1 ⊂ F2 et dimK F1 = dimK F2) =⇒ F1 = F2.

Théorème 1.9. (de la base incomplète) Soit E un K-espace vectoriel de dimension

finie. L une partie libre de E et G une partie génératrice de E, alors il existe une partie

H de G telle que B = H ∪ L soit une base de E.

1.5 Somme et Somme directe de deux sous-espaces

vectoriels

Soit E un K-e.v. F et G deux s.e.v. de E.

Définition 1.11. (Somme)

Le sous ensemble défini par F +G = {z = x + y : x ∈ F, y ∈ G} est appelé somme de

F et G.

Proposition 1.5. F+G est un s.e.v. de E engendré par F ∪G (c’est le plus petit sous-

espace vectoriel contenant à la fois F et G.)

Preuve. 1. On a 0E = 0E + 0E avec 0E ∈ F et 0E ∈ G.

D’où 0E ∈ F+G.

2. Soit z1, z2 ∈ F+G et α, β ∈ K. Montrons que αz1 + βz2 ∈ F+G.

αz1 + βz2 = α(x1 + x2) + β(y1 + y2) avec x1, x2 ∈ F et y1, y2 ∈ G

= (αx1 + βx2) + (αy1 + βy2)

∈ F+G car F,G sont des s.e.v. de E

D’où F+G est un s.e.v. de E.

3. D’autre part c’est le plus petit s.e.v. contenant F et G en effet tout élément x de F

s’écrit x = x + 0E avec x ∈ F et 0E ∈ G, d’où x ∈ F + G. De même pour tout élément

y de G s’écrit y = 0E + y avec 0E ∈ F. Donc y ∈ F +G. Par conséquent F ⊂ F +G et

G ⊂ F+G.
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De plus si H est un s.e.v. de E tel que F ⊂ H et G ⊂ H, alors montrons que F+G ⊂ H.

Si u ∈ F =⇒ u ∈ H, de même si v ∈ G =⇒ v ∈ H, comme H est un s.e.v. de E alors

u+ v ∈ H. D’où F+G ⊂ H.

Définition 1.12. (Somme directe)

On dit que F et G sont supplémentaires dans E ou E est somme directe de F et G

et on écrit E = F⊕G si :

{
E = F+G
F ∩G = {0E}

Exemple 1.7. Soit le R-e.v. R2, F le s.e.v. de R2 engendré par v1 = (2, 1) et G est le

s.e.v. de R2 engendré par v2 = (0, 1). Montrons que R2 = F⊕G.

Soit (x, y) ∈ R2, montrons que (x, y) = u + v avec u ∈ F et v ∈ G c’est à dire cherchons

α, β ∈ R tel que (x, y) = αv1 + βv2 =⇒ (x, y) = α(2, 1) + β(0, 1). On trouve α = x
2
et

β = y − x
2
. Il reste à montrer que F ∩G = {0E}.

Soit X ∈ F ∩G =⇒
{

X ∈ F =⇒ X = α(2, 1), α ∈ R
X ∈ G =⇒ X = α(2, 1), β ∈ R

α(2, 1) = β(0, 1) =⇒ α = β = 0. D’où X = 0E.

Théorème 1.10. (et définition)

Etant donné deux s.e.v. F et G d’un K-e.v. E tels que E = F + G. Les deux conditions

suivantes sont équivalentes

(1) La décomposition de tout élément x ∈ E en somme x1 + x2 avec x1 ∈ F et x2 ∈ G est

unique.

(2) F ∩G = {0E}.

Lorsque l’une des deux conditions est vérifiée, on dit que F et G sont deux espaces

supplémentaires de E.

Théorème 1.11. Dans un K-espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vec-

toriel F de E admet au moins un supplémentaire G et :

E = F⊕G =⇒ dimE = dimF+ dimG.

La réciproque est fausse.

Cependant : dimE = dimF+ dimG et F ∩G = {0E} =⇒ E = F⊕G.
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Remarque 1.11. Attention ! Supplémentaire de F dans E n’est pas le complémentaire de F

dans E. D’ailleurs CEF n’est pas un sous-espace vectoriel de E car 0E ̸∈ CEF.

Exemple 1.8. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de R3, tels que :

F =< u1 = (1, 1, 0), u2 = (0, 2, 5) > et G =< v = (3, 5, 5) > .

A t-on R3 = F⊕G ?

On a {u1, u2} est libre de F =⇒ dimF = 2 et comme v ̸= 0R3 =⇒ dimG = 1

donc dimR3 = 3 = dimF + dimG mais on a G ⊂ F car v = 3u1 + u2 par conséquent

F ∩G ̸= {0E} donc R3 ̸= F⊕G.

Exercice 1.3. On considère l’espace vectoriel R3 sur R et

F = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 0}

G = {(x, y, z) ∈ R3 : x = y = z}.

1. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3.

2. Montrer que R3 = F⊕G.

Théorème 1.12. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel de

dimension finie. Alors dim(F+G) = dimF+ dimG− dim(F ∩G).

Preuve. On pose I = F ∩G

Soit H1 un supplémentaire de I dans F ’̧est à dire F = I⊕H1 =⇒ dimF = dim I+dimH1

et soit H2 un supplémentaire de I dans G c’est à dire :

G = I⊕H2 =⇒ dimG = dim I+ dimH2.

Montrer d’abord que F+G = I⊕H1 ⊕H2. (à faire en exercice)

Par la suite on aura

dim(F+G) = dim I+ dimH1 + dimH2

= dim(F ∩G) + dimF− dim(F ∩G) + dimG− dim(F ∩G)

D’où dim(F+G) = dimF+ dimG− dim(F ∩G).

Envoyer vos réponses (série TD 1) et vos questions à l’adresse e-mail :

l berdjoudj@yahoo.fr
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